Vitajte v lekcii Sústavy troch lineárnych rovníc.
Cieľom tejto lekcie je naučiť čitateľa, ako môže riešiť sústavy troch lineárnych rovníc. Pri riešení sústavy troch lineárnych rovníc môže nastať jeden z týchto prípadov: sústava má práve jedno riešenie, sústava nemá riešenie alebo má nekonečne veľa riešení. Na všetky tieto prípady uvádzame po dva príklady. Pri riešení sústav troch lineárnych rovníc sa dostávame aj k riešeniu sústav dvoch lineárnych rovníc z predchádzajúcej lekcie. Použitie konkrétnej metódy na výpočet tejto sústavy dvoch lineárnych rovníc si volí žiak sám na základe skúseností z predchádzajúcej lekcie.

Úloha 1:Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:



5x + 2y + 3z = 9



-x + 2y + z = -5







3x – y + 7z =15

Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:



5x + 2y + 3z = 9



-x + 2y + z = -5

[image: image2.png]




z = x – 2y – 5



3x – y + 7z =15



5x + 2y + 3(x – 2y – 5) = 9



3x – y + 7(x – 2y – 5) = 15

Túto sústavu upravíme použitím ekvivalentných úprav. Dostaneme tak sústavu dvoch lineárnych rovníc.



5x + 2y + 3x – 6y – 15 = 9



3x – y + 7x – 14y – 35 = 15



8x – 4y = 24



10x – 15y = 50 

Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. My si v tomto prípade volíme dosadzovaciu metódu, kedy z jednej rovnice vyjadríme jednu neznámu a dosadíme do druhej rovnice, ktorú následne upravíme na rovnicu s jednou neznámou a tú už riešime známymi ekvivalentnými úpravami:

8x – 4y = 24
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x = (24 + 4y) / 8 = (6 + y) / 2



10x – 15y = 50 



10((6 + y)/2) – 15y = 50

30 + 5y – 15y = 50



-10y = 20



y = - 2

Do rovnice vyjadrujúcej jednu neznámu (v našom prípade x) dosadím vypočítanú neznámu (v našom prípade y), teda číslo, ktoré nám vyšlo a vypočítame druhú neznámu (v našom prípade x):

x = (6 + y) / 2


x = (6 + (-2)) / 2

x = 2

Po vypočítaní dvoch neznámych (v našom prípade x a y) dopočítame tretiu (v našom prípade z) ich dosadením do vyjadrenia z:



z = x – 2y – 5





z = 2 – 2.(-2) – 5


z = 1

Riešenie sústavy zapíšeme ako usporiadanú trojicu (poradie koreňov je podľa abecedy):

K={[2; -2; 1]}

Riešením sústavy je teda usporiadaná trojica [2; -2; 1].

Úloha 2: Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:



2x – 4y + 3z = 1

x – 2y + 4z = 3 

3x – y + 5z = 2

Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:

2x – 4y + 3z = 1
x – 2y + 4z = 3 
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x = 2y – 4z + 3
3x – y + 5z = 2
2 . (2y – 4z + 3) – 4y + 3z = 1
3 . (2y – 4z + 3) – y + 5z = 2
Túto sústavu upravíme použitím ekvivalentných úprav. Dostaneme tak sústavu dvoch lineárnych rovníc.

4y – 8z + 6 – 4y + 3z = 1
6y – 12z + 9 – y + 5z = 2

-5z = -5 




5y – 7z = -7 

Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. Vidíme však, že z prvej rovnice dostávame hneď:

z = 1

Po dosadení tejto neznámej do druhej rovnice sústavy dvoch lineárnych rovníc dostávame:

5y – 7z = -7 




5y – 7 . 1 = -7
5y – 7 = -7

5y = 0
y = 0

Po vypočítaní dvoch neznámych (v našom prípade y a z) dopočítame tretiu (v našom prípade x) ich dosadením do vyjadrenia premennej x:

x = 2y – 4z + 3 




x = 2 . 0 – 4 . 1 + 3

x = -4 + 3 

x = -1

Riešenie sústavy zapíšeme ako usporiadanú trojicu (poradie koreňov je podľa abecedy): K={[-1; 0; 1]}

Riešením sústavy je teda usporiadaná trojica [-1; 0; 1].
Úloha 3: Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:

x + y + z = 1


x + z = 1





2x + y + 2z = 0
Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:

x + y + z = 1


x + z = 1
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x = 1 - z



2x + y + 2z = 0


1 – z + y + z = 1



2.(1 – z) + y + 2z = 0

Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. Vidíme však, že obe rovnice je možno ihneď upraviť:

Z prvej rovnice dostávame: y = 0.

Z druhej rovnice dostávame: y = -2.

Preto táto sústava nemá riešenie.

Keďže daná sústava dvoch lineárnych rovníc nemá riešenie, tak ani pôvodná sústava troch lineárnych rovníc nemá riešenie, čo zapíšeme:

K={}
Daná sústava troch lineárnych rovníc nemá riešenie.

Úloha 4: Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:

x + 2y + z = 14






4x – 6z = -14





-4y – 5z = -11

Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:

x + 2y + z = 14
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z = -x – 2y + 14



4x – 6z = -14





-4y – 5z = -11

4x – 6.(-x – 2y + 14) = -14



-4y – 5.(-x – 2y + 14) = -11

Túto sústavu upravíme použitím ekvivalentných úprav. Dostaneme tak sústavu dvoch lineárnych rovníc.



4x + 6x +12y -84 = -14



-4y + 5x + 10y – 60 = -11

10x + 12y = 70



5x + 6y = 49  

Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. My si v tomto prípade volíme sčítaciu metódu, kedy rovnice vynásobíme tak, aby boli čísla pri jednej neznámej navzájom opačné:



10x + 12y = 70



5x + 6y = 49
/. (-2)



10x + 12y = 70



-10x – 12y = -98

Vynásobené rovnice sčítame a hneď dostaneme:

0 = -18
Keďže daná sústava dvoch lineárnych rovníc nemá riešenie, tak ani pôvodná sústava troch lineárnych rovníc nemá riešenie, čo zapíšeme:

K={}
Daná sústava troch lineárnych rovníc nemá riešenie.

Úloha 5: Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:

x + 2y + 3z = 14






4x – 6z = -14




x – 2y – 6z = -21

Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:

x + 2y + 3z = 14
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x = -2y – 3z + 14



4x – 6z = -14




x – 2y – 6z = -21



4.(-2y – 3z + 14) -6z = -14



(-2y – 3z + 14) – 2y – 6z = -21

Túto sústavu upravíme použitím ekvivalentných úprav. Dostaneme tak sústavu dvoch lineárnych rovníc.



-8y - 12z + 56 – 6z = -14



-2y – 3z + 14 -2y – 6z = -21



-8y – 18z = -70



-4y – 9z = -35


Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. My si v tomto prípade volíme sčítaciu metódu, kedy rovnice vynásobíme tak, aby boli čísla pri jednej neznámej navzájom opačné:

-8y – 18z = -70



-4y – 9z = -35

/. (-2)



-8y – 18z = -70



8y + 18z = 70

Vynásobené rovnice sčítame a hneď dostaneme:

0 = 0
Ako vidíme, daná sústava dvoch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení, z čoho vyplýva, že aj pôvodná sústava troch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení. Vyjadríme ich všetky pomocou jednej neznámej (v našom prípade zvolíme za neznámu z). Druhú neznámu (v našom prípade y) potom dopočítame podľa prvej dosadením do ľubovoľnej rovnice.

-8y – 18z = -70

y = (70 – 18z)/8

Po vyjadrení dvoch neznámych (v našom prípade y a z) dopočítame tretiu (v našom prípade x) ich dosadením do pôvodnej vyjadrenej rovnice:

x = -2y – 3z + 14

x = -2.((70 – 18z)/8) – 3z + 14

x = (-140 + 36z)/8 – 3z + 14

x = (-140 + 36z – 24z + 112)/8

x = (-28 + 12z)/8

x = (-7 + 3z)/2

Všeobecné riešenie sústavy zapíšeme ako usporiadanú trojicu (poradie koreňov je podľa abecedy):

K={[(-7 + 3z)/2, (35 – 9z)/4, z],z(R}

Daná sústava troch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení a tými sú všetky usporiadané trojice [(-7 + 3z)/2, (35 – 9z)/4, z].
Úloha 6: Riešte danú sústavu troch lineárnych rovníc:

x + 2y + 3z = 0
x + y – 2z = 0




2x + 3y + z = 0

Riešenie: Z ľubovoľnej rovnice si vyjadríme jednu neznámu, za ktorú potom dosadíme do zvyšných dvoch rovníc:
x + 2y + 3z = 0
x + y – 2z = 0
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x = -y + 2z 

2x + 3y + z = 0

-y + 2z + 2y + 3z = 0

2.( -y + 2z) + 3y + z = 0

Túto sústavu upravíme použitím ekvivalentných úprav. Dostaneme tak sústavu dvoch lineárnych rovníc.

y + 5z = 0

y + 5z = 0 

Vzniknutú sústavu dvoch lineárnych rovníc môžeme riešiť ľubovoľnou metódou. My si v tomto prípade volíme sčítaciu metódu, kedy rovnice vynásobíme tak, aby boli čísla pri jednej neznámej navzájom opačné:

y + 5z = 0

y + 5z = 0 
/.(-1)

y + 5z = 0

-y – 5z = 0

Vynásobené rovnice sčítame a hneď dostaneme:

0 = 0
Ako vidíme, daná sústava dvoch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení, z čoho vyplýva, že aj pôvodná sústava troch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení. Vyjadríme ich všetky pomocou jednej neznámej (v našom prípade zvolíme za neznámu z). Druhú neznámu (v našom prípade y) potom dopočítame podľa prvej dosadením do ľubovoľnej rovnice.

y + 5z = 0

y = -5z

Po vyjadrení dvoch neznámych (v našom prípade y a z) dopočítame tretiu (v našom prípade x) ich dosadením do pôvodnej vyjadrenej rovnice:

x = -y + 2z

x = -(-5z) + 2z

x = 7z

Všeobecné riešenie sústavy zapíšeme ako usporiadanú trojicu (poradie koreňov je podľa abecedy):

K={[7z, -5z, z],z(R}

Daná sústava troch lineárnych rovníc má nekonečne veľa riešení a tými sú všetky usporiadané trojice [7z, -5z, z].
Odporúčame:

Isto už viete, že matematiku sa nemožno učiť iba čítaním. Preto nemá zmysel čítať si texty úloh a riešení v tejto lekcii stále dookola, prípadne sa riešenia naučiť naspamäť. Je potrebné, aby ste si riešenie úloh vyskúšali sami.

Je vhodné, aby ste si úroveň svojich vedomostí overili v teste k štvrtej lekcii, ktorý je taktiež súčasťou tohto kurzu.

