Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

9 Neurdity integral

9.1 Primitivna funkcia a neurcity integral

Funkcia F (x) sa nazyva primitivnou funkciou k funkcii f (x) na intervale (a,b), ak pre
kazdé x € (a,b) plati F'(x)= f(x).

Priklad 9.1

Funkcia F(x)=x>+2 je primitivnou funkciou k funkcii f(x)=3x?, pretoze
F'(x)z(x3+2)v =3x’=f(x) VxeR.

Viimnite si, 7e aj funkcia G(x)=x’ -5 je primitivnou funkciou k funkcii f(x), lebo
G(x):(x3 —S)I =3y’ :f(x).

Veta 9.1
Nech F(x) je primitivnou funkciou k funkcii f(x) na intervale (z,b). Funkcia G(x) je

primitivnou funkciou k funkcii f(x) na (a,5) vtedy a len vtedy, ak existuje také reilne
tislo c, ze pre vSetky x € (a,b) plati G(x)= F(x)+c.

MnoZinu vsetkych primitivnych funkcii F(x) k funkcii f(x) na intervale (a,b)
nazyvame neurcitym integralom funkcie f (x) na intervale (a,b) a oznaCujeme

jf )dx =F (x)+c

Metddu, ako najst’ k danej funkcii neurcity integral, nazyvame integrovanim.
9.2 Integrac¢né vzorce

Zakladné vzorce pre integrovanie funkcii dostaneme pouzitim (obratenim) zékladnych
vzorcov na derivovanie.

Veta 9.2
1. J.ldxzj.dx:x+c 9. J' dx = —cotgx + ¢
Lol sin® x
2. Ix“dx: 1+c pre a # -1 0. 1 arctgx +c¢
1 ¢ 1+x° —arccotgx+c
3. [—dx=Tnlx+c PEER
X 11. J‘—dx——ln
4. Iexdx:ex+c 2 1-x
- . J- _{ arcsinx + ¢
5. ja a’lena+c pre a#l,a>0 J1 x2 —arccosx +c¢
6. Isinxdx=—cosx+c 13. J.ﬁdx Injx +vVx*+a|l+c,aeRr
X" +a

7. Icosxdx:sinx+c
14. J.f—dx = 1n|f(x)+c

(x)

8 [ demtgrre
COS X
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Vzorce platia pre tie intervaly, v ktorych s funkcie na pravej strane rovnosti definované. O
ich spravnosti sa mdzeme presvedcit’ derivovanim.

Veta 9.3 (o integrovani suctu a rozdielu funkcii a ¢ — ndsobku funkcie)

J.[f( +g ]dx jf dx+J‘g x)dx
H:f(x -g X ]dx:jf X dx-J.g x)dx
J‘cf(x)dx:cj.f(x)dx

Priklad 9.2 Vypotitaite [ LInlYN
Jx
RieSenie:
3x 1 3x 1 1 1
= —— v =] 3Vx ——= dv = [3V/xdv — [ —=dx =

3j 2dx j zdx 3——

2

+c= 2x2 2x2+c 2(\/_ \/—)

1
2
31
2
na intervale (0,).

9.3 Substitu¢na metéda a metoda per partes

Z vety o derivacii zlozenej funkcie ziskame jednu z najdolezitejSich metdd integrovania —
substitu¢nl metddu. Je zaloZend na nasledujicom tvrdeni.

Veta 9.4 (prva veta o substiticii)
Nech je funkcia F'(¢) primitivna k funkcii f(#) na intervale J,. Nech ma funkcia ¢(x)

na otvorenom intervale J, derivciu ¢'(x) anech pre kazdé xeJ, plati p(x)=reJ,.

Potom je funkcia F(go(x)) primitivna funkcia k funkecii f[go(x)] ¢'(x) naintervale J,,
t.j. J.f[(p }(p dx F[(o :|+C.

Poznamka:
Tvrdenie vety pouiivame nasledovne:
t=(x)
dx = = t)dt=F|t +c =F +c.
[f[o(x)]e(x) = () =[£(t) [] Lo(x)]

Cely postup si mézeme mechanicky zapamatat’ takto:
. e : : . dt ,
Ak mame substituénii rovnicu ¢(x) =1, potom po derivovani ¢'(x)= —, @po Uprave
X
@' (x)dx=dt .
Vsimnime si, Ze integrovand funkcia ma tieto vlastnosti:
1. je sucinom dvoch funkcii f[(p(x)] a (p'(x) ,

2. prva z nich je zlozenou funkciou s hlavnou zlozkou f a vedlajSou zloZzkou ¢. Druhd z
nich je derivaciou vedlajsej zlozky ¢.
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Priklad 9.3 Vypositajte [% de

Riesenie:
arctg’ arcigr =1 _ arct 3
X X
I—gzdx =l 1 J-t dt = g +c
1+x dx 3
1+ x°

Najprv sme pouzili substiticiu arctgx =¢. Potom sme zderivovali zvlast' jej prava stranu

a zvlast jej lavu stranu, ¢im sme ziskali vzt'ah >dx =dt. Napokon sme v povodnom

1+x

arctg™ x . , " . .
integrali ‘f;gdx nahradili &itatel vyrazom #° a zvySok vyrazom dt, ¢im sme ziskali

, L , , T
jtzdt, ktory sa rovna ?+c. Nahradenim ¢ vyrazom arctgx sme ziskali vysledok v

arctg’ x
tvare——+c¢

Priklad 9.4 Vypocitaite | lgl—xdx .
X

Riesenie:
Inx=t¢

1 1 ¢

I nx :J.idt:_.
—dx dt 2 2
X

Priklad 9.5 Vypotitajte j texdy .

Riesenie:

Itgxd J~s1nx

COS X

cosx =t

=j_—1dt=—fldt =—1n|t|+c=—ln|cosx|+c
| —sin xdx = dt t t

Priklad 9.6 Vypotitajte [ x-sin(x* )dx.
Riesenie:
Ix-sin(xz)dx = xt =t

=Isint£=ljsintdt =—lcost+c=—lcos(x2)+c
2xdx =dt 2 2 2 2

Pri integrovani substitu¢nou metédou zvycajne postupujeme takto:
Ak méame vypocitat’ J‘ f [gp }go dx, pouzijeme substiticiu ¢@(x)=1¢, ¢'(x)dx=dt a

dostaneme .[f[(p ](p )dx = J.f t)dt=F( +c=F[¢) ]+c
Pri pouziti tejto metddy integral j f |:(p ](o dx upravime na integral j f dt tak, ze

integrant premennu x nahradime novou premennou ¢ = go( ) Je zrejmé, Ze tento postup ma

zmysel pouzit’ len vtedy, ak vieme vypocitat’ integral .[ f (t)dt .
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Ak, naopak, mame vypocitat J. f(¢)dt, pricom vieme vypocitat j flo(x)]e'(x)dx,

modzeme tiez pouzit’ substituénii metdédu. Pre tento pripad uvedieme novu vetu, ktora je vSak
bezprostrednym dosledkom vety predchadzajtce;.

Veta 9.5 (druha veta o substiticii)
Nech funkcia xz(p(t) ma na intervale (a, ﬂ) derivaciu (p'(t);tO a nech funkcia

t=¢'(x), definovana na intervale (a,b) je inverzna funkcia k funkcii x=g¢(¢) na
intervale (o,3). Nech je funkcia f(x) definovana na intervale (a,b). Nech G(f) je

primitivna funkcia k funkcii f [go(t)](p’(t) na intervale (o,/). Potom je funkcia
G((p‘1 (x)) primitivna funkcia k funkcii f(x) na intervale (a,b).

Poznamka:
Tvrdenie tejto vety mdzeme zapisat’ pomocou vzorca

[ £ (x)ex = () |_ [rlo(t)l'(t)dt=G(t)+c=G(p™ (x))+c.

X=¢
dx=¢ (1)dt

Priklad 9.7 Vypotitajte [v4—x"dx.

Riesenie:
x=2sint

j\/4—x2dx: e 2 eosids :J‘«/4—(2sint)2 -2costdt=j\/4—4sin2t-2costdt:
=2-J.1/4(1—sin2t)~costdt=4-I\/1—sin2tcostdt=4‘j\/cosztcostdt=

4. I|cost| -costdt :4-J.cos2 tdt = 2J‘(1 +cos 2t )dt = 2J. 1dt + 2J-(cos 2t )dt =

. .oxX . .oX X x-4=x?
2t+sm2t+c:2arcsm§+sm 2arcs1n§ +c:2arcs1n5+T+c

Pri vypocte sme pouzili vzorce:
sin® x+cos’ x =1=>1—sin’ x = cos’ x

I+cos(2
2
. . A4-x’ . , .
sin [2 arcsin gj = % (pozndmka: tento vzorec presahuje vedomostny rozsah tejto
publikacie)

Uvedomme si, ze ak xe<—2;2> (o je definiénym oborom vyrazu +4—x’), potom
T

te(——;—),apreto |cost|:cost.
2°2

VSimnime si, ze na zaciatku sme pouzili substiticiu x=2sin¢. Zial, neexistuje ziadna
metoda, ktora by ndm jasne napovedala, akl substiticiu treba pri ktorom integrale pouzit’.

Poznamka:

Ak pri vypocte jedného integralu pouzijeme rozne substitucie, mdzeme dostat’ rdzne
vysledky. Funkcie, ktoré dostaneme sa vSak liSia iba o aditivnu konstantu. Spravnost’ vypoctu
overime derivovanim vyslednej funkcie.
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Metoda per partes

Metodu integrovania, ktorti nazyvame per partes, dostaneme z vety o derivovani sucinu dvoch
funkcii. Hovori o tom nasledujica veta.

Veta 9.6

Nech funkcie f(x) a g(x) maju na intervale (a,b) derivacie f'(x) a g'(x). Nech H(x)
je primitivna funkcia k funkcii f '(x)g(x) na intervale (a,b) . Potom je funkcia
f(x)g(x)— H(x) primitivnou funkciou k funkcii f(x)g'(x) na intervale (a,b).

Dokaz:

Pretoze podla predpokladu H'(x)= f'(x)g(x) na intervale (a,b), dostavame

b
[1(x)gw)- H)] = £(x)gw)+ £(x)g'(x) - f(x)g(x)= £ (x)g'(x) ma intervale (a,b).

Poznamka:
Tvrdenie tejto vety mozeme zapisat’ v tvare _[ f(x)g' (x)dx=f _[ E:

Aby bol vypocet prehl'adnejsi, zvykneme pozivat’ symbohcky Zapis .[ uv'dx =uv— Iu vdx, kde

u,v su funkcie premennej x.

Poznamka:

Metodu per partes (t.j. integrovanie po Castiach) pouzivame najmi na integrovanie sucinu
dvoch funkcii. Uspech pouzitia metody zavisi od toho, ako si zvolime funkcie u a v'. Nie
kazda vol'ba tychto funkcii vedie k ciel'u. Zaru¢eny navod na pouZzitie tejto metody neexistuje.
Uvedieme niekol’ko zakladnych typov funkcii, ktoré integrujeme metddou per partes.

1. Integral z funkcii tvaru P, (x)f(x), kde P,(x) je polynom stupiia »
Pokial' funkciu f (x) vieme integrovat, volime oznaCenie funkcii v per partes takto:
u=P (x),v' = f(x). Funkcie u a v' volime opaéne len vtedy, ked’ f(x) nevieme integrovat’.

Priklad 9.8 Vypocitajte I xsin xdx .
RieSenie:
u=x Vv =sinx

Ixsinxdx= =x~(—cosx)—f1~(—cosx)dx=

u'=1 v=—cosx

—xcosx+Icosxdx=—xcosx+sinx+c

Priklad 9.9 Vypogitajte [ xlnxdx.

Riesenie:
u=Inx V=x 5 . , , )
lenxdx: u':l v:xé:(lnx).x?—f;%dx (lnx)-%—jgdx:x?-lnx—%+c
x
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2. Integral niektorych funkcii, ktoré nie su uvedené medzi zakladnymi vzorcami

V tomto pripade funkciu f(x) zapiSeme v tvare 1-f(x) a metédou per partes pocitame

integral tohto sucinu.

Priklad 9.10 Vypogitajte [ arctgrdy .

RieSenie:

u=arctgx V=1
1

u'= > V=X
1+x

Iarctgxdx = Il-arctgxdx = = arctgx-x—J‘(lJrlx2 -xjdx =

x-arctgx—%ln|l+x2|+c

Pomocny vypocet:
1 X
X |dx = dx =
J- (1 +x° j '[ 1+x°

Tymto spdsobom pocitame aj integraly z funkcie Inx, zo vSetkych cyklometrickych funkcii,
atd’.

:J.l-ﬂ:l-ln|t|+c:l-ln|l+x2|+c
t 2 2 2

1+x* =t
2xdx = dt

9.4 Ulohy

Najdite primitivne funkcie k danym funkciam.
1. f()c):x3 +3x°+7
Riesenie
jf I x +3x° +7)dx I 3abc-i-J'3x2abc+J‘7clx:

3 4

4
jx3dx+3jx2dx+7jldx :x—+3-x——i-7-x+c:x—+x3 +7x+c
4 3 4

Pravidla:
J-ldx =X J-x"dx = x'j:ll
n
[e-f(x)de=c-[f(x) [[f(x)+g(x)]de=]f(x)dr+[g(x)
2. f( )—4x —8x% +2x
Riesenie
[ £ (x)dx = [ (4x° =827 + 2x)dx = 4 x°dx — 8] x’dlx + 2 xelx =
:4-x—7—8-x—3+2-x—2+c 4i—8i+x2+c
7 3 2 7 3
Pravidla:
J-ldx:x J-x"dx— 211
n
J‘c f(x)dx=c jf(x)dx J‘[f ]dx Jf dx+J.g

144



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov

¥ 3x7
3. f(x):T_T
Riesenie:
x 3x 1¢ ; 3¢, 1 x* 3 X xt X
If J.(——Tjdxzzj.xdx—aj-xdx:Z-T—E-?+c:E—7+c
Pravidla:
Ildx =X Ix”dx = x"
n+l1
jc f dx c If j[f(x)+g(x)]dxzj‘f(x)dx+J-g(x)dx
4. f(x )—s1nx+cosx
Riesenie:
If Ismx+cosx)dx jsinxdx+!cosxdx=—cosx+sinx+c
Pravidla:
Isin xdx =—cosx Icos xdx =sinx

JLr(x)+ g (x)]dv=[ £ (x)ae+ [ g (x)ax
5. f(x)=2 =3 14546

Riesenie:
S T S N Y YU Eey
T3 40 5 6
- - + - + +c

In2 In3 In4 In5 In6
Pravidla:

x _ ax
J.adx—m J.[f( +g(x ]dx jf dx+Ig
Metodou per partes ndjdite primitivne funkcie k danym funkciam.

6. f(x)=4x-sinx

Riesenie:

=4 '=sin
If dx I4x smxdx—u v g

' = —4xcosx—_[—4cos xdx =
u'=4 v=-cosx

=—4xcosx+4Icosxdx= —4xcosx+4sinx+c
Pravidla:
ju(x)v'(x)dx:u(x)v(x)—J-u'(x)v(x)dx

7. f(x):x2 e’
Riesenie:

jf(x)dx:'[xz e'dx =

2 B
u=x- v'=e' u=2x v'=e

=x’e —J2xe"dx—

u'=2x v=e' u'=2 v=e'
=x’e" — [2xe)r —IZexdx} =x%e" —2xe" + ZJ‘ e“dx =x"e" —2xe" +2¢" +c¢
Pravidla:

Iexdx:ex ju(x)v'(x)dx:u(x)v(x)—ju'(x)v(x)dx

145



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov

Substitu¢nou metddou najdite primitivne funkcie k danym funkciam.
8. f(x)=sin(3x+2)

RieSenie:
r=3x+2 1
jf(x)dx:jsm(3x+2)dx= dt:3dx:dx:%dt =Is1nt-§dt=
:%J‘sintdtzé(—cost):w+c
9. f(x):ln(x—4)
RieSenie:
u'=1 v=Int
t=x-4

=I1ntdt=j1-lntdt= :t-lnt—jt-%dt:

jf(x)dx=jln(x—4)dx:

1
¢
:t-lnt—_[ldt:t-lnt—t:(x—4)ln(x—4)—x+4+c=(x—4)1n(x—4)—x+c

dt = dx u=t v

10. f(x)=\/2x+3

Riesenie:

jf(x)dx:I\/2x+3dx:

r=2x+3

= |t -—dt == |tdt =— t%dt=
=g =

dt=2dx:dx=%dt

1_£_£_z-ﬁ_(2x+3)-\/2x+3+C
2373 3 3
2
11. f(x)=2x.sinx2
RieSenie:
.2 t=x’ . 2
J‘f(x)dx—J‘2x.smx dx = PR —j51ntdt——cost——cosx +c

12. f(x) = xz.ln(x3 +3)

Riesenie:

jf(x)dxzsz.ln(x3 +3)dx:

t=x"+3
:J-lnt-ldt:
2dx 3

u'=1 v=Int
1

dt:3x2dx:>§dt:x
u=t vV =—

:l(t-lnt—J.tldtj:
; 3 t

t-lnt—t 3 (x3+3)-1n(x3+3)—(x3+3)
3 3

:%jlntdiz%jl-lntdtz

+cC

:é(t-lnt—jldt)=§(t-lnt—t)=
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