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8 Priebeh funkcie

V tejto kapitole uvedieme praktické vyuzitie derivacii funkcie na zistovanie vlastnosti
funkcie, konkrétne na zistovanie monotonnosti funkcie, konvexnosti a konkavnosti funkcie,
lokalnych extrémov funkcie a globdlnych extrémov funkcie. Taktiez uvedieme praktické
vyuzitie derivacii funkcie na vypocet limit istého druhu pomocou 1"Hospitalovho pravidla.

8.1 Monotonnost’ a derivacia

Z predchéadzajucich kapitol vieme, ze derivacia funkcie v danom bode je smernica dotyc¢nice
ku grafu funkcie v tomto bode. Dalej z geometrie je zname, Ze priamky s kladnou smernicou
su rastiice a so zapornou smernicou klesajuce. Situdcia je znazornend na obr. 8.1 a opisana
v nasledujicej vete.
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Obr. 8.1

Veta 8.1: Nech funkcia f(x) je spojita v intervale J a nech v kazdom vnutornom bode
tohto intervalu ma derivaciu. Potom plati:

AKk f(x)>0, potom f{x) je na intervale J rastuca.

AK f'(x)<0, potom f{x) je na intervale J klesajuca.

Priklad 8.1 Vysetrite monotonnost’ funkcie f(x) = [n x.

RieSenie:

Najskor uréime definiény obor funkcie f'(x).

D(f)=(0;)

Teraz vypo&itame prvi derivaciu funkcie f(x) auréime, kedy nadobuda kladné a kedy

zaporné hodnoty.

£ (x)=(1nx) ==

Na intervale (0;00), ktory je definiénym oborom funkcie f(x), nadobida derivacia iba

kladné hodnoty. Funkcia f (x) je preto na celom svojom defini¢énom obore rastica.

Na obr. 8.2 je Cervenou farbou zndzorneny graf funkcie f (x) =Inx a modrou farbou graf jej

derivacie [ (x)= Ly
X
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Priklad 8.2 Vy3etrite monotonnost’ funkcie f (x)=x’—3x.

RieSenie:

Najskor ur¢ime definicny obor funkcie f (x) .

D(f)=R

Teraz vypocitame prva derivaciu funkcie f (x) aur¢ime, kedy nadobuda kladné a kedy
zaporné hodnoty.

f(x) =(x3 —3x)' =3x"-3

Riesime nerovnice 3x>—3>0, 3x* -3<0.

3x* =320 3x*-3<0
x> =1>0 x*=1<0
x> >1 x> <1
xe(—oo;—1>u<1;oo) xe<—l;1>

Na intervaloch (—o0;—1}),(1;0) je funkcia f'(x)=x"—3x rastica, lebo jej derivacia nadobuda
nezéaporné hodnoty.

Na intervale <—1; 1> je funkcia f (x) =x"—3x klesajuca, lebo jej derivacia nadobuda
nekladné hodnoty.

Na obr. 8.3 je Cervenou farbou znazorneny graf funkcie f(x)=x’—3x a modrou farbou graf

jej derivacie f (x)=3x*-3.

Obr. 8.2 Obr. 8.3

Poznamka: Predchadzajtica veta hovori, Ze podmienka f"(x) > 0, resp. f'(x) < 0 je postacujuca
na to, aby funkcia f(x) bola na prisluSnom intervale rastiica, resp. klesajuca. Nutna
a postacujica podmienka je uvedena v nasledujuce;j vete.

Veta 8.2. Nech funkcia f{(x) je spojita v intervale J a vo vnutri intervalu J ma derivaciu.
Nutna a postacujiica podmienka na to, aby funkcia f{x) bola na intervale J rastica
(klesajuca) je, aby f '(x)>0 (f '(x)<0) v kazdom vnitornom bode intervalu J, pri¢om
rovnost’ f "(x) = 0 nastava len v kone¢nom poc¢te bodov intervalu J.
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Poznamka: Obe funkcie na obrazku 8.1 maji aj derivacie rovné nule, t.j. dotyCnica je
rovnobeznd s osou x, ale iba v jedinom bode (nie na urcitom intervale).

8.2 Maximum (minimum) a derivacia

Na zaciatku definujeme globdlne a lokalne extrémy funkcie.

Nech funkcia f je definovania na mnoZine D(f). Funkénu hodnotu fla), a eMc D(f),
nazyvame globalnym maximom funkcie f{x) v bode @ na mnoZine M prave vtedy, ak pre
kazdé x € M plati f(x)<f(a).

Nech funkcia f je definovana na mnoZine D(f). Funkénd hodnotu fla), a eM c D(f),
nazyvame globalnym minimom funkcie f{x) v bode ¢ na mnoZine M prave vtedy, ak pre
kazdé x e M plati f(x)>fla).

Nech funkcia f je definovana na mnoZine D(f). Funkénu hodnotu f{a), a € D(f), nazyvame
lokalnym maximom funkcie f{x) v bode a prave vtedy, ak existuje také okolie
O(a) < D(f), ze pre kazdé x € O(a) plati f(x)<f(a).

Nech funkcia f je definovana na mnoZine D(f). Funkénu hodnotu f{a), a € D(f), nazyvame
lokalnym minimom funkcie f{x) v bode a prave
vtedy, ak existuje také okolie O(a)cD(f), Ze pre
kazdé x eO(a) plati: f(x)>f(a)

Poznamka:

Ak st splnené podmienky lokalneho maxima (minima) a
naviac pre kazdé x eO(a)c D(f), x#a, plati f{x)<f(a),
resp. fix)>f(a), potom hovorime, Ze funkcia f ma v bode
a ostré lokidlne maximum, resp. ostré lokalne
minimum.

Na obrazku 8.4 je zndzorneny graf funkcie
f(x)=x"+4x -=7x* —=10x . Modrymi §ipkami st

vyznacené body, v ktorych funkcia nadobuda lokélne
minimum a fialovou Sipkou je vyznaceny bod, v ktorom
funkcia nadobuda lokélne maximum. Obr. 8.4
Vsimnime si, Ze lokdlne minimum vl'avo je zarovein aj globalnym minimom. Globalne
maximum funkcia nema.

Veta 8.3 (nutna podmienka existencie lokalneho extrému): Nech funkcia f(x) ma v bode
Xy lokalny extrém. Potom bud’ f "(xy)=0 alebo derivacia funkcie f'v bode x, neexistuje.

Poznamka:

1. Bodx = a, v ktorom f"(a)=0, sa nazyva stacionarny bod funkcie /-

2. Geometricky mézeme nutnu podmienku existencie lokdlneho extrému interpretovat’ takto:
ak funkcia f{x) ma v bode x=a ostry lokdlny extrém, potom jej graf v bode P[a.f(a)] bud’
ma doty¢nicu rovnobeznu s osou x (obr. 8.5) alebo v tomto bode doty¢nicu nema (obr.
8.0) .
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/ =16
¥ =ftx)

Obr. 8.5 Obr. 8.6

Skutocnost, ze f'(a)=0, eSte neznamend, ze funkcia f{x) ma vbode a lokilny extrém.
Napriklad funkcia f{x)=x’ ma derivaciu f"(x)=3x" a x=0 je nulovym bodom derivécie funkcie,
ale funkcia f{x) nema v tomto bode extrém (obr. 8.7).

Veta 8.4 (postacujica podmienka existencie lokalneho extrému funkcie v bode a):
Nech funkcia f ma v bode x=a derivaciu druhého radu
a nech f '(a)=0. Nech f ""(a)>0 (resp. f ""(a)<0). Potom
funkcia f ma v bode a ostré lokalne minimum (resp. 15
ostré lokalne maximum).
10
Veta 8.5 (postacujica podmienka existencie lokalneho
extrému funkcie v bode a) 5
Nech existuje také okolie O(a) bodu a, Ze funkcia f je

v O(a) spojita, ma derivaciu v kazdom x€0(a), xza a =5 T ]
naviac pre vSetky x<a je f '(x)>0 a pre vSetky x>a je
f '(x)<0. Potom funkcia f{x) ma v bode a ostré lokalne
maximum.

Nech existuje také okolie O(a) bodu a, Ze funkcia f je
v O(a) spojita, ma derivaciu v kazdom x €0(a), x+#a a
naviac pre vSetky x<a je f '(x)<0 a pre vSetky x>a je
f(x)> 0. Potom funkcia f{x) ma v bode a ostré lokalne
minimum. Obr. 8.7

Priklad 8.3 Najdite lokalne extrémy funkcie

f(x)=x4—4x3+4x2. 6
Riesenie:
Najskor uréime prva derivaciu funkcie f(x). y

f (x) = (x4 —4x’ +4x° ) =4x° —12x" +8x
Teraz vypocitame, kedy nadobuda prva derivacia funkcie
f(x) nulové hodnoty.

124



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

4x* -12x* +8x =0
¥ =3x"+2x=0

x(x2 —3x+2)=0
x(x—Z)(x—l):O

x=0vx=1lvx=2

Pretoze prva derivacia je spojitd na celom svojom defini¢cnom obore, jedinymi kandidatmi na
lokélne extrémy st body 0, 1 a 2.

Urc¢ime hodnoty druhej derivacie v bodoch 0, 1 a 2.

£ (x)=(4x ~1227 +8x) =12x* ~24x+8

/£ (0)=12-0>-24-0+8=8>0= v bode 0 ma funkcia /" lokalne minimum

f (1) =12-1"-24-1+8=-4 < 0= v bode 1 ma funkcia f lokalne maximum
f7(2)=12-2*-24-2+8=8> 0= v bode 2 m4 funkcia /* lokélne minimum

Na obr. 8.8 je znazorneny graf funkcie f(x)=x"-4x’+4x> svyznadenymi lokalnymi

extrémami.

Poznamka:
Pri hl'adani najvdcSej a najmenSej hodnoty funkcie (teda globédlnych extrémov funkcie)

v nejakom uzavretom intervale J = <a;b> postupujeme takto:
1. Najdeme body z vnutra intervalu, v ktorych je bud’ f'(x) =0 alebo v ktorych prva
derivacia neexistuje. Oznacime ich xi, x, ..., Xg,...
2. Vypocitame funkéné hodnoty v bodoch xi, xz, ..., Xp,..., a,b, t.j. f(x1), fx2), «ooy fXR)seees
f(a), f(b). Najvacsie ztychto cisel je globalne maximum, najmenSie globalne
minimum funkcie f'na uzavretom intervale <a;b> .

Priklad 8.4 Najdite globalne extrémy funkcie f(x)=2x"—3x" —12x+1 v intervale (- 2,4).

RieSenie: N
Nt skér urd  derivaciu funke: .

ajskor uréime prva derlvacllu unkcie f(x) )
f(x)=(2x" =32 ~12x+1) =6x" —6x 12
Teraz vypocitame, kedy nadobtda prva derivéacia
funkcie f(x) nulové hodnoty.

6x° —6x—-12=0 (x=2)(x+1)=0

¥’ —x-2=0 x=—lvx=2
Pretoze prva derivacia je spojitd na celom svojom
definicnom obore, jedinymi kandidatmi na lokalne
extrémy st body -1 a2. Priddme knim eSte
kandidatov na globalne extrémy, t.j. krajné body
intervalu (—2,4).

Urcime hodnoty funkcie f'v bodoch -2, -1, 2 a 4.

25

20

15
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f(2)=2-(=2) =3-(=2)" —12-(=2) +1=

-16-12+24+1=-3

f(=1)=2(=1)" =3-(=1)" =12-(-1)+1=

—2-3+12+1=8

f(2)=2-2°-3-2°-12-2+1=

16-12-24+1=-19

f(4)=2-4-3.4-12-4+1=

128-48-48+1=33

Najvacsiu hodnotu nadobuda funkcia f'v bode x, =4,y =33. V tomto bode mé funkcia f
globélne maximum.

NajmensSiu hodnotu nadobtda funkcia f'vbode x, =2,y =-19.V tomto bode ma funkcia f
globalne minimum.

Na obr. 8.9 je znazorneny graf funkcie f (x)=2x’—3x*—12x+1 s vyznadenymi kandidatmi

na globalne extrémy.

8.3 Konvexnost’, konkavnost’ a derivacia

Nech f je funkcia, ktora je spojita v intervale J a v kaZdom vnitornom bode tohto
intervalu ma derivaciu.

Hovorime, Ze funkcia f je konvexna na intervale J, ak pre kazdua doty¢nicu k jej grafu
plati, Ze vSetky body grafu funkcie okrem dotykového bodu leZia nad touto doty¢nicou.
Hovorime, Ze funkcia f je konkavna na intervale J, ak pre kazdu doty¢nicu k jej grafu
plati, Ze vSetky body grafu funkcie okrem dotykového bodu leZia pod touto doty¢nicou.

¥ =fk)

y=fx)

Obr. 8.10
Na obr. 8.10 vlavo je graf konvexnej funkcie a vpravo je graf konkdvnej funkcie.

Poznamka:

Niekedy sa funkcia, ktora sme nazvali konvexnou (konkévnou) na intervale J, nazyva rydzo
konvexnou (rydzo konkavnou) v intervale J na rozdiel od pripadu, ked pripastame, aby body
grafu lezali bud’ nad (pod) kazdou doty¢nicou, alebo na niektorej doty¢nici.
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Veta 8.6: Nech funkcia f je spojita v intervale J a v kazdom vnitornom bode intervalu J
ma druhu derivaciu.

Ak pre kazdé x zvmitra intervalu J plati f (x)>0, pri¢om rovnost’ plati len pre

kone¢ny pocet bodov, potom funkcia f'je v intervale J rydzokonvexna.
Ak pre kazdé x z vnutra intervalu J plati f "(x)SO, pricom rovnost’ plati len pre

konecny pocet bodov, potom funkcia f'je v intervale J rydzokonkavna.

Priklad 8.5
Zistite, v ktorych intervaloch je funkcia f(x)=x’—3x konvexnd, resp. konkavna.
RieSenie:

Najskor uréime prva a druhu derivaciu funkcie f/(x).
f (x) = (x3 —3x)l =3x>-3

' (x)=(3x*3) =6x ;
Teraz vypocitame, kedy nadobuda druhd derivacia
funkcie f(x) kladné a kedy zaporné hodnoty.

6x2>0 6x<0

x>0 x<0 -2 -1 1 2
xe<0;00) xe(—OO;O>

Pretoze druha derivacia nadobtuda nezaporné hodnoty na

intervale <0; oo) , je funkcia f na tomto intervale 5

konvexna.

Pretoze druhd derivacia nadobuda nekladné hodnoty na
intervale (—oo;O), je funkcia f na tomto intervale

konkavna.
Graf funkcie f(x)=x’—3x je znazorneny na obr. 8.11. Obr. 8.11

Poznamka:
Podmienka f"(x)>0 je postadujica, ale nie nutna na

to, aby funkcia f'bola v intervale J konvexna. :

Podobne, podmienka f (x)<0 je postadujuca, ale nie .

nutna na to, aby funkcia f'bola v intervale J konkévna. s

MozZno dokazat’ nasledujice tvrdenie: 2

Veta 8.7: Nutna a postacujica podmienka na to, aby !

funkcia f bola vintervale J konvexna (resp.

konkavna), je, aby jej derivacia ' bola v intervale J ! 5 3
rastuca (resp. klesajtca). -1 ’
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Bod (¢islo) xy, v ktorom ma funkcia f derivaciu, nazyvame inflexnym bodom funkcie f
prave vtedy, ked’ existuje také okolie O(xy) bodu xy, Ze pre kazdé x eO0(xy), x < xy je
funkcia konvexna (resp. konkavna) a pre kazdé x € 0(xy), x > xy je funkcia konkavna
(resp. konvexna).

Ak xy je inflexnym bodom funkcie f, potom bod [xy,f(xy)] nazyvame inflexnym bodom
grafu funkcie. (obr. 8.12)

Veta 8.8:
Nech funkcia f ma v nejakom okoli bodu x, spojiti druhi derivaciu. Nutna podmienka,

aby x, bol inflexny bod funkcie f, je, aby /" (x)=0 alebo aby f (x)=0 neexistovala.

Veta 8.9:
Nech funkcia f ma v bode xy tretiu derivaciu a nech f (x)=0, f (x)#0. Potom bod

[x0f(x0)] je inflexny bod grafu funkcie f.

Priklad 8.6
Najdite inflexné body funkcie f(x)=x".
Riesenie:

Najskor uréime prva, druhi a tretiu derivaciu funkcie /' (x).

f'(x)z(x3)v =3x’

f (x) = (3x2 ) =6x 1
/" (x)=(6x) =6
Zistime, kedy je druhd derivacia rovna nule. Tieto body st -1 1 2

kandidatmi na inflexné body. Taktiez zistime, kedy druha
derivéacia neexistuje.

Druha derivécia je nulové iba v bode x =0 a existuje pre vSetky
realne Cisla. Preto jedinym kandidatom na inflexny bod je x=0. -2

Tretia derivacia v bode x=0 je [ (0) =6#0,pretobod x=0

je jedinym inflexnym bodom funkcie f (x)=x". -3
Graf funkcie f(x)=x je znazorneny na obr. 8.13.

Obr. 8.13
Priklad 8.7
Zistite intervaly, na ktorych je funkcia f(x)=

5 konvexna, konkavna a najdite jej

x +1
inflexné body.

RieSenie:

Najskor ur¢ime prvu a druht derivaciu funkcie f .

f,(x)_[ x j‘_l-(xzﬂ)—x.zx_ 132

B (@+1) (1)

x*+1
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£ (x) 1-x° '= —2x-(x’ +1)2 —(1=x7)-2(x" +1)-2x _
(x2 +1)2 (x2 +1)4

—2x-(x2 +1)—(1—x2)-2-2x _ —2x’ —2x—4x+4x’ _ 2x° —6x
(x2 +1)3 (x2 +1)3 ()c2 +1)3

Druhé derivacia je definovanad pre vSetky redlne cisla, nakolko (x2 +l)3 je vzdy kladné.

Zistime, kedy je druhé derivacia rovna nule, kedy nadobtda kladné a kedy zaporné hodnoty.

3_ 3_ 3_
2x 6);20 2x 6)3620 2x 6)36S0
(x2 +1) (x2 +1) (x2 +1)
2x* —6x=0 2x° —6x>0 2x°—6x<0
x=3x=0 X =3x>0 x=3x<0

x(x—\/g)(x+\/§)20 x(x—\/g)(x+\/§)20 x(x—ﬁ)<x+x/§)£0
x=0vx=—/3vx=43 xe<—\/§;0>u<\/§;00) xe(—oo;—«/§>u<0;\/§>

Druhd derivacia je nulova v bodoch

x=0,x=—\/§,x=\/§. Tieto body su ¢
inflexnymi bodmi funkcie f(x)= Zx T 0.4
x*+

Druhd derivacia nadobida nezaporné
hodnoty na intervaloch <—\/§ ; 0>,<\/§ ;00).
Na tychto intervaloch je funkcia f

konvexna. t g ?
Druhd derivacia nadobtida nekladné 03
hodnoty na intervaloch
(—00; e >,<O;\/§ > Na tychto intervaloch 04
je funkcia f'konkavna.
Graf funkcie f(x)=— " je znazorneny
X"+
na obr. 8.14. Obr. 8.14

8.4 I'Hospitalove pravidla

8

P . : . o 4 . T 0
V tejto Casti uvedieme, ako je mozné vyuzit’ derivaciu funkcie pre vypocet limit typu 0 a—.
o0

Pravidla pre pocitanie takychto limit st uvedené v nasledujucich vetach a ich désledkoch.

Veta 8.10 (prvé 1'Hospitalovo pravidlo)

Nech lim f(x)=limg(x)=0 a nech existuje lim f, Ex; (vlastna alebo nevlastna). Potom
x—>a x—a x—>a g x
existuje aj im? ) plati tim () i /()
o g (x) g (x) weg(x)
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Veta 8.11 (druhé 1'Hospitalovo pravidlo)

Nech lim g(x)| =ooa nech existuje lim%x; (vlastna alebo nevlastna). Potom existuje
xX—>a xX—a g x
aj limM a plati limm = lim& .
x—>a g(x) x—>a g (x) x—>a g(x)
Poznamka:

Uvedené vety platia aj v pripade, Ze ide o jednostranné limity, aj v pripade Ze a predstavuje
symbol o« alebo —o.

X+sinx

Priklad 8.8 Vypocitajte lim —.
¥=0 x —sin x
RieSenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.
. x+sinx O0+sin0 0
lim — = —— =—
=0 x—sinx O0-sin0 0

Pretoze sa jedna o limitu typu %, pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo.

__x+sinx . (x+sinx) . l+cosx
lim —— =1lim -=1lim
=0 x—sinx 0 (x—sinx) 0] —cosx

Po dosadeni sa citatel’ blizi k ¢islu 2, kym menovatel’ k nule. Naviac, menovatel' je vzdy
kladny, nakol’ko cosx <1 pre vSetky x z okolia bodu 0 (s vynimkou bodu 0). Ide teda o limitu
x+sin x (x+Sinx)y

2 , . .
typu — s kladnym menovatel'om. Preto lim —— =lim -=lim
0 =0 y—sinx 0 (x—sinx) 0] —Ccosx

1+cosx
=00

Priklad 8.9 Vypoditaite lim-&X

x>0 tgsx )
RieSenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.
fim £3% _ 189 _0
=0 tgSx  tg0 O

Pretoze sa jedna o limitu typu o’ pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo.

1
, -3 3
[ 183X (tg3x)' . cos” (3x) _cos’0_3
x—0 tgsx x—0 (thX) x—0 1 ) 5 5
cos” (5x) cos’ 0
ln(x— 2)

Priklad 8.10 Vypocitajte lim ——————.
PO (e —4)+7

Riesenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.
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. In(x-2) In(2-2) In0
lim = =
=2 In(x =4)+7 In(2°-4)+7 I0+7

. —0 ... , : .
Pretoze sa jedna o limitu typu —, pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo.

: 1
— In(x-2
hrgl%z lim n(x-2)) _ lim =2~
x—>2" — x—2" 2 x—2"
n(x—4)+ (In(x*~4)+7) S
1
im —=X=2  _ hmw: lim T2 _2+2
x—2" 2x =2t 2x (x — 2) -2t 2x 2.2
(x—2)(x+ 2)
Priklad 8.11 Vypocitajte 111%1 lnlx .
x
Riesenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.
Jim X _ 1n0
o 11
X 0

y o —00 " , . .
PretoZe sa jedna o limitu typu —, pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo.
o0

I
- 2
LE N L) R = fim = = lim (-x) =0
x—>0" —

x—>0" =07 (] x—=0" —x  x—0"
. — 2
X X X

Poznamka:

Limity, ktorych vypoget vedie kvyrazom o0—00,0.0,1°,0",0°, mozno za istych
predpokladov upravit’ na tvar limit, ktoré uz vieme vypocitat’ pomocou 1'Hospitalovych
pravidiel.

1. Limita lim( (x)- (x))
Nech hmf( )= mg(x) =o0. Potom

h L f@es 1
i (1 (3) - (x)) = tim( 7 ) () L EC) =y LDy 205 )
e S()sx) f(x)elx)

O
Limitu typu oo —oco sme previedli na limitu typu —
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2. Limita lim( f(x)- g (x))

X—a

Nech lim f(x)=0a limg(x) =o0. Potom lim( f(x)-g(x))=lim——=,

X—>a X—a xX—a X—a

resp. lim(f(x)-g(x)) = lim@.

/(%)

- o o 0 00
Limitu typu 0-c sme previedli na limitu typu o’ resp. —.
e8]

3. Limita Tim (£ (x))*".

Ak pri vypogte lim( f (x))g(x) dostaneme vyrazy typu 17,00°,0°, pricom f (x)> 0, pouzijeme

X ol £(x 2(x) X
) —lime""™" = lime®

xX—a xX—a

pravidlo lim( f (x))g( (pin(r)

Priklad 8.12 Vypocitajte lim( 2 —Lj .

= xf -1 x-1
Riesenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.

. ( 2 1 ] 2 1 21
lim| ——- === =——=
i\ x2=1 x-1) 1’-1 1-1 0 0

Pretoze sme dostali limitu typu 00 —00, pouzijeme pravidlo

1 1
) oglx) fi(x
im (1) () = tim £ L)

S (x)-g(x)

x=1 x"-1 2x—2—-x>+1
(2 b1 2 2 _
1xlgll(xz—l x—lj_lxlg} 1 _{‘l‘r’rll(xz—l)(x—l)_

2 1 2

x' =1 x-1

2 — — 2 — —

e i ot ST (x-1) _ 1 _-1

Priklad 8.13 Vypocitajte lim (x2 -In x) .

x—0"
RiesSenie:
Najprv sktisime riesit’ dosadenim.
lim (x*-Inx)=0"-In0

x—0"
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Pretoze sme dostali limitu typu 0-(—), pouZijeme pravidlo lim( f(x)- g(x)) =lim——~=

X—a X—a

Potom pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo.

1 1
: . .1 . (Inx . o
lim (x2 -lnx) = hm(lnx-xz) = lim =% = lim ( ) = lim —*—=lim % =
x—0" x—0" o0t 1 x—0" (X—Z) x>0t =2 x o0t —2
2 3
x x
3 2
lim =lim—=0
=0t =2x  xo0" =2
Priklad 8.14 Vypoditajte lim (tgx)™".
x—>0"
RieSenie:
.. . 0 v . . g(x) 1. g(x)n(f(x))
PretoZe ide o limitu typu 0°, pouZijeme pravidlo hm( f (x)) =lime .
5 sinx . sincln lim+sinx~ln(t r) .
lim (tgx)™" = lim ™" (129) = o Yoo, pretoze
x—0" x—0*
| 11
In(t In(t tox cos>
lim sin x-In (tgx) = im U8 _ i (ntex) ., tex cos's
10" -0 1 x—0" 1 x>0"  —COSX
sin x (sinx] sin” x
cosx 1 1
lim Sinx cos’ x — |jm SINX-€OSX _ i sin” x :hm—sinx:—sinozﬂzo
x—0° —COS X x—>0"  —COSX x>0 —sinx-cos> x 10" cos’x cos’0 17
sin” x sin’ x
8.5 Ulohy

1. Ngjdite intervaly monotdnnosti a lokalne extrémy funkcie f (x) =x —6x"+11x—6.

Potom urcte globalne extrémy funkcie na intervale <O;3> .

RieSenie: 5

a) vypocitame derivéciu funkcie f

f'(x) =3x" -12x+11

b) najdeme kandidatov na lokélne extrémy tak, ze 4

rie§ime rovnicu f'(x)=0

3x* —12x+11=0

D=144-4-3-11=12
2+V12 3

X,=——=2%t—

’ 6 3
x~1,42  x,~=2,58

6
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Pretoze parabola je otvorena smerom nahor, prva derivacia je kladna na intervaloch

(—oo; 2 —?] a (2 + g;ooj . Na tychto intervaloch je potom funkcia frastica. Prva

BB

derivacia je zaporna na intervale [2 3 ; 2+ —J Na tomto intervale je potom funkcia f

klesajuca.
¢) vypocitame druhu derivaciu funkcie f
f"(x) =6x—-12

d) ur¢ime znamienka 1 "(x;) a f"(x,)
f"(2 +§j = 6-(2 +?J—12 =2J3>0= funkcia f mé v bode 2 +g lokalne minimum

NE Ve

f"[2 _T] = 6-(2 —TJ “12=-23<0=> funkcia f ma v bode 2—? lokalne maximum

e) vypocitame hodnoty funkcie f'v krajnych bodoch intervalu <0;3> a v lokalnych

extrémoch patriacich tomuto intervalu (vyuzijeme predpoklad, ze funkcia fje na tomto
intervale spojitd)
f(O)zO3 —6-0°+11-0-6=—6

f(3)=3"-6-3+11:3-6=0

f[z_ﬁ}[z_gf_6.(2_%2+11.[2_§]_6zo,38

3
f[2+£J:[2+£j3—6-(2+£]z+11-(2+£J—6z—0,38
3 3 3 3

Funkcia f mé globalne minimum v bode [0; —6] a globalne maximum v bode
3 2
2—£; 2—£ —-6- 2—£ +11- 2—£ —-6].
3 3 3 3

2. Ngjdite intervaly monotdnnosti a lokalne

extrémy funkcie f(x)= Inx .
x

Riesenie:
a) vypocitame derivaciu funkcie f
1
—-x—Inx-1 1—Inx
"(x)=2X =
f ( ) x2 x2

b) najdeme kandidatov na lokalne extrémy
tak, Ze rie§ime rovnicu f'(x)=0
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I-lnx=0
Inx=1

x=e
RieSime nerovnice
I-lInx>0 I1-Inx<0

Inx<l1 a Inx>1

O<x<e x>e

Prva derivéacia je kladna na intervale (O; e) . Na tomto intervale je potom funkcia frastuca.
Prva derivacia je zdporna na intervale (e; oo) . Na tomto intervale je potom funkcia f

klesajuca.

¢) vypocitame druhu derivaciu funkcie f

-1
) (1—1nx)'-x2—(l—lnx).(xz)' Y-xz—(l—lnx).bc -3x+2x-Inx -3+2-lnx
A (x): 3 = 3 = 3 = 3

X X X X

d) ur¢ime znamienko f "(e)

f"(e)= ki 23-1ne _=3 +32.1 = _—31 < 0= funkcia f ma v bode e lokalne maximum
e e e

3. N4jdite intervaly monotdnnosti a lokdlne extrémy funkcie f (x) = x-In* x. Potom urdte

globalne extrémy funkcie na intervale <l;e> .
e

Riesenie:
a) vypocitame derivaciu funkcie f

()= (x)- 0 (10 3) -

=ln2x+x-2~lnx~l=ln2x+21nx
X

b) najdeme kandidatov na lokéalne extrémy
tak, Ze rie§ime rovnicu f'(x)=0
In*x+2lnx=0

Inx(Inx+2)=0

Inx=0vinx=-2 [\
1

x=lvx=— T 1 2
e

1
)

j a (l;oo) . Na tychto ntervaloch je potom
e

Prvé derivacia je kladna na intervaloch (0;

funkcia frastuca. Prva derivacia je zaporna na intervale (—2; lj . Na tomto intervale je
e

potom funkcia f'klesajuca.

¢) vypocitame druht derivaciu funkcie /... /"(x)=2Inx .l+ o) 1 _2lnx+2
x x x
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: 1

d) ur¢ime znamienko f"(1) af "(_Zj
e

2142 2

f "(1) " T > 0 = funkcia f mé v bode 1 lokadlne minimum
2In {IJ +2
f" (e_lzj = e12 = 2 (_12) 2 = —2¢’ < 0= funkcia f ma v bode e—lz lokalne maximum
e’ e’

e) vypocitame hodnoty funkcie f'v krajnych bodoch intervalu <l;e> a v lokalnych
e

extrémoch patriacich tomuto intervalu (vyuzijeme predpoklad, Ze funkcia fje na tomto
intervale spojitd)

4ot -t
f(e)=e-(ne) =e-(1) =e
f(1)=1-(In1)* =1-(0)" =0

Funkcia f mé globalne minimum v bode [1;0] a globalne maximum v bode [e;e].

4. Cislo 100 napiste v tvare saétu x+y tak, aby sucin xy bol ¢o najvacsi.
Riesenie:
100=x+y = y=100—x
Xy = x(lOO—x) =100x — x’

Hladdme teda maximum funkcie f (x) =100x—x.

a) vypocitame derivaciu funkcie f
f'(x) =100—-2x
b) najdeme kandidatov na lokalne extrémy tak, Ze rieSime rovnicu f'(x)=0
100-2x=0
x=50
¢) vypocitame druhii derivaciu funkcie /... f"(x)=-2
d) ur¢ime znamienko f"(50)

£"(50) =2 < 0= funkcia / ma v bode 50 lokalne maximum

x=50
y=100-x=100-50=50

Pretoze funkcia ma v bode 50 lokalne maximum, sucin xy je maximalny pre x =50 a
y=50.
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5. Pri testovani stroja sa zistilo, ze jeho vykon zavisi od nastavenia hodnoty x podl'a vztahu
14x —-10—x. Ako treba nastavit hodnotu x, aby bol vykon maximalny?

Riesenie:
Hl'addme maximum funkcie f(x)=14x-10—x".

a) vypocitame derivaciu funkcie f
£(x)=14-2x
b) ndjdeme kandidatov na lokalne extrémy tak, Ze rie§ime rovnicu f'(x)=0
14-2x=0
x=17
¢) vypocitame druhu derivaciu funkcie f ... f "(x) =-2
d) ur¢ime znamienko /"(7)

/"(7)=-2<0= funkcia f ma v bode 7 loklne maximum

Pretoze funkcia ma v bode 7 lokalne maximum, hodnotu x treba nastavit' na 7.

6. Aku velka obdiznikovi zahradu (zaujima nas plocha) méZzeme oplotit,, ak mame
k dispozicii 400 m pletiva?

Riesenie:
Pre obsah a obvod obdiZnika plati:
0=2a+2b=400=2a+2b=>b=200-a

S:a-b:a-(200—a):200a—a2

Hrladédme teda maximum funkcie f (a) =200a—a’.
a) vypocitame derivéciu funkcie f
f'(a) =200-2a
b) ndjdeme kandidatov na lokéalne extrémy tak, ze rieSime rovnicu f '(a) =0
200-2a=0
a=100
¢) vypogitame druha derivaciu funkcie /... f"(a)=-2
d) ur¢ime znamienko f "(100)

f "( 100) =—2 < 0= funkcia f ma v bode 100 lokalne maximum

a=100
b=200-a=200-100=100

Pretoze funkcia ma v bode 100 lokalne maximum, zahrada bude mat’ tvar §tvorca so
stranou dlzky 100 m.
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Vypocitajte nasledujice limity:
7 lim 3x’ j7x+2
oo xt 411
RieSenie:
Nakolko citatel’ aj menovatel sa ,,blizia do nekone¢na®, pouzijeme I’Hospitalovo
pravidlo, to znamena, ze zvlast’ zderivujeme Citatel’ a zvlast’ menovatel.

3IC+T7x+2 . (3x3+7x+2)' ) (9x2+7) ] (9x2+7)y
m—; = lim —=lim-———<==lim-—==
oo xT 411 x—>0 (X4+11) x—>00 (4X ) X—>0 (4)63)
—lim X _jim 12—
x—o |2 x x>0 |2 x
PRTILE:
x-0  x
RieSenie:
. , sinx sin0 O . i , , 0
Najprv dosadime: = 0 = o Pretoze po dosadeni dostdvame vyraz typu o’
X
pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo, to znamen4, ze zv1ast’ zderivujeme Citatel’ a zv1ast
menovatel’.
i sin x)
L S0¥ _ lim( x) im SO X _ cos0 :lzl
x=>0  x x—0 (x) x>0 1 1 1

Dostali sme vzorec, ktory ¢asto pouzivame pri vypocte limit. Pozri napriklad tlohy 11,
12, 13 v kapitole 6.
sin2x —sin x

9. lim
x—0 X —Xx
RieSenie:
. , sin2x—sinx sin2-0-sin0 sin0-sin0 0-0 O
Najprv dosadime: > = = = =_

Xt —x 0°-0 0-0 0 0
0 . : .
Pretoze po dosadeni dostdvame vyraz typu o’ pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo, to

znamena, ze zvlast zderivujeme Citatel’ a zvlast menovatel’.

. sin2x—sinx . (Sin2x—Sinx)l . 2-cos2x—cosx 2-cosO—cos0 2-1-1
lim—————=1lim ——=Ilim = = =-1
x—0 X =X x—0 (x2_x) x—0 2x—1 0-1 -1

10, lim 1%

=1l x° —x

RiesSenie:
. , Inx Inl O y , , , 0
Najprv dosadime: ——— = N = —. Pretoze po dosadeni dostavame vyraz typu o
X" —x -
pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo, to znamen4, ze zvlast’ zderivujeme Citatel’ a zv1ast
menovatel’.
‘ 1 1

.1 . (In ¥ 1 1
lim an =lim ( x)|=hm x 1 "
=1 x° —x x—1 (.XZ—X) x—1 2x_1 21_1 1
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