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4 Realna funkcia realnej premennej a jej vlastnosti

Tato kapitola je venovana Stadiu realnej funkcie jednej realnej premennej. Pojem
funkcie patri medzi zakladné pojmy v matematike. Je to vlastne matematicky popis zavislosti
jednej veli¢iny na inej veli¢ine. Predtym ako zavedieme definiciu funkcie, je potrebné zaviest’
niekol’ko oznafeni asymbolov, ktoré nadm zjednoduSia a spresnia vyjadrovanie
a formulovanie pojmov.

4.1 Mnozinové symboly

Budeme pouzivat’ nasledovné matematické symboly:

Prvok: xe Axeg A X lezi v A, Xnelezi v A

Podmnozina: AcB, AcB A je castou B

Mnozina vytvorena prvkami: {a,b,c} mnozina je vytvorena prvkami a, b, €
Prazdna mnozina: {}= prazdna mnozina

Zjednotenie mnozZin: AuB {X; xeA alebo xeB}

Prienik mnozin: ANB {X; xeA axeB}

Priklad 4.1

Nech A={x; x>0} a B={x; x=5}.
Potom plati: AoB, AUB=A, AnB=B.

4.2 Intervaly realnych ¢isel, vniitro intervalu

V tejto Casti uvedieme vyznamné podmnoZziny mnoziny realnych ¢isel. Tymito mnozinami su
intervaly: otvorené, uzavreté, sprava otvorené zl'ava uzavreté, sprava uzavreté zl'ava otvorené,
neohrani¢eneé.

Ak a,beR, a<b, potom nasledujice podmnoZiny mnoZiny R nazyvame intervaly:
(ab)={x;a<x<b},

(aby= {x;a<x=<b},

(ab) = {x;a<x<b},

(@b),= {x;a<x<bj,

(@,0) = {X; x> aj,

(@, )= {X; x= a},

(-o0,b) = {3 x<b},

(-0,b) = {X; X< b},

a nakoniec celd mnoZina R a Pubovol'na jednobodova mnoZina.

Prvy interval sa nazyva otvoreny, druhy uzavrety, d’alSie si polootvorené, resp. neohranic¢ené.
Uzavrety interval mé dva krajné body, ktoré do neho patria, otvoreny ma taktiez dva krajné
body, ktoré do neho nepatria. Polootvorené intervaly maju iba jeden krajny bod a R nema
krajny bod. Vnutro intervalu je tento interval bez krajnych bodov. Napriklad vnutro intervalu
(0, 1) je interval (0, 1) a vnutro intervalu R je R.

Priklad 4.2
Zapiste nasledujuce intervaly ako mnoziny a potom ich graficky znazornite:

(-1,3), (2, ©), (-0,5).
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RieSenie:
<'193): {Xa '1§X<3}5 <29 OO): {Xa Xzz}a (-OO,S): {Xa X< 5}9

e———o e—— - &
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Obr. 4.1
4.3 Definicia realnej funkcie reialnej premennej
Realna funkcia realnej premennej definovania na mnoZine A (podmnoZine realnych
¢isel) je pravidlo (predpis), ktorym kazdému prvku X z mnoZiny A priradime jediny

prvok y z mnoZiny R (hodnota funkcie v bode X). Zapisujeme y=f(x), resp. f:A—R.

Poznamka: Funkciu f mo6zeme povazovat za nejaké zariadenie (Cierna skrinka), do ktorej
vchadza X a vychadza f(x).

‘x)

fix

Obr. 4.2
Priklad 4.3.
Nech funkcia f je dana predpisom f(X):X——i_;,X¢2.
Potom:
5+1 -3+1 2
f(5)=——=2 f(-3)= ==
( ) 5-2 ( ) -3-2 5
z+1 3x+1 2
f =—,2%#2 f(3x)= L X#—
(Z) -2 £7 (X) 3x—-2 X 3
X+1+1 X+1+x-2  2x-1 ( )( )
X=2 _ X—2 oX=2 2X=1)(Xx-2 _2X—1
f(f(x))_ x+1_2_ X+1-2x+4  5-x (5-x)(x-2) T 5_x X#2,X# S
X—2 X—=2 X—2

4.4 Defini¢ny obor a obor hodnét funkcie

Mnozina A sa nazyva defini¢ny obor funkcie. Mnozina v§etkych hodnét funkcie sa nazyva
obor hodnét funkcie.

Ak nie je definicny obor dany a funkcia je dand vzorcom, tak jej definicnym oborom
rozumieme ,,prirodzeny“ defini¢ny obor, t.j. mnoZinu vSetkych cisel, pre ktoré méa dany
vzorec zmysel.

Priklad 4.4.

Najdite defini¢né obory funkcii f(x)=+v/x-5, g(x)=

hodnoty tychto funkcii v bode x=10.
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RieSenie:
f (X) =+/X—5 ... nakol’ko pod odmocninou nesmie byt zaporné Cislo, defini¢ny obor funkcie

f ziskame rieSenim nerovnice X—5>0=>x>5= D( f ) = <5;oo)

[ x , . : . L o : .
g (X) =37 nakol’ko pod odmocninou nesmie byt zadporné ¢islo a v menovateli nesmie
X —_

X=2+#0

byt nula, defini¢ny obor funkcie g ziskame rieSenim ststavy nerovnic  x >0
X-2

Z prvej nerovnice vyplyva X # 2. Teraz vyrieSime druht nerovnicu.

X
>0
-2
[0 (x- 250 [(x<0)n(x-2<0)]

[(x20)A(x>2)Jv[(x<0)A(x<2)]
(x>2)v(x< )
Xe(—oo 0>

Z riesenia oboch nerovnic vyplyva, ze D(g)=(-;0)uU(2;)
x> +4x

h(x)= s

ziskame rieSenim nerovnosti 5x—x> #0= x-(5-x)#0=x#0Ax=5= D(h)=R-{0;5}

nakol’ko hodnota menovatel'a nesmie byt nulova, defini¢ny obor funkcie h

4.5 Graf funkcie

Graf funkcie y = f (x) je mnoZina bodov [X, y](roviny), pre ktoré plati y = f (x).

-
7

Priklad 4.5.
Dané su funkcie

a. f(x)=2x+3, definovana na intervale (-1, 2),

y=2x+3

b. F(x)=-x+3, definovana na intervale (-1, 2).
Nakreslite ich grafy a uréte obor hodnét.
Riesenie:
Pretoze obe funkcie maju tvar f(x)=ax+b, su tieto
a preto je ich grafom priamka alebo jej Cast’.
Graf linedrnej funkcie zostrojime tak, Ze ur¢ime hodnotu fur

X f(x) F(x)

L f(-1)=2-(-1)+3=1 | F(-1)=—(-1)+3=4

2 f(2)=2-2+3=7 F(2)=-2+3=1 1 1 2

-1

Obr. 4.3
Z grafov funkcii vidime, Ze obory hodnét s H (f)=(1;7), H(F)=(1;4).
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Priklad 4.6.

Dané je funkcia y = x-(x—6), kde defini¢ny obor je interval (0,6).

Nakreslite graf tejto funkcie. Urcte obor hodndt tejto funkcie.

RieSenie:

Funkciu najskor upravime: y = X- (X - 6) = x> - 6X.

Pretoze funkcia ma tvar y=ax’+bx+c, kde a=1,b=-6,c=0, je tato funkcia kvadraticka
a jej grafom je parabola.

Vrchol paraboly ma stradnice V _—b; f (_—bj ,
2a 2a

teda V {_216); f [_g_f)ﬂ =[31(3)]=[3:3"-6-3]=[3:-9].

Nakol'ko a >0, parabola je ,,otvorend smerom nahor*.
Priese¢niky paraboly s osou X ziskame rieSenim J

rovnice f(x)=0,teda x> —6x=0.
D=b?—4ac=(-6) —4-1-0=36
VD =436 =6

. —b++/D :—(—6)+6:6

' 2a 2-1
= —b-D _—(-6)-6 o
2a 2-1

Teda priese¢niky s osou X s [6;0] a [0;0].
Priesecnik s osou y je [O;C] , teda [O; 0].

Z grafu funkcie vidime, Ze obor hodnot je
H(f)=(-9;0). Obr. 4.4

4.6 Ohranicena funkcia (zdola, zhora)

Hovorime, Ze funkcia f (X) je zdola ohrani¢en4 na mnoZine
A, ak existuje €islo a, ze pre kazdé xe A plati a < f(x).
Hovorime, Ze funkcia f (X) je zhora ohranifena na mnoZine

A, ak existuje Cislo b, ze pre kazdé xeA plati f(x) < b.
Funkcia je ohranicend ak je ohrani¢end aj zdola aj zhora.

Priklad 4.7.

. 1 . ) )
Funkcia y=— na intervale (0;c) je ohraniGend zdola, ale
X

nie zhora a na intervale (1;00), resp. <1;oo) je ohranicena. Obr. 4.5
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Priklad 4.8.
Dokazte, ze funkcia y = - je na celom
X
svojom defini¢nom obore ohrani¢ena.
Riesenie:
Zrejme definicnym oborom funkcie je mnozina T — P S
vietkych redlnych &isel, nakolko vyraz 1+X° 1
nadobuda pre vSetky redlne ¢isla kladné (a teda
nenulové) hodnoty. Obr. 4.6
Dokazeme, ze vyraz . nadobuda iba hodnoty z intervalu (0;3).
+ X
Zrejme 0<X° = 1<1+xX = 0< -<1=0< 32S3.
1+ X I+Xx

Pretoze vyraz

- nadobuda iba hodnoty z intervalu (0;3> , dand funkcia je ohrani¢end na

1+ X
celom svojom defini¢nom obore.

4.7 Monotonne funkcie

Hovorime, Ze funkcia f definovana na mnozine A je:

a. rastica na A & pre kazdé X, X, €A, X3 <X 2 je f(Xq) < f(X2);

b. klesajica na A < pre kazdé X, Xa €A, X1 <Xz je f(X1) > f(X2);

c. nerastiica na A < pre kazdé x;, X; €A, X; < X2 je f(X1) = f(X2);
d. neklesajica na A < pre kazdé X, X, €A, X1 <X 2 je f(Xy) < f(X).

Poznamka: Rastica a klesajtica funkcia sa nazyvaji rydzomonoténne funkcie.

Priklad 4.9.
Rasttce funkcie: 5
5 y=2x+1
4
3
2
1
3 -2 A 1 2 3
1
4 3 2 1 1 2
-1 -2
-3
Obr. 4.7a Obr. 4.7b
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Obr. 4.7¢

Klesajuce funkcie: 5

y=e’

-2 1 %2 3 4
-1
-2 y=-2X+3
-3
4 -4
-5
Obr. 4.8a Obr. 4.8b

Priklad 4.10.

Vysetrite monoténnost’ funkciey = 5— x-1
na celom jej defini¢nom obore.

Riesenie:

Vieme, ze definicnym oborom tejto funkcie je
interval <1 ;00).

wn

Nech X, < X, st I'ubovolné ¢isla z
intervalu(1;0) . Potom dostavame:
0<x —-1<x,~-1 1
\/xl -1< \/xz -1
5-x —1>5-/x, -1 L

f(x,)> f(x,). Obr. 4.9

Tym sme ukazali, ze pre vSetky X, < X, z intervalu <1,+oo) plati f (Xl) > f (Xz), ¢o v zmysle

definicie dokazuje, ze funkciay = 5—+/Xx —1 je na celom definicnom obore klesajtca.
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4.8 Operacie s funkciami

Dve funkcie f a g sarovnaju (piSeme f =g) prave vtedy, ak sa rovnajt ich defini¢né
obory (ako mnoZiny) a pre kazdé x z definiéného oboru plati f (x)=g(x).

Nech su dané dve funkcie fags prislusnymi definiénymi obormi D(f) a D(g). Nech
mnozina D =D(f) N D(g) je neprazdna mnozina. Potom pre kazdé X €D mozno definovat

nasledujuce funkcie: h,=f+g, h,=f-g, h,=f.g a =za predpokladu, ze
vxeD(f)nD(g) plati g(x)=0, aj funkciu h, :%_ Funkciu h | nazyvame sti¢tom funkcii

f aga oznaCujeme ju f +g. Funkciu h, nazyvame rozdielom funkcii f aga oznacujeme
ju f-g. Funkciu h, nazyvame stu¢inom funkcii faga oznacujeme ju f.g . Napokon,

funkciu h , nazgvame podielom funkcii f a g a oznaCujeme ju —.

Priklad 4.11.

Zistite, ¢i sa nasledujuce funkcie fa g rovnaju:
1 X x> -1

a) f(X)=—,9(0)=— b) f(x)= ,g(X) =x+1
X X Xx—1

Riesenie:

a) Definiénym oborom oboch funkii je mnozina D( f)=D(g)=R-{0}. Naviac, pre kazdé
Cislo xe R— {0} plati 1 = 12 ,teda f(X)=g(x). Preto sa funkcie f a g rovnaju.
X X

b) Definiénym oborom funkcie f je mnozina D( f ) =R —{1} , zatial' ¢o definicnym oborom
funkcie g je mnozina D(g): R. Nakol'ko defini¢né obory funkcii f ag sa nerovnaju,

nerovnaju sa ani funkcie fa g.
4.9 Zlozena funkcia

Nech je na mnozine M definovana funkcia g. Nech pre kazdé X eM je hodnota g (X) e D(f).

Potom moZno na mnozine M definovat’
funkciu h nasledovne: VxeM

h(X)Zf [g(x)]. Funkciu h  nazyvame
zloZenou funkciou, utvorenou z funkcii f a
g. OznaCujeme ju f [g] Funkciu f
nazyvame vonkajSou zlozkou a funkciu g
vnitornou zlozkou zloZzenej funkcie h.

Upozoriiujeme Citatel'a, ze zlozend funkcia
modze byt utvorend z viacerych ako dvoch
»casti“. PresnejSie povedané, vonkajSia zlozka
f alebo vnatorna zlozka g moézu byt zase

zlozené funkcie.
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Priklad 4.12.
Nech f (x):i,x;to, g (x)=x+1. Najdite f (f(x)),(g(x))-a(F(x)).9(a(x)).

Riesenie:

g(f(x)):g(ljziﬂzx—ﬂ 0(9(x)=g(x+1)=(x+1)+1=x+2

4.10 Inverzna funkcia

Nech f je reilna funkcia. Budeme hovorit’, Ze funkcia f je prosta ma mnoZine
M c D( f), ak pre kazdu dvojicu X,,x, € M, X =X, plati: f(x )= f(x,).

Veta 4.1: Kazda rydzomonoténna funkcia je prosta.

Nech f je realna funkcia, ktora je prosta na

neprazdnej mnozine M cD(f). Oznaéme
znakom f(M) obraz mnoZiny M pri zobrazeni

funkciou f (t.j. f(M)={y;y=f(x),x6M}).

Potom funkciu, ktora kazdému Yy e f(M)

priradi prave to x € M, ktoré funkcia f

zobrazila na bod VYye f(M), nazyvame

inverznou funkciou k funkcii f a oznatujeme ju f . Obr. 4.11

Poznamenajme, Ze vyraz f ~' neznamend mocninu funkcie f , ale je to iba zauzivany symbol
na oznacenie inverznej funkcie. Teda inverznd funkcia je vlastne ,,spidtné zobrazenie™
mnoziny f (M) na mnozinu M.

Nech f je prosta funkcia na celom svojom definiénom obore D(f). Nech H(f) je obor

hodnét tejto funkcie. Priamo z definicie inverznej funkcie vidno, ze plati:

Veta 4.2: Nech f je prosta funkcia. Potom pre kazdé a e D(f) plati: f ' [f (a)]= a a pre
kazdé b e H(f) plati: f [f _l(b)] =bh.

Priklad 4.13.

Dokazte, 7e funkcia f(Xx)=2x+4 je prosta a vypogitajte k nej inverznu funkciu.
RieSenie:

Zrejme definiénym oborom funkcie f je mnozina vsetkych realnych cisel.
Dokazeme, ze pre kazdu dvojicu X, X, € R, X, # X, plati: f (Xl) # f(xz).
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Nech x,X, €R,X #X,. Potom 2x, #2x, = 2x +4#2x, +4= f(x)= f(X,).

Inverznu funkciu najdeme tak, ze v rovnici Yy =2X+4 navzajom zamenime premenné X a 'y
a potom vyjadrime premennu y v zavislosti od X.

Teda:

X=2y+4

X—4=2y

X
=22
=3

Inverznou funkciou k funkeii f (X)=2x+4 je funkcia f~'(x)= g -2.

Pozorny citatel’ st moze klast’ otazku, preCo mozno urCit inverzni funkciu iba k funkcii
prostej. (Ak by napriklad k funkcii y = X existovala inverzna funkcia, na aka hodnotu by
zobrazila bod ,,4“?)

Poznamenajme vsak, ze ak nejakéd funkcia nie je prostd na celom svojom defini¢nom obore,
modze byt prostd na nejakej podmnozine tohto definiéného oboru. A na takejto podmnozine uz
modZeme hovorit’ o inverznej funkcii. y = x>

Konkrétne funkcia y =X’ nie je prosta na D(f )ZR, ale . =X

. , . . s Bl=24
je prosta napr. na intervale <0;oo) .Tu teda mozno hovorit [a5]=[24]

o inverznej funkecii, ktorou, ako sa I'ahko zisti, je na tomto ;
intervale funkcia y = VX y= Jx

Nech f je funkcia, ku ktorej existuje inverzna funkcia f ™. [B,]=[4.2]
Ak bod [a,b] lezi na grafe funkcie f (t.j. f(a)=b), potom 1
z definicie inverznej funkcie plati, ze bod [b, a] leZi na
grafe funkcie f ', lebo f '(b)=a.

Z tohto faktu moZeme usudit, ze graf funkcie
f™! je zrkadlovym obrazom grafu funkcie f podl'a priamky
y =X Obr. 4.12

4.11 Parne a neparne funkcie

Nech defini¢ny obor D( f ) funkcie f (X) ma nasledujicu vlastnost’™:
Ak xe D(f ) , tak aj (—X) € D(f ) . Potom hovorime, Ze:

a) f(x) je parna funkcia, ak pre kazdé x e D(f) plati f (-x)=f(x)
b) f (X) je neparna funkcia, ak pre kazdé x e D(f ) plati f (—X)Z—f

().

Priklad 4.14
Vysetrite parnost’, resp. neparnost’ nasledujtcich funkeii:
4
a) f(x)=3X2Jr2 b) f(x)=x"+x-3
X
c) f(x)=x’ d) f(x)=x
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Riesenie:
a)
3IxP+2
f(x)=
()=,

v\ 4 4
f(_)():3( X) +2 _3x'+2 _ 3x +2:_f(x)
2(—x) —2X 2X

b)
f()=1"+1-3=-1

f(=1)=(=1)"+(-1)-3=-3

Pretoze neplati ani f (1)= f (-1), ani f(1)=—f(~1), funkcia f nie je ani parna, ani neparna.

= f je neparna

f(x)=x"+x-3

= rJ w R w1 ow o o

-2

-4

-6

-&

Obr. 4.13d
Obr. 4.13¢
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Poznamka. Graf parnej funkcie je simerny vzhl'adom na os Yy, graf neparnej funkcie je
simerny vzhl'adom na zaciatok sturadnicovej sustavy.

4.12 Periodické funkcie

Nech f je funkcia s defini¢cnym oborom D(f) a p je kladné realne ¢islo. Funkcia f sa
nazyva periodicka s periédou p, ak

1. xeD(f)= x+ peD(f),x—peD(f),

2. VxeD(f): f(x+p)=f(x).

Najmensia perioda psa nazyva zakladnou periédou. Napriklad funkcie sinX a cosX
maju periddy 27,47,67,... aich zdkladna perioda je 27 . Podobne funkcie tgx a cotgX maji
periody z,27,37,... aich zékladna periodda je .

y=casx

Obr. 4.14a
y=coigx
y=igx
Lo T n n -3 = a T 3
/] ’ 2 2 2 El
Obr. 4.14b Obr. 4.14c¢
Priklad 4.15 Ur¢te zakladnt periédu pre funkcie
a) Yy =sin3X b) y=sin§
Riesenie:
a) Predpokladajme, Ze p je perioda. M4 platit: sin3x=sin [3(X + p)] , Cize
sin[3(X+ p)] —sin3x=0. Pouzijeme vzorec sing —sinf =2-sin a;ﬂ -cos & ; P . Potom
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sin[S(X+ p):I—sin3X=sin(3x+3p)—sin3x=2-sin37p-cos6x+3p=O. Aby tento vztah
. B L4 7 [t . 3p 3p
platil pre l'ubovolné X, musi platit sm—=0:>7=k~7r,keZ. Pre k =1 dostaneme

p= Z?E Graf funkcie je zndzorneny na obr. 4.15.
. . . . , » . X . [(Xx+p .

b) Predpokladajme, Ze p je perioda. Ma platit: st =sin ) Cize

: (x+
sin

4
sin( X+ p
Y

platit’ sing =0=> 'S k-z,keZ . Pre k =1 dostaneme p =8z . Graf funkcie je znazorneny

na obr. 4.16.

B atp

. X Y . . . a
j— smz =0. Opét pouzijeme vzorec sina —sin f =2-sin 5 -COS . Potom

j—sin% = 2~sin§-cos 2X; P_ 0. Aby tento vztah platil pre I'ubovolné X, musi

L il 0 X 2z 23 £y
3 3 3 3 3
-1
Obr. 4.15
2
1
—4 a 4 g
-1
)
Obr. 4.16
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4.13 Ulohy

Nacrtnite graf uvedenej funkcie, urcte jej defini¢ny obor, obor hodndt, zadkladné vlastnosti
(intervaly monotonnosti, ohrani¢enost’, maximum/minimum, parnost/neparnost, prostost,
periodickost’). Urcte rovnicu inverznej funkcie, ak existuje (okrem goniometrickych).
V prikladoch 1-3 nacrtnite grafy inverznych funkecii.

1. f:y=7-3x 7. foy=2 12. f:y=In(5x%)
2. f:y=x"-x-6 X+3 _ -
3. f:y=8-2x 8. f:y=2"°-5 13-f:y=sm[x—5j
X+4
4. f:y:(x—2)3_5 9 f:y:(lj 14. f:y=2+cosx
2
5. f:y=x"-16 v z
1 10. f:y=3+log, X 1512y tg(x+3j
6. f1y=—x+3 11. f:y=log, (x+2) 16. f:y=3—cotgx
2
RieSenie:
1. f:y=7-3x

prex=0 y=7-3-0=7

x=2 y=7-32=1 grafom je priamka prechadzajica bodmi [0;7] a [2;1]
pre = = -3 =

=7-3X
D=R;H =R 5 / y=X

klesajuca

nie je ohrani¢ena

nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna

prosta
nie je periodicka \

f 7-x
Xx=T7-3y 1
3y=7-X

_7=x 1 1 2 3 4 5
y 3

-1
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2. fiy=x"—x-6

=X’ -Xx-6

Priese¢niky s osou X: . g
X2 —X—6=0 Vrchol:
D=1"—-4.1.(-6)=25 e G B

2a 21 2 !
VD=5 5 y=x"—Xx—6 2

-b++JD —(-1)%5

X, = B ) 1Y 1 25
B 2a 21 y: — —_6=— -3 = -1 4
« =3 2 2 4
=
X, ==2

D=R;H = <— ?; ooj; zdola ohraniCena éislom—?

., . 1 , . 1
klesajuca na intervale _OO;E ; rastiica na intervale E; 0

2

4
nie je ani parna ani neparna; nie je prosta; nie je periodicka

, . .. 1
nema maximum; ma minimum v bode X, = E Yoin =

Pretoze funkcia f nie je prosta na celom svojom
defini¢nom obore, neexistuje k nej inverzna

funkecia. 25 1 )
Ak by sme vSak uvazovali funkciu f iba na =X+t %5

2
intervale X € <%, ooJ, potom by bola prosta / l

. .. , . -1
a existovala by k nej inverzna funkcia f . D

flix=y’-y-6
PP P
4 4 2 4 y=X
25 1 25 1
Xt—=Yy——= [ X+—+—==YV
4 2 4 2
3. f:y=8-2x
PrieseCniky s osou X : -1 6
8 2% = 0 Vrchol: : X
8 =2x> x=D_Z0_o X=82 4
=2X =TT
: 2a 2-1 2y° =8-X :
X =4 y=8—2X2 y2_8—x e > 1 1 3
Xl=2 y:8_2.02:8 2 -2
X2:—2 8_X
i -4 y=8-2%°
y 2
-5
-8
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D =R;H =(-;8)
rastiica na intervale (—o0;0) . V=X
klesajlica na intervale <O;oo)
_8=X 4
zhora ohrani¢en4 &islom 8 Y=47
nema minimum
ma maximum v bode X, =0,y =8
je parna; nie je neparna & 5 4 5 4 6 5
nie je prosta
o D s -2
nie je periodicka
. . . _4
Pretoze funkcia f nie je prosta na celom
svojom defini¢nom obore, neexistuje k nej 6
inverzna funkcia. y=8-2x
Ak by sme vsak uvazovali funkciu f iba na -8
intervale X <0; oo) , potom by bola prosta
a existovala by k nej inverzna funkcia f ™',
4. fry=(x-2)-5
Najskor urobime graf pomocnej funkcie f, :y=x’.
Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie f; posunutim o vektor 4
(2;-5). ,
fry :(x—2)3 -5
-2
D=R;H=R
rastuca

nie je ohranicena

nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna
prosta

nie je periodicka
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y=X
5. fiy=x*'-16
&
Najskor urobime graf pomocnej funkcie f, :y=x*.
Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie f; posunutim o vektor 4
(0;-16).
f:y=x'-16 -3 -p -l 3

D=R;H =(-16;)
klesajuca na intervale (—00; 0>

rastlica na intervale <O; )

zdola ohrani¢ena ¢islom -16
nema maximum

_ w4
ma minimum v bode X, =0,y . =-16 y=x"-16

min

je parna; nie je neparna
nie je prosta; nie je periodicka

Pretoze funkcia f nie je prosta na celom svojom defini¢cnom obore, neexistuje k nej inverzna
funkcia.

Ak by sme vSak uvazovali funkciu f iba na intervale X € <O; oo) , potom by bola prosta

a existovala by k nej inverzna funkcia f ™':

x=y*'-16
x+16=y"
y=3x+16
1
6. f:y=——
y X+3

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f,:y= l Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie f
X

posunutim o vektor (-3;0).
D=R-{-3};H =R-{0}
klesajuca na intervale (—oo; —3) a na intervale

(=3;0)
nie je ohrani¢ena
nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna
je prosta; nie je periodicka
f':
1 1 y+3 1
1

X=——=—= =>y=—-3
y+3 X X
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2X-2
7. f:y=
y X+3
f:y:2x—2_2x+6—8:2_ 8

X+3  X+3 X+3

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f,:y= =3 . Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie f
X

posunutim o vektor (—3;2).

D=R-{-3};H =R-{2}
rastiica na intervale (—oo; -3)

ana intervale (—3;00)

nie je ohrani¢ena

nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna
je prosta

nie je periodicka

X=2——=X-2=—=
y+3 y+3
1 _y+3::> 8 Cy+3
X=2 -8 —X
8
=—-3
y 2—X
8. f:y=2"-5

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f,:y=2". Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie f,

posunutim o vektor (3;-5). y = 2"
D=R;H =(-5; =2

’ ( ) 15 y=2""-5
rastiica

zdola ohrani¢ena ¢islom -5
nema maximum ani minimum

nie je ani parna ani neparna 1
je prosta
nie je periodicka
5
f': x=2""-5
X+5=2"" A
_2 2 4 5]

log, (x+5) =log, (2”)
log, (x+5)=y-3

y =log, (x+5)+3
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1>(+4
9. f:y=|—
Y @

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f,:y= (%) . Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie

f; posunutim o vektor (—4; O) .
D=R;H =(0;0)

klesajuca

zdola ohrani¢ena ¢islom 0
nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna

je prosta

nie je periodicka

1 y+4
log,,, x=log,, (Ej

log,, x=y+4
y= (10g1/2 X) -4

10.  f:y=3+log, X
Najskor urobime graf pomocnej funkcie f,:y=1log,X. Graf funkcie f ziskame z grafu
funkcie f; posunutim o vektor (0;3).

D= (O;oo); H=R 5
rastica y =3+log; X
nie je ohranicena
nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna
je prosta
nie je periodicka

f:
Xx=3+log,y
log, y=x-3

510g5y — 5)(—3

y — 5X—3
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11. f :yzlogl(x+2)

2

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f :y=1log, x. Graf funkcie f ziskame z grafu

funkcie f; posunutim o vektor (-2;0).
D=(-2;);H =R

klesajuca

nie je ohranicena

nema maximum ani minimum

nie je ani parna ani neparna

je prosta

nie je periodicka

fl.
x=log,,(y+2)

yzlogl(x+2)

2

8]

N | —

y+2

1X
S )
g @

12. f:y=In(5x)

SRCE
J

D= (0;00); H=R

rastiica

nie je ohranicena

nema maximum ani minimum
nie je ani parna ani neparna

y =In(5x)

je prosta

v D s -1
nie je periodicka

f':
x=1In(5y)
e~ =eln(5y)
e’ =5y

VZ?
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13. f :y=sin(x—%} 1

D=R;H =(-L1) X
rastuca na intervaloch - :rc 2x
<0+2k7r;7r+2kfr>;k e’

klesajuca na intervaloch
<7r+2k7r;27z+2k7z>;keZ <

zdola ohrani¢end ¢islom —1, zhora
ohranicena ¢islom 1
maximum v bodoch x_ =7+2kzr;keZ;y =1

max

minimum v bodoch X, =0+2km;keZ;y . =-1
je parna, nie je neparna

nie je prosta

je periodicka s najmensou periddou 27

14. f:y=2+cosX

Najskor urobime graf pomocnej funkcie f, :y =cosx. Graf funkcie f ziskame z grafu funkcie

f| posunutim o vektor (0;2).

D=R;H =(1;3)
rastuca na intervaloch
<7r+2k7r;27z+2k7z>;k e’

klesajuca na intervaloch
<0+2k7r;7r+2k7r>;k el

zdola ohranic¢ena Cislom 1,
zhora ohranic¢ena ¢islom 3
maximum v bodoch

X, =0+2km;keZ;y =3

minimum v bodoch X . =7+2kz;keZ;y

min :1

je parna, nie je neparna
nie je prosta
je periodicka s najmensou periddou 27
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15. f:y =tg(x+%j

Graf funkcie f:y= tg(x +%) ziskame z grafu funkcie f,:y= tg(x) posunutim o vektor

(O;—%). Z dovodu prehladnosti je znazorneny iba graf funkcie f.

D:R—{%+k7z;kez};H —R

(poznémka: -£+Z=£)
3 2 6

rastica na intervaloch

(£+k7r;7—ﬂ+k7zj;k e’
6 6

nie je ohranicena 3
nema maximum ani minimum

nie je ani parna, ani neparna

nie je prosta

je periodicka s najmensou peridodou 7

16. f:y=3-cotgXx

Graf funkcie f :y=3-cotg X ziskame z grafu funkcie f,:y=—cotg X posunutim o vektor

(0;3). Z dovodu prehladnosti je znazorneny iba graf funkcie f.
D=R-{0+kr;keZ};H =R

y =3—cotg X
rastuca na intervaloch (0+kz;7z+kz);keZ 6
nie je ohranicena 5
nema maximum ani minimum
nie je ani parna, ani neparna 4
nie je prosta
je periodicka s najmensou periodou 7 .
2
1
e L n 3n
2 2 B
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