Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

3 Determinanty

3.1 Determinaty druhého stupiia a ststavy linearnych rovnic

Zacneme ulohou, v ktorej je potrebné riesit’ sistavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych.
anxi+amo=ci | axn
a)xitaypx;=cy | —amn
Ak prvl rovnicu vynasobime ¢islom ay,, druhti ¢islom -a;> a obe rovnice nasledne s¢itame,
dostaneme rovnicu o jednej nezndmej x;.
(a11a22 — a12a21)x1 = C1a — C2a12
Podobne mdézeme pomocou vhodnych nasobkov (akych?) ziskat’ rovnicu o neznamej x;.
(@11a2 — a12a21)X2 = ar1c2 — Az €y

Y ., , c,a,, —C,ad a.c,—a,cC
RieSenie sustavy potom ma tvar x, = —-*2—212 =y =12 21

2

ay,ay, — Appdy, @), dy — Ay,
Poznamenajme, Ze tento postup mdézeme pouzit' iba v pripade, Ze vyraz v menovateli je rozny
od nuly.
Vsimnime si teraz podobnost” vzorcov pre rieSenie jednotlivych nezndmych. Menovatele
oboch vzorcov su rovnaké a aj vyrazy v Citateloch st dost” podobné. Takéto sucty sucinov
budeme nazyvat ,,determinant matice druhého stupna®.

a
1,1 1,2 . . Ve , -
Nech 4= je matica nad mnozinou R. Potom vyraz a;ia;; — ajza; nazyvame
a,, a
2,1 2,2

determinantom (druhého stupiia) prislichajicim Kk matici A4 a oznacujeme ho

1

Poznamka. Pre vypocet je dobré si zapamitat, Ze od sucinu prvkov na hlavnej diagondle
(ktora je vyznacend Cervenou farbou) odpocitame sicin prvkov na vedlajsej diagonale (ktora
je vyznacena modrou farbou).

V zmysle tejto definicie potom rieSenie predchadzajicej sustavy mdzeme zapisat’ v tvare:

¢ ap a, ¢
c, a a, ¢
), Ay a1 O
X = X, =
a, dp a, dp
a, dy a, ay

Priklad 3.1. Rieste sustavu rovnic pouzitim predchddzajicich vzorcov.
2x—-3y=1

x+4y=6
Riesenie:
=" %P o0 (a)1=1
a, a, |1 4
p,|=|" | | _3=14—(—3)~6=22 P2,
e, a,|l |6 4 4] 11
D
|Dy|=a11 a P Noaeora=n | y|=H 1
a, ol |1 4 11
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3.2 Determinanty tretieho stupiia, Sarrusovo pravidlo

Podobnti uvahu, ako sme urobili v pripade sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych,
urobime teraz aj v pripade troch rovnic o troch neznamych.

anxy T apxy +apxs=c

axxy + axxst axxs = c;

as1xy T azxy + azx; = c3
Nésobme prva rovnicu Cislom ayass — azsasy, druhd rovnicu Cislom ajzas, — ajass, tretiu
¢islom ajza3 — ajzazs, potom prvé dve pricitajme k tretej a dostaneme:
(anaxass — anaxnazn + a;3a21a3 — A12a21433 T Q12023031 — A13022031)X] = C1A22d33 — C1A2303 T
C2a13032 — C2a12a33 T C3A12023 — C3A13022
Podobne moZzeme pomocou vhodnych nasobkov eliminovat’ d’alSie nezname a dostaneme
(Citatel'ovi doporucujeme, aby si premyslel vyber tychto vhodnych nasobkov):
(anaxass — anaxaszn + a13a21a3 — A12021433 T Q12023031 — A13022031)X2 = A11C2033 — A11G23C3 T
a13a21C3 — €1a21a33 T C1A23A31 — A13C2031
(anaxass — anaxazn + a;3a21a3 — A12a21433 T Q12023031 — A13022031)X3 = A11022C3 — A11C2A32 T
C1a21d32 — A12021C3 T A12C2a31 — C1A422031
Opét’ si vS§imnime, Ze pri neznamych sme dostali rovnaké vyrazy anaviac aj vyrazy na
pravych stranach su podobné. Takéto sucty sucinov budeme nazyvat' ,,determinanty treticho
stupna‘“

Nech A je Stvorcova matica tretieho stupiia s prvkami z mnoZiny realnych ¢isel. Potom
determinantom (treticho stupia) prislichajiucim k matici A4 nazyvame vyraz

a, 4, 4y

Ay, Ay sy + Q305,05 + Q10305 — Q) Ay30sy — Ay 033 — A0y 05 = |0y Gy Q| = |A .
;. Ay Ay
¢ 4 dy a, ¢ 4 a, 4, ¢

Ak oznac¢ime postupne 4, =|c, a,, a, |,4,=|a, ¢, ay|,4=|a, a, c, |, potom

C; Gy Ay a3 G Ay @ 4 G
v zmysle predchadzajucej definicie rieSenie sustavy troch rovnic dostavame v tvare
Al Al 4
X, =—,X, = , Xy = .
[ a4

Poznamenajme znova, Ze determinant matice sustavy musi byt rézny od nuly.

Vyraz pre vypocet determinantu treticho stupna je komplikovanej$i ako pri vypocte
determinantu druhého stupiia. Teraz si uvedieme Sarrusovo pravidlo, ktoré nam umozni
I'ahSie zapamétanie vzorca pre vypocet determinantu treticho stupiia. Pod determinant
pripiSeme prvy a druhy riadok prislusnej matice. Pre takto zostrojent schému urobime sucet
sucinov trojic v smere hlavnej diagondly (vyznacené Cervenou farbou) a od tychto od¢itame
suciny trojic v smere vedl'ajsej diagonaly (vyznac¢ené modrou farbou).

= andaxndssz —aidsdsp t aizdids; — apddss t apndrads; — aizdndsi
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Priklad 3.2.
Rieste sustavu rovnic pouzitim predchadzajucich vzorcov.
2x—3y+3z=1
x+4y+ z=6
y —2z=1
Riesenie:
a, a, as |2 -3 3
|A|=a21 a, ay|l=|1 4 1]|=
a, a, a |0 1 =2
2-4-(—2)+3-1-1+(—3) 1-0-3 4-0—2-1-1—(—3)-1-(—2):—16+3+O—0—2—6:—21
¢ a, a,l (I -3 3
|D1| c, a, apl=6 4 1|=
¢, ay, ay| |11 =2
1-4-(—2)+3-6.1+(—3)-1-1—3-4~1—1-1~1—(—3)-6.(—2):—8+18—3—12—1—36:—42
a, ¢ as |21 3
ID,|=|a,, ¢, ay=l 6 1|=
a, ¢ ay (01 2

2:6-(-2)+3-1-1+41-1:0-3-6-0-2-1-1-1-1-(-2) =—24+3+0-0-2+2 =21
a, a, ¢| [2 -3 1
|4|=|a, ay o=l 4 6=
a, a, ¢l [0 1 1
2:4-1+1-1-1+(-3)-6:0-1-4-0-2-6-1-(-3)-1-1=8+1+0-0-12+3=0
o D 21, B0

2 T LT T

|4 21 0

K ={(210)}

3.3 Determinanty n-tého stupna, ich vypocet

Oznacenie: Nech A4 je Stvorcova matica stupiia n>1. Znakom A4; budeme oznacovat maticu,
ktora vznikne z matice 4 vynechanim i-t¢ho riadku a j-tého stlpca. Je to znova Stvorcova
matica stupna n-1.

all alz aln
. v . . 21 a22 a2n v . w7 v r
Determinantom Stvorcovej matice 4= stupna n je Cislo, oznacené
anl an2 ann

|A|, ktoré sa rovna:
1. |A|=a;1, ak matica A je stupia 1, t.j. A=(a;)
2. |A|=ay |Av| - a2 Aot agz |Assl- et (1) ay, |41, ak matica je stupiia n>1.
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Poznamka. Téato definicia sa nazyva rekurentna definicia. Pomocou tejto definicie
vypocitame determinant matice stupiia # pomocou determinantov matic stupna n-1.

Pozndmka. Cislo D, = (—I)Hk -|Al.k| sa nazyva algebraicky doplnok prvku a, matice 4.

Priklad 3.3. Pouzitim predchadzajucej definicie vypocitajte determinant

4 -1 3 5
|A|:1 23 -1
2 3 -1 2
4 1 3
RieSenie:
2 3 -l 13 - [t 2 - fr2 3
|4=4-3 -1 2/-(-D-2 -1 2/+3:2 3 2-52 3 =
1 3 5 4 3 5 |41 5 |41 3

4-(=T1) = (=1)-(=27)+3-19 = 5-(~40) = —284 — 27 + 57 + 200 = —54

Vlastnosti determinantov

Priklad 3.4. Rozviiite determinant podla prvkov prvého riadku a potom podla prvkov
druhého stlpca:

Vsimnime si, Ze determinant tretieho stupiia (a nielen treticho) ma ti vlastnost’, Ze v kazdom
sa¢inovom ¢&lene sa nachadza prvok zkazdého riadku aj z kazdého stipca. MoZeme teda
z determinantu vyhat pred zatvorku prvky Iubovolného riadku alebo I'ubovolného stipca.
Tejto procedure hovorime ,,rozvoj determinantu” podla prvkov prislusného riadku, resp.
prislusného stipca. UkaZzeme si teraz rozvoj determinantu podl'a prvého riadku.
Majme determinant

a, 4, 4a;

a,, Q) Ay|=dianazz—dpasaz tapaas —dapaxazs t anax;sds) — a3anas).

a;; 4y Ay
Ak z jednotlivych stcinov vyberieme pred zatvorky prvky prvého riadku, dostaneme
ar(axas;s — axaz) + ax(axas — aas;s) + az(andas — axas).
Ak teraz vyuzijeme ti skutoCnost, Ze vyrazy v zatvorkach su vlastne isté determinanty
druhého stupna, mozeme predchadzajuci vyraz v stilade s dohovorom na zaciatku podkapitoly
zapisat’ v tvare ay; 411 | - a1z 42| + ag3 413 | . Tento vyraz sa nazyva rozvoj determinantu
podla prvkov prvého riadku.
Podobne, ak z determinantu

a, 4, G4y

a,, Ay Ay|=ai1anass—ajax;sas t+apads — apadss + apasds; — a3andsg

a3 Gy Gy
vyberieme pred zatvorky prvky druhého stipca, dostaneme

alz(az3a31— a21a33)+a22 (61116133— a13a31)+a32(a13a21— allag3) =-dan |Alz | + ax |Azz | -das |Asz | .
Tento vyraz sa nazyva rozvoj podla prvkov druhého stlpca. Upozornujeme Citatel'a na zmenu
znamienok. PodrobnejSie sa ur€ovaniu znamienok budeme venovat’ vo vete 3.3. Nasledujtce

vety nam opisuju niektoré zakladné vlastnosti determinantov. Vybrali sme hlavne tie
vlastnosti, ktoré su potrebné pre vypocet determinantov. Poznamenajme, ze pre
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determinanty vySSieho stupiia ako 3 neexistuje pre vypocet pravidlo podobné
Sarrusovmu pravidlu. M6Zeme ich pocitat’ iba postupnym zniZovanim radu s pouzitim
nasledujucich viet.

Veta 3.1. Ak vietKy prvky niektorého riadku (stipca) matice 4 sii rovné 0, tak |4]=0.

Veta 3.2. Determinant nasobime ¢islom tak, Ze nim nasobime niektory riadok alebo
stlpec determinantu.

Veta 3.3. Pre determinant mati_ce A a pre Pubovol’'né i, je {1, 2,...,n} plati:
| Al= (1" ai | Aa |+ e #)™" @30 | A,

|Al= (D" ay | Ay |+ . +1)" a5 A1
Veta 3.4. Nech matica B vznikne z A trasponovanim. Potom | B | = |A | .

Veta 3.5. Ak v determinante st dva riadky navzajom rovné, tak determinant sa rovna 0.
(Plati aj pre stlpce.)

Veta 3.6. Hodnota determinantu matice 4 sa nezmeni, ked’ k nejakému riadku
pric¢itame nasobok iného riadku. (Plati aj pre stlpce.)

Poznamka.
Posledna veta je dolezitd najmé pre skutoCnost, ze jej pouzitim vieme vyrabat’ v riadkoch,
pripadne stipcoch, nuly bez toho, aby sa zmenila hodnota determinantu. Po vyrobeni niil
v niektorom riadku alebo stipci nasledne urobime rozvoj determinantu pomocou tohto riadku,
resp. stlpca.

2 3 4 -5
. 1 -2 5 -1 . )
Priklad 3.5. Ak v determinante 5 L pri¢itame 2-nasobok 2. riadku k 3. riadku,
3 1 3
2 3 4 -5
1 2 5 -1 ) . , S
dostaneme o 0 11 o’ pricom sa hodnota determinantu nezmeni. Druhy zapis
3 1 1 3

determinantu je vSak pre vypocet jednoduchsi. Staci urobit’ rozvoj podl’a tretieho riadku:

2 3 4 -5
3 4 -5 2 4 -5 2 3 =5 2 3 4

I 2 5 -1
=0--2 5 -1}-0-1 5 -1j+1141 -2 -1}-0-1 -2 3|=

0 011 O
1 1 3 31 3 31 3 3 1 1

3 1 1 3

11-(~12-5-9-30+2-9) =11-(-63) =693
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3.4 Pouzitie determinantov

Pouzitie determinantov pri rieSeni stistav rovnic

Nasou ulohou bude riesit’ nasledujucu sustavu rovnic pouzitim determinantov. V ivode tohto
paragrafu sme ulohu vyriesili v pripade n=2, resp. n=3. Nasledujuca veta, ktora sa nazyva
Cramerovo pravidlo, je zovSeobecnenim predchédzajtcich vysledkov pre 'ubovol'né n.

Veta 3.7. (Cramerovo pravidlo)
Nech

aiixy + .t A1nXn= C1

a Xyt ... T ayx,= 2

Ap1X1 + oo T @ppXn = Cy
je sustava n linearnych rovnic o » neznamych. Nech determinant matice sustavy je

A
rozny od nuly. Potom sustava ma jediné rieSenie x, =||71|, sy X, = |A” , kde
cl a12 a13 al,n—l aln all cl a]3 al,n—] aln
Al — c2 a22 a23 a2 n—1 a2n , A2 — a21 c2 a23 a2,n—l a.Zn ,
cn anZ an3 an,n—] ann anl cn an3 an,n—l ann
a4, a4 a4, 6
a, a a a c
An — 21 22 23 2,n—1 2
anl anZ an3 an,n—l Cn
Priklad 3.6.
Rieste sustavu rovnic:
2x -3y +3z+5t=-4
x+tdy+ z- t =17
y —2z+2t= -1
3x -t=17
RieSenie:
2 -3 3 5 -4 -3 3 5 2 4 3 5
1 4 1 -1 7 4 1 1 7 1 1
4] = =237 |4|= =474 |4,|= =237
o 1 -2 2 - -2 o -1 -2 2
3 0 0 -1 7 0 0 -1 3 7 0 -1
2 -3 4 5 2 -3 3 -4
1 4 7 -1 1 4 1 7
4| = =0 |4,|]= =237
o 1 -1 2 0o 1 -2 -1
3 0 7 -1 3 0 0 7
A A A A -
el e A 237 A0 o A 237
4] 237 4] 237 4] 237 |4 237
K= {(2;1;0;—1)}
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Pouzitie determinantov na vypocet inverznej matice

S vypoctom inverznej matice sme sa uz stretli v kapitole 2. Tam sme inverzni maticu pocitali
pomocou ERO. Nasledujuca veta ndm dava ndvod, ako moZeme inverznu maticu vypocitat’
pomocou determinantov.

Dy Dy Dy
4] 14 |4
D, D, D,
Veta 3.8. Nech A je regularna matica. Potom A = |A| |A| |A|
D, D,, D,
4] 14 |4
Priklad 3.7.
1 2 1
N4jdite inverzni maticu k matici 4={2 2 -1].
31 -5
Riesenie:
Vypocitame jednotlivé determinanty:
1 2 1
|4=]2 2 -1|=-10+2-6-6+1+20=1
31 -5
D —‘2 _1‘=—10+1=—9 p,=-| _‘z—(—10+3)=7
11 1 _5 12 3 _
D :‘2 2:2—6:—4 D __P 1‘:—(—10—1):11
B3 & 1 -5
Dzz—1 1:—5—3=—8 D23——1 2‘z—(1—6)=5
3 - 31
D, _? 1‘:—2—2:—4 D ! =—(-1-2)=3
1 2 _ 32 2 _1
D33—1 2‘:2—4:—2
2 2
-2 1 -4
ol e 11 4
Inverzna matica k matici 4 je 4™ = 7 %3 =7 -8 3
—14 ; —12 s 72
111
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Priklad 3.8.

N — O

1
1
0
1
2

Najdite inverzni maticu k matici 4

Riesenie:

Vypocitame jednotlivé determinanty:

1
-2
1
-1

2

1

2

1
-1
1

0

2
4
1

1

-5

-2

_5_
0_

o 2
o 1
0 -2

-3
0
4

1
0

4=

0

-1 -3

4

0(=20

4
-3

0 O

4

1

0=2

D,, =0

D, =1

—3/=9

Dy, =~

—3|=-24

-1

~1|=6

D, =-[1 4

_3|=5

-1

D42:1

-13

-3

-1

-5

-3

D, =|4

D, =-4

Dy =-|1
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20 4 o -13
3 3 3
-7z 5 3
Inverzna matica k matici 4 je A = 3 3 3
7 2 -5
L £ o =
3 3 3
S 1, 4
3 3 3

Z kapitoly o maticiach vieme, ze inverzna matica existuje iba kreguldrnej matici.
V predchadzajicej vete s pouzité zlomky, v ktorych je menovatelom determinant matice A.
Korektnost’ vzorca pre regularne matice zabezpecuje nasledujtca veta.

Veta 3.9.
Stvorcova matica je regularna vtedy a len vtedy, ked’ jej determinant je rézny od 0.
Stvorcova matica je singularna vtedy a len vtedy, ked’ sa jej determinant rovna 0.

Priklad 3.9.
-1

regularna alebo singuldrna.

S = b

1
Zistite, ¢i je matica 4= 0 1
1 0
RieSenie:
Vypocitame determinant matice 4. Ak bude tento determinant nulovy, matica je singuldrna,
inak je regularna.

14 -1
|4]=0 1 1{=0+0+4+1-0-0=5
10 0

PretoZe determinant je nenulovy, matica je regulérna.

Priklad 3.10.

1 2 1 2
e : 14 -1 =3 , L

Zistite, ¢i je matica 4 = 0 1 0 reguldrna alebo singuldrna.
1 0 0 4

RieSenie:
1 2 1 2

. . 1 4 -1 3 . L .

Pretoze determinant |A| b 1 1 ol 3 #0 (pozri priklad 3.8.) matica je regularna.

1 0 0 4
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Priklad 3.11.

Zistite, Ci je matica 4 =

Riesenie:
1 2 1
1 4 -1
|4]=
0 1 1
2 4 2

Matica je singularna.

2

-3

0
4

1
1
0
0

N O = =

= )

A~ = b

regularna alebo singuldrna.

(Pri vypocte hodnoty determinantu sme najprv pricitali (-2)-nasobok 1. riadku k 4. riadku
apotom sme vyuzili poznatok, Ze ak matica obsahuje nulovy riadok, jej determinant je

nulovy.)

3.5 Ulohy

Vypocitajte hodnoty determinantov nasledujucich matic, ak existuju.

1L (5)
2 5
2
-2 -1
21 0
3 3 7 2
5 2 1
|
4. | -3 -7
5 -2 -1
1 2 5
0 4 5
5.
0o 2 1
0o -2 -1
Riesenia:
1.
5]=5
2.

-2

N W N D

1 2 5 6
0 4 5 2
6.
-2 2 1 3
I -2 -1 2
21 0 5 4
7.
-2 1 -3 05
I -2 -3 5
0 5 2 3
& |0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0 O

54
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11.

—_— N DN = = —_— N = D

—_— N DN =

—_— O N =
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3.

21 0
3 7 2(=2-7-1+0-3-2+1-2-5-0-7-5-2-2-2—-1-3-1=144+0+10-0-8-3=13
5 2 1
4.
2 -1 0
3 =7 =2 =2:(=7)(=1)+0:(=3)-(=2) +(~1)-(-2) 5
5 2 -1

~0-(=7)-5-2-(-2)-(=2)=(~1)-(-3)-(~1)=14+0+10-0-8+3=19
5.

1 2 5 6
4 5 2
0 4 5 2
0 2 1 472! 3(=4-1:242-2-(=1)+5-3-(=2)=2-1-(-2) = 4-3-(-1)=5-2-2=
2 -1 2
0 2 -1 2
8—4-30+4+12-20=-30
6.
1 2 5 6 1 2
4 5 2|14 5 2
0 4 5 2 |0 4
= =l6 11 15/=l6 11 15|=
2 2 1 310 6 11 15
4 -6 -4 |0 -1 -2
1 =2 -1 20 4 -6 —4
4-11-(=2)+2-6-(=1)+5-15-0-2-11-0=4-15-(=1)=5-6-(~2) = —88— 12+ 0— 0+ 60+ 60 = 20

8.
1 =2 =3 5 1
52 3 2 1 0,4 0,6 0,4
0 5 2 2 2 3 2
0 2 -3 2 0 2 -3 2
0 0 2 -3 2= =5. =5.10 3 -2|=
00 -2 0 0 3 =2
0 0 0 3 =2 0 0 4
00 4 0 0 0 4
0 0 0 4
1 -5 1
3 2
520 3 —2:5-2-0 4:5-2-(3~4—(—2)-0):5-2-3-4:120
0 0 4
9.
1 2 -3 5 1 =2 -3 5 1
2 2 3 2 11 1,5 1
0 2 2 3 2010 2 2 3 2
05 -8 1 05 -8 1
1 2 2 =3 2|=/0 0 5 -8 1|= =2. =
5.6 -7 —4 56 -7 —4
21 0 3 2[00 5 6 -7 —4
0 4 -5 3 0 4 -5 3
1 2 1 0 4/ 10 0 4 -5 3
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I 1 15 1
-8 Iy |5 =8 1
05 =8 1
2. =21 -14,5 -9|=12 -29 -18=-155
01 -145 -9
-5 3] 4 -5 3
0 4 -5 3
10.
1 1T 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 110 0 0O
2 2 2 2 21=2 2 22 =0
2 1 03 =212 1 03 =2
1 21 0 4,1 =21 0 4

Pri vypocte sme najprv pricitali (-1)-nasobok 1. riadku k 2. riadku a potom sme vyuzili
skuto¢nost’, ze determinant matice obsahujuicej nulovy riadok je nula.

11.

1 2 3 2 1 1 2 3 2 1 1 2 3 2 1

I -1 1 -1 1 I -1 1 -1 1 I -1 1 -1 1
21 41 2(=)1 -1 1 -1 1{=0 0 0 0 0|=0
21 0 3 212 1 0 3 21121 0 3 =2

1 21 0 4,11 21 0 4/ 1 21 0 4

Pri vypocte sme najprv pricitali (-1)-ndsobok 1. riadku k 3. riadku, potom sme pricitali
(-1)-nésobok 2. riadku k 3. riadku a napokon sme vyuzili skutocnost’, Ze determinant matice
obsahujucej nulovy riadok je nula.

Pouzitim determinantov rieste sistavy rovnic.

x+2y=7 y+3z=3
"3x- y=0 14. 2x+10y+ z=5
x+ 3y =2
x+ y+ z=6
13. 2x+2y+ z=11 a+ b+ c+ d=2
X+ 3z=6 15 2a+3b+ d=5
' b+3c+ d=1
a-5b+ c+2d =-4
RieSenie:
12.
1
|4|= =—1-6=-7
3 -1
7 2 1
|= - 7_0=_7 |A|: =0-21=-21
0 -1 T30
Al - Al —
o x:_7=1 :u: 21:3 K={[1;3]}
4] -7 4] -7
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13.
111

|4=12 2 1|=(6+0+1)—(2+0+6)=7-8=—1
103

6 1 1
Al=1 2 1/=(36+0+6)—(12+0+33)=42-45=-3
6 0 3
1 6 1
|4,|=2 11 1|=(33+12+6)~(11+6+36)=51-53=-2
1 6 3
11 6
|4]=2 2 11=(12+0+11)—(12+0+12)=23-24=-1
1 0 6
- 4] - _
xzi:—3:3 x:u:—zz z:m:—lzl K:{[3;2;1]}
|4 -1 4] -1 4] -1
14.
01 3
|4]=2 10 1|=(0+18+1)—(30+0+0)=19-30=-11
1 3 0
3.1 3
A|=[5 10 1|=(0+45+2)—(60+9+0)=47-69=-22
2 30
0 3 3
|4,|=]2 5 1|=(0+12+3)-(15+0+0)=15-15=0
1 20
01 3
A|=|2 10 5/=(0+18+5)—(30+0+4)=23-34=—11
1 3 2
- Y -
N I Y O
|4 -11 4] -11 |4 -11
15.
1 11141 1 1 1
1 -2 -1
2 3 01 01 -2 -1
|4]= = =[1 3 1|=3+0+12-18-0+2=—1
0 1 310 1 3 1
6 0 1
1 =512 0 6 0 1
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2 e | R - (e B B
-2 -15 -4
5 301 |5 3 01 [0 -2 -15 -4
Aa= = — = — =—1 —5 —1=
11 31 (2 1 11 0 -1 =5 -1
-1 13 6
-4 -5 1.2 |4 -512 [0 -1 13 6
—(60+52-15+20-26-90)=-1
2 a2 11
1 -2 -1
2 5 01 /0 1 =2 -1
|4,| = = =[1 3 1{=3+12-18+2=-1
0 1 31 /0 1 3 1
-6 0 1
1 -4 12 0o -6 0 1
11 o2 11 2 1
I
2 3 5 1101 1 -l
4= = =[1 1 1|=1+6-6-6+6-1=0
0 Lo 1 11
-6 -6 1
1 =5 -4 200 6 -6 1
111 20112
12 1
2 3.0 5/ 0 1 -2 1
|4, = = =1 3 1|=-18+12+18-12=0
0 1 3 1|0 1 3 1
-6 0 -6
1 =51 -4 10 -6 0 -6
4, -1 4, -1
a= 4 :—:1 b:u:—zl
4 -1 |4 -1
Al 0 A 0
c=—=—=0 dzuz—:o K:{[I;I;O;O]}
4 -1 4 -1

Pomocou determinantov néjdite inverznu maticu k danej matici. Ak existuje, urobte aj skasku
spravnosti.

3 75
23 1 2 1 1
17.11 2 1 201112
2 01 15 11 5 3
0 21 21 4 2
18.10 1 1
2 0 1
Riesenia:
16.
2 1
|A|= =4-3=1
3 2

D,=[2|=2 D,=-pB=-3 D,=-[|=-1 D, =2|=2
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2 -1

T T:(2 _IJ
-3 2 -3 2
T

Skuska spravnosti:
o[22 N _(2241(=3) 2:(=D+12) (10
3 2)(-3 2) (3:2+2:(-3) 3:(-1)+2:2) (0 1

17.

1 23
4=l 2 1|=2+0+4-12-0-2=-8
2 0 1
21 11 1 2
D, 0 1:2 D12:_2 1:1 13_2 0__4
23 13 o 2_4
21 — O 1_ 22 2 1_ 23 2 O_
D_23_4 D_13_ 12
31 2 1_ 32 11_ 33 12_
2 =2 A (111
-8 -8 -8 4 4 2
e s T U et S B
-8 -8 -8 8 8 4
44 0|1
-8 -8 -8 2 2
Skuska spravnosti:
-1 11
123 41 4 21 1 00
aat={1 2 1|2 2 Ziclo 1o
20 1) 8% 8 4 0 0 1
Lo
2 2
18.
0 2 1
|4]=0 1 1|=0+0+4-2-0-0=2
2 0 1
11 0 1 0 1
D11:0 1:1 D12:_2 1:2 D13:2 0__2
D—21—2 D—01—2 D—02—4
21 — 0 1_ 22_2 1_ 23 2 0_
o 21, bo_ [0 1 02_0
31_1 1_ 32 7 O 1_ 33 0 1_



-2

—2|=2-4

~14

-12

5

11

1

-1 0
1 0
-3 2 0

0
0
0

— N OoO|lN o

2
2

D,=—|5 5 3

Dyy=—|5

4_2 4_2 < |

4

1

2

— N | ﬂ1_2

5 3|=57

11

3|=-19

11

0
5 11 53

Pretoze determinant matice 4 je nulovy, inverzna matica k matici 4 neexistuje.
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|4]=]1 1 1]=0+7+6-3-0-10=0

Skuska spravnosti:

19.
20.
|4

Dll

D=5

60

-16

3|=6

11

Dy =15



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

5 11 5

11 5 3

5 11 3

v o =l o
ol T Q_J_24
o G T T
o~

4727 Qe o

Il

Tl T el
T o] ]
T |9 ol |

Skuska spravnosti:
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