Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

2 RieSenie sustav linearnych rovnic

2.1 Zakladné pojmy
Sustavou m linearnych rovnic o » neznamych rozumieme schému:

xa,+...+x,a, =¢

X0, +...+x,a,, =c,

xa,, +...+xa, =c

m

Ku kazdej sustave mézeme priradit’ dve matice:

all a12 aln
a a
. ; 21 22 2
maticu ststavy 4= !
aml amZ amn
a, a4y a, ¢
v . , , 21 Ay a4, G
rozsirenu maticu sustavy 4'=
aml am2 amn cm
X G
“r X 3
Ak oznatime X =| “|a C=| |,
le Cm

a, 4y a,, X G
ay Ay Q|| X2 | | &

. - 9
aml am2 amn xn Cm

tj. AX=C.
Z tohto zapisu vidime, Ze nasobenie matic, ktoré bolo definované v podkapitole 1.4, nam
umoziuje zapisat’ siistavu rovnic v maticovom tvare.

2.2 Nehomogénne a homogénne sustavy

0 0

Ak C=| . |, ststava sa nazyva homogénna, ak C #| . |, sustava sa nazyva nehomogénna.
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12
, v . . s W s 4 2
Hovorime, Ze n-tica (ry, ..., ry) je rieSenim sustavy, ak AR =C, kde R=| .

Poznamka.

Z hore uvedenych uvah vyplyva, ze nejaka n-tica je rieSenim sustavy vtedy a len vtedy, ked’ je
rieSenim kazdej rovnice sustavy.

Ststavu nazyvame rieSitelnou, ak ma aspon jedno rieSenie. V opacnom pripade sa nazyva
neriesitel'na.

2.3 Gaussova elimina¢na metoda, Frobeniova veta

Teraz si opiSeme univerzalnu metddu na rieSenie stistav m linearnych rovnic o n neznamych.
xa, +...+x,a, =c¢

) o Xay, +...+X,a, =cC,
Nech je dand sustava .

xa, +..+xa, =c

m

ay A 4, G

iy wr , . , ay Ay " 4y, G
Zostrojime rozSirenu maticu sustavy

aml amz o amn cm

a pomocou ERO upravime rozSireni maticu na trojuholnikovi (nie nutne redukovanu
trojuholnikovi), €o je vzdy mozné. Dostaneme tak maticu tvaru

Gy Co Cs o Gy Cya o G, 4
0 ¢, 63 o Gy Cpn - G, 4
0 0 ¢y o ¢, Gy - G, d
0 0 0 .. ¢, G - G, 4,

K takto upravenej matici napiSeme prislusnu sustavu, ktora je spdvodnou sustavou
ekvivalentna (pouzivali sme ERO), t.j. ma tl istd mnoZinu rieSeni.

CLuXy €%, 03X+t 0 X, +C X et e, = d,
CyaXy +Cy 3 Xy it Cy X, +Cp 1 Xy Tt 6y X, = d,

CysXy Hont Cy X, +Cy Xy ot G X, = d,

ConXn T CppaXp Too T 6, X, = d,

Na vyrieSenie takto upravenej sustavy pouzijeme Frobeniovu vetu a jej dosledky.
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Veta 2.1. (Frobenius) Sidstava nehomogénnych rovnic je rieSiteI’'na vtedy alen vtedy,
ked’ hodnost’ matice ststavy sa rovna hodnosti rozSirenej matice ststavy.

Dosledok 1: Ak /i(A) = h(A") = n (n je pocet neznamych), potom ststava ma prave jedno
rieSenie.

Désledok 2: Ak h(A) = h(A") < n (n je pocet neznamych), potom siistava ma nekonecne
vel’a rieSeni a n-/ neznamych mozno 'ubovol’ne zvolit’.

Dosledok 3: Ak i(A) # h(A"), potom sustava nema rieSenie.
Postup si teraz ozrejmime na prikladoch.

Priklad 2.1.

Rieste sustavu:
x+2y+z- t=1
2x+3y -z +2t =3
4+ 7Ty +z =
Sx+ Ty -4z+ 7t =10

1 2 1 -1 1
“r 1 . . , , 2 3 -1 2 3
Rozsirenad matica tejto sistavy ma tvar
7 1 0 5
57 -4 7 10

Pouzitim ERO upravime postupne rozSirenl maticu na trojuholnikovli maticu.
Najskor k 2. riadku pri¢itame (-2)-ndsobok 1. riadku, k 3. riadku pri¢itame (-4)-ndsobok 1.
riadku a k 4. riadku pric¢itame (-5)-nasobok 1. riadku.

1 2 1 -11

. 0 -1 -3 4 1
Dostaneme maticu .
-1 -3 4 1
0 -3 -9 12 5
1 2 1 -1 1
. . 0o 1 3 -4 -1
Potom vynasobime 2. riadok ¢islom (-1). Dostaneme maticu 0 -1 -3 4 1

0 -3 9 12 5
Napokon k 3. riadku pri¢itame 1-nasobok 2. riadku a k 4. riadku pri¢itame 3-nésobok 2.

1 21 -1 1
. ) 01 3 -4 - .
riadku, ¢im dostaneme maticu 000 0 , vV ktorej eSte vymenime posledné dva
000 0 2
1 21 -1 1
. . ) 013 -4 -1
riadky. Dostaneme tak trojuholnikovi maticu
000 0 2
000 0 O
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Ststava zodpovedajtica poslednej matici ma tvar:
x+2y+ z- t=1

y+ 3z-4r=-1
0=2
0=0

Je zrejmé, Ze tretej rovnici tejto stistavy nevyhovuji Ziadne Cisla a slistava nema rieSenie.
Povedané v re¢i matic: h(4)=2, h(4")=3 a podl'a dosledku 3 stistava nema rieSenie.

Priklad 2.2.
Rieste sustavu:
x-2y+t4z+ t =-6
2x+3y - z+2t= 13
3x+ y+3z+3t= 7
x+5 -5z+ t=19
Podobne ako v predchadzajicom priklade napiSeme prislusnu rozSirent maticu stustavy
1 -2 4 1 -6
2 3 -1 2 13
31 3 3 7
1 5 -5 1 19
Najskor k 2. riadku pri¢itame (-2)-ndsobok 1. riadku, k 3. riadku pri¢itame (-3)-ndsobok 1.
riadku a k 4. riadku pric¢itame (-1)-nasobok 1. riadku.
1 -2 4 1 -6
0 7 -9 0 25
7 -9 0 25|
0 7 -9 0 25
Nésledne k 3. riadku pri¢itame (-1)-ndsobok 2. riadku a taktiez k4. riadku pricitame
1 -2 4 1 -6

a pomocou ERO ju upravime na trojuholnikovi maticu.

Dostaneme tvar

. ) ) 0O 7 -9 0 25
(-1)-nasobok 2. riadku. Dostaneme trojuholnikovu maticu o 0 ol
0O 0 0 0 O

K takto upravenej matici napiSeme prisluSnu ststavu:
xX-2y+4z+ t =-6
Ty -9z+ 0t =25

0=0

0=0
Zrejme za posledné dve nezndme mdzeme zvolit’ 'ubovolné realne Cisla a zvyS$né nezname
dopocitame. Pretoze sme mohli volit' l'ubovol'né ¢isla, sustava ma nekone¢ne vela rieSeni.
Postupujeme tak, Ze za ¢ a z si zvolime I'ubovolné parametre t = p, z = ¢, p, g € R, tieto
dosadime postupne do predchadzajicich rovnic a pomocou tychto parametrov vypocitame
zvySn¢€ premenne.

Ty—0z=250 yo 25492 _25+9

7
x:—6+2y—4z—t:>x:—6+504_718q—4q_p:>
e —42+50+187q—28q—7p :>x=8_103_7p
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Napokon zapiseme vSeobecné rieSenie v tvare S = {[ 87 10;] —7p ) 2 _; % aq,PJ,P, qe R} )

Tato situdcia v re¢i matic zodpoveda dosledku 2 za vetou 2.1.

Ak do vSeobecného rieSenia dosadime za p, g konkrétne ('ubovol'né) ¢isla, napriklad g = 1,

p =0, dostaneme partikularne rieSenie (8 10 71 =70 , 25 ;9 1 L1 Oj = (_72,%,1, Oj .

Priklad 2.3.

Rieste sustavu:

x-2y+4z=0
2x+3y + z=7
3x+ y+3z=7

Podobne ako v predchédzajucom priklade napiSeme prislusnu roz§irenu maticu sustavy
1 -2 4 0
2 3 1 7] apomocou ERO juupravime na trojuholnikovi maticu.
31 37
Najskor k 2. riadku pric¢itame (-2)-ndsobok 1. riadku a k 3. riadku pri¢itame (-3)-nasobok

1 -2 4 0
1. riadku. Dostaneme tvar |0 7 -7 7 |. Nasledne k 3. riadku pricitame (-1)-nasobok
0o 7 -9 7
1 -2 4 0
2. riadku. Dostaneme trojuholnikova maticu |0 7 -7 7.
0 0 -2 0
K takto upravenej matici napiSeme prislu$nu ststavu:
x-2y+4z=0
Ty -T7z=1
-2z=0

Z poslednej rovnice vyplyva, ze z = 0.

Z druhej rovnice dostaneme 7y — 7.0 =7,teda 7y =7, tj. y = 1.
Z prvej rovnice x — 2.1 +4.0 =0, teda x = 2.

Napokon zapieme vSeobecné rieSenie v tvare S ={(2,1,0)} .

Tato situdcia v re¢i matic zodpoveda dosledku 1 za vetou 2.1.
2.4 RieSenie homogénnych ststav
V predchadzajucej casti sme ukdzali, ako rieSime nehomogénne sustavy linearnych ronic

elimina¢nou metddou. Teraz uvedieme urcité Specifikd tejto metddy pri rieSeni homogénnych
sustav.
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xa, +...+x.a, =0

N y . y, , . y 7 , . x1a21+"'+xna2n:0
Podl’a definicie, homogénna ststava linearnych rovnic ma tvar: )

+...+xa =0

xlaml n""mn

PretoZze rozSirena matica sustavy sa od matice sustavy lisi iba o stlpec pozostavajuci z nul,
v takejto sustave vzdy plati #(4)=h(A"). To znamend, ze takato sustava je vzdy rieSiteIna.
Mo6Ze mat prave jedno rieSenie alebo nekoneCne vela rieSeni, Co zistime pouZitim

Frobeniovej vety a jej dosledkov.

Poznamka:

RieSenim takejto sustavy je zrejme n-tica (0,0,...,0), ¢o mdézeme overit dosadenim. Toto
rieSenie nazyvame trividlne rieSenie homogénnej sustavy.

Ak ma ststava iba jedno riesSenie, tak je to prave trivialne riesenie.

O netrividlnych rieSeniach nam hovori nasledujlca veta.

Veta 2.2. Sustava homogénnych linearnych rovnic ma netrividlne rieSenie prave vtedy,
ak h(A)< n.

Priklad 2.4.

Rieste ststavu:
x-2y+4z+ t =0
2x+3y - z+2t =0
3x+y +3z+3t =0
x+5y-52+ ¢t=0

1 -2 4 10
o . , , 2 3 -1 20 ) )
Rozsirena matica sGstavy ma tvar 31 3 3 Postupne ju wupravime na
1 5 510

trojuholnikovh maticu. Najskor k 2. riadku pric¢itame (-2)-nasobok 1. riadku, k 3. riadku
pricitame (-3)-ndsobok 1. riadku a k 4. riadku pri¢itame (-1)-nasobok 1. riadku.

1 2 4 10

0 7 -9 00 , . v . .
Dostaneme tvar 0 7 9 0 ol Nasledne k 3. riadku pric¢itame (-1)-ndsobok 2. riadku

0 7 -9 00

a taktiez k 4. riadku pric¢itame (-1)-nasobok 2. riadku. Dostaneme trojuholnikovii maticu
1 -2 4 10

0 7 -9 00
0 0 0 0 0}
0 0 0 00

K takto upravenej matici napiSeme prisluSnu ststavu:
x-2y+4z + t =0

Ty -9z +0t =0
0=0
0=0
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Tak ako v priklade 2.2., za posledné dve nezndme médzeme zvolit' l'ubovolné redlne cisla
azvy$né nezname dopocitame. Pretoze sme mohli volit' T'ubovolné Ccisla, sGstava ma
nekonecne vela rieSeni. Za ¢ az si zvolime 'ubovolné parametre t =p, z=¢, p,q € R a

pomocou tychto parametrov vypocitame
9 9
7y—9z=0:>y:722>y=7q

x=2y—4z—t:>x=¥—4q—p:>x

:18q—278q—7p e —10q7—7p

) . . -10g-7p 9
Vseobecné riesenie nakoniec zapiSeme v tvare S = {(%,761, q, pj, p.q € R}.

Poznamka:
Ak za p, g dosadime do v§eobecného rieSenia 0, dostavame trividlne rieSenie.

2.5 Maticovy zapis sustavy, rieSenie sistavy pomocou inverznej matice

Nech sustava linearnych rovnic je dand v maticovom tvare AX=C (tak ako sme to uviedli
v podkapitole 2.1). Nech k matici 4 existuje inverznd matica A™' (teda 4 je $tvorcova a
regularna). Ak rovnicu AX=C vynéasobime zlava inverznou maticou A" (pozor na to, Ze
musime nasobit’ zI'ava, lebo pre nasobenie matic neplati komutativny zakon), dostavame:

AX =C
AlA4x)=4".Cc
(A'.A4).X=A4".C

I.X=A".C

X=4".cC

I P vy , . ’ cs ey ST < ,
Teda X=A4"C je rieSenim sustavy. Pri predchddzajicej Gprave sme pouZili asociativny zakon
pre nasobenie matic, definiciu inverznej matice a skutocnost’, ze I, je neutralny prvok pre
nasobenie matic.

Poznamka:

Pozorny citatel’ si iste vSimol fakt, ze touto metddou mdzeme riesit’ iba sustavy, kde pocet
rovnic je rovny poctu neznadmych a naviac matica sustavy musi byt regularna. Ina¢ by totiz
neexistovala inverznd matica. Gaussova eliminacnd metdda takéto obmedzenia nema a je
vSeobecne pouziteI'na na rieSenie sustav linearnych rovnic.

Priklad 2.5.
Vyrieste ststavu z prikladu 2.3 pomocou inverznej matice.

Sustava ma tvar:

x-2y+4z=0
2x+3y + z=7
3x+ y+3z=7
1 -2 4 0
Matica ststavy A={2 3 1|aC=|7
31 3 7

Najskor vypocitame inverzni maticu k matici 4.
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Urobime to tak, ze maticu A rozSirime o jednotkovu maticu a upravime ju na redukovanu
trojuholnikova maticu. Pri tomto postupe ndm v 4.-6. stlpci vznikne inverzna matica k matici
A.

1 -2 4]1 0 0
Maticu A4 rozsirime o jednotkovii maticu: [2 3 1[0 1 0
3 1 3|0 0 1

Pri¢itame k 2. riadku (-2)-ndsobok 1. riadku a k 3. riadku pri¢itame (-3)-nasobok 1. riadku:
1 2 4|1 00
0O 7 -7/-2 10
0 7 -9/-3 0 1

1 2 411 0 O
Teraz pri¢itame k 3. riadku (-1)-nésobok 2. riadku:|0 7 -7|-2 1 O
0 0 -2|-1 -1 1
1 -2 4|1 0 O
Posledny riadok vynasobime ¢islom (-2): |0 7 -7|-2 1 0
o o 1L 12
2 2 2
1 2 471 0 O
. , . 3 9 -7
Pri¢itame k 2. riadku 7-nasobok 3. riadku: |0 7 O 53 7
o o 1|1 L
2 2 2
1 2 4]1 0 O
. o, 1 3 9 -1
Druhy riadok vynasobime ¢islom —: |0 1 0| — — —
7 14 14 2
o o 1|+ 1
2 2 2
1 0 4 2018 -1
14 14
. , . 3 9 -1
Pri¢itame k 1. riadku 2-nasobok 2. riadku: |0 1 0| — — —
14 14 2
oo 1]+ L
2 2 2
ool 0y
14 14
o . ; . 3 9 -1
Pri¢itame k 1. riadku (-4)-ndsobok 3. riadku: ([0 1 0| — — —
14 14 2
oo 1|+ 1 2
2 2 2
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Na vypoget riesenia pouZijeme vztah X = 4”.C.

Inverzna matica A~ =
)
14 14
A'.C = i 2
14 14
11
2 2

1
=
-1
2

-8 -10
14 14

39 -l
14 14 2
R
2 2 2

Napokon zapi§eme obor pravdivosti v tvare P = {(2, 1, 0)} .

2.6 Ulohy

Zostavte matice zodpovedajuce danym stistavam rovnic a pokuste sa ich upravit’ pomocou
ERO na redukovanu trojuholnikovi maticu.

! x+ y=4 y+3z=3
x+2y=17 4. 2x+10y+ z=5
x+ 3y =2

X+ y+ z= 6
2. 2x+2y+ z=11 x+ 2y+3z=5
X+ 3z=6 5. 2x+10y+ z=5

3x+12y+4z=2
a+ b+ c+ d=2

3 2a+3b+ d=5 xX+2y+z=5
' b+3c+ d=1 6.
a-5b+ c+2d=-4

—2x+2y+3z=35
6y+5z=15

RieSenie:

11 4) (11 4) (101
127}[013}[013}

2.

111 6)(1 1 1 6 (1L 1 1 6 (1L 1 1 6
2 2 1 11[~[0 0 -1 —1]|~[0 -1 1 —1]|~[0 1 -1 1|~
103 6)lo-12 0)Jlo-120)l0-1 20
10 3 6)(1 003

~0 1 -1 1|~[0 1 0 2

00 1 1)l00 11
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1 0

0 1 -1
00 I 040
00 -12 -5 0

1
1
0
0

AN N —

S N

N o— <t

— O O

2 10
0

|

?]

3
2 10 1
3 0 2

1

=11 -11

0 0

) (Ve oo
2_3__6_
(Ve
e Ple o
(e — O
— o O
l
7\

on
5<_J_61I_.
o Plo
N —  \O
- o O
N—
l
7~ N\
on
w Po=
|
o P
N O ©
—_ O O
N——
l
R
v N A
N — <t
o
o =2 d
— O N
N—

I

5

2 1
0 6 5 15
0 6 5 15

1 21 5 1
-2 2 3 5|~
0 6 5 15

|

a+2b+ c=14

a+2b +3c=14
2a

14
~7

a+2b+3c=

Rieste sustavy rovnic:
2a

=7

-3c=
-11

—4b-5c¢

9.

=7
21

—3c=

2a

—-3c=

7.

a—2b-6¢

2a+5b— ¢c=9
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Riesenie:
7.
1 2 3 14) (1 2 3 14) (1 2 3 14\ (1 0 17 -52
2 0 -3 -7|~|0 -4 9 35|~|0 1 -7 —19|~|0 1 -7 —19 |~
25 -1 9)1lo 1 -7 -19) 0 -4 -9 -35) (0 0 =37 —111
1 0 17 -52 0 0
~0 1 =7 -19|~/0 1 0 2 K ={[1;2;3]}
00 1 3 0 0 3
8.
3 7
1 0 =2 =
1 2 3 14 203 14y (P23 14 2 2
20 3 71-10 49 35|-j0o1 2 2|01 2
1 2 -6 -21) (0 4 9 35 4 4 44
e T 00 0 0 00 0 0
a—ic———:a——z——c
27 2 2 7 3 35 9
=<|—=—=c;—-—=c;c|;ceR
9 35 35 9 2 274
b+—c=—=b=—-—c

12 1 14) (1 2 1 14)(1 2 1 14
2 0 3 -7|~[0 4 -5 35|~|0 4 -5 35| K={]
0 4 -5 -11) 0 -4 -5 —11) 0 0o o 24

Pri rieSeni ststavy 4 linearnych rovnic s neznamymi x, y,z,¢ sme postupovali upravou na

redukovant trojuholnikovu maticu. ZapiSte mnozinu rieSeni. Ak je mnozina rieSeni
nekonecnd, uved'te navyse aspoi dve konkrétne rieSenia.

1 000 3 1 000 3 1 400 3
01 00 -5 01 0 0 -5 0000 -5
12. 14.

10,00102 00103 0010g

3 3 3

000 1 7 0 00 0 0000 O

8 1 00 -2 3 1 400 3

0003 010 L 5 150010_5

0100 -5 13 2 o000 3

11.lo 010 2 001 2 2 0000 0
3 33
0000—?7 000 0 O

42



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

1 4 00 3 1 7 0 0 -3
16 0 0 01 -5 2
’ 00 0 0 0 17. 0 0 0O 0
00 00 0 0 00 0 O
0 0 0 0
Riesenie:
10. 11.
x=3 x=3
y=-3 y=-3
2 2
zZ=— zZ =—
3 3
8 8
K:
K= 3;—5;2;—Z U
38
12.
x=3
2
- 3;,-5—=;1
y=-3 2 L 3 }
2 K=1<3-5—=;t|;teR konkr. rieSenia:
z== 3 2
3 3;—5;5;2
0=0
13.
x=2t=3
2
y+lt:—5 P 3;—5;3;0}
2 K= [3+2t;—5——t;———t,t}teR konkr. rieSenia:
2 2 2 3 3 11
Zr3=3 5-—30;1
3 3 2
0=0
14. 15.
x+4y=3 x+4y=3
0=-5 =-5
K =
: K={} 3 Y
z=—
3 =0
0=0
16.
x+4y=3
t=-5 [3;0;0;-5]
K=33-4y;y;z;-5|;v,z€e R konkr. rieSenia:
0=0 {[ i ] 4 } [—1;1;1;—5]
0=0
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17.
x+7y=—% 3
0=0 K:{—%—U/,y,z,t}y,z,teR} konkr. rieSenia:
0=0
0=0
Rieste sustavy rovnic:
13 a+2b+3c+d=14 a+b+c+d=4
Ca-3c+d=-2 19. a—3c+d=-1
2a+3d+c+b=17
Riesenie:
18.
1 2 3 1 14y (1 2 3 1 14) (1 0 -3 1 =2
1 0 -3 1 =2 0 2 -6 0 -16 01 3 0 8
L [2800]
K = {[—2+3c—d;8—3c;c;d];c,d € R} konkr. rie$enia:
[0;5;1;1]
19.
1 1 1 1 4y (1 1 1 1 4 (1 1 1 1 4y |1 0 -3
1 0 31 -1{~|0 -1 4 0 -5|~|]0 1 4 0 5(~|0 1 4
21 1 3 7 0—1—11—100314001
1 00 2 3
~10 1 O _—4 _—1 K= 3—2d;—l+id;i 1d;af ;d eR
3 3 3 °3
001 L 2
3 3
C 1 4
konkr. rieSenia: 3;—5;5;0 [1;1;1;1]
Vytvorte ststavy s danymi mnoZzinami rieSeni:
20. K ={[7.3,2,4]e R*}
21. K ={[2a,a,3]€ R’ :a e R}
22. K={[2,3+1,{]eR :teR}
Riesenie:
20. 21. 22.
a=7 b=3 x=2y x=2
c=2 d=4 z=3 y=3+z
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