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10 Urcity integral, jeho vypocet a aplikacie
10.1 Motivacia k urcitému integralu

Uvodom sa budeme zaoberat’ jednou ulohou st
z geometrie, rieSenie ktorej vedie k zavedeniu
pojmu urcity integral. 4

Uloha o ploSnom obsahu: at
Zvolme si v rovine pravouhly suradnicovy

systtm. Nech funkcia f (x) je spojita na 2}
intervale <a,b> a nadobuda na tomto intervale
nezaporné hodnoty, tj. f(x)>0 pre kazdé
x € (a,b). Graf funkcie f(x) na intervale

<O;5> je znazorneny na obr. 10.1.

Obr. 10.1

Nech f(x) je nezaporna spojita funkcia .|

definovana  na intervale <a,b> . Priamky /
x=a,x=b,y=0 a graf funkcie y=f(x) _

ohranicuji geometricky rovinny utvar, ktory ;|
nazyvame krivociary lichobeZnik L.

Teda L je mnozina bodov .|
L:{[x,y]eE2: anSbAOSySf(x)}

Krivociary lichobeznik ohranieny priamkami
x=0,x=5y=0 a grafom funkcie ° 1 2 3 4 5

f(x) =x+3sinx je znazorneny na obr. 10.2 Zltou farbou. Obr. 10.2

Chceme urcit’ plosny obsah krivociareho lichobeZznika L. Ponlika sa ndm tu prirodzene tato
myslienka: rozde'me interval <a,b> deliacimi bodmi x,,x,,..,x, , na n casti. Nech bod

a=xpb=x, (@=X9<X]<(X2< ... <X;i_]<X; ... <X, =Db). Rovnobezkami s y-ovou osou,

prechadzajicimi bodmi x; pre i€ {1,2,...,n—1}, rozdelime krivociary lichobeznik L na n

krivociarych lichobeznikov. Funkcia fje podla predpokladu spojita na <a,b> , Z ¢oho vyplyva,

ze je spojitd na kazdom uzavretom intervale <x,._1,xl.>. Preto ma na kazdom uzavretom

intervale <xH,xl.> minimum aj maximum. Oznaéme min f (x): m;, max > f (x):M i
P weli %,

Ax, = x, —x,, . Obdizniky so stranami dizok Ax, a m; tvoria stupfiovity mnohouholnik Q
vpisany do krivociareho lichobeznika L s ploSnym obsahom F, = ZmiAxi. Obdizniky so
i=1

stranami dizok Ax, a M; tvoria stupiiovity mnohouholnik R opisany krivogiaremu
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lichobezniku L o ploSnom obsahu P, = ZM Ax; , kde ZAxi =b-a je dizka zékladne
i=1 i=1

krivociareho lichobeznika.

Na obrazkoch 10.3 a10.4 st =znazornené stupiiovit¢ mnohouholniky pre delenie

a=x,=0,x,=1,x,=2,x,=3,x,=4,x, =b=5.

BN 5T

e 4_

Obr. 10.3 Obr. 10.4

Je zrejmé, ze pri 'ubovolnom deleni intervalu <a,b> krivoc€iary lichobeznik L obsahuje

vpisany mnohouholnik Q a je obsiahnuty v opisanom mnohouholniku R, t.j. plati

D> mAx, <P, <Y MAx, .

=l it
Poznamka:
Ak zvicsime poéet deliacich bodov, potom sa dizky Ax, zmenguju. Preto sa aj rozdiel medzi
prislusnymi ploSnymi obsahmi vpisanych a opisanych stupniovitych mnohouholnikov stale
zmenSuje a teda Cislo P, bude stale presnejSie urené predchddzajucimi nerovnostami.
Geometrickd interpretacia zahustovania deliacich bodov je zndzornend na obrazkoch 10.5
a 10.6.

5T ERS

™~

2 3 4 5 1 2 3 4 5

Obr. 10.5 Obr. 10.6

Na obr. 10.5 je modrou farbou vyjadrené prave ,spresnenie dolného odhadu® obsahu P,
oproti obr. 10.3. Podobne na obr. 10.6 je zelenymi obdlZznikmi vyjadrené ,,spresnenie horného
odhadu* obsahu P, oproti obr. 10.4.
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Pri postupnom zjemiiovani delenia intervalu pouzitim limitného procesu dostaneme

n n b
}11133(2 ml.Axij =P = 1&{1@[2 M ,.Axl.j. Tato limitu oznadujeme j f(x)dx acitame integral
i=1 i=1 "

od a po b z funkcie f(x).

b
Funkcia f, pre ktoru existuje I f (x)dx , sa nazyva integrovatel’'na na intervale <a,b> .

DalSie aplikacie ur¢itého integralu:
Urcity integral ma omnoho SirSie vyuzitie ako len pri vypocte obsahov. V geometrii nim
mozno ur¢it’ objemy ¢i dlzky kriviek. Vo fyzike a technickych vedach sa mnohé velic¢iny
vyjadruji pomocou integralov. Napriklad draha prejdena pri priamociarom pohybe, ktorého
rychlost je vyjadrena ako funkcia ¢asu v(r), v &asovom intervale (1,1,) je vyjadrena

153
rovnicou s = Jv(t)dt. Praca vykonana silou F(x), ktord posunie teleso po priamej dréhe

gt

b
v smere osi x z bodu a do bodu b je vyjadrend rovnicou W = IF (x)dx. Podobnych prikladov
st vo fyzike stovky.
10.2 Veta o vypo¢te urcitého integralu

Nasledujuca veta charakterizuje vztah medzi urcitym a neurCitym integralom a sluzi pri
vypocte ur¢itého integralu.

Veta 10.1
Nech f(x) je funkcia integrovatePna na (a,b) a nech funkcia F(x) je spojita na

intervale (a,b) anech je primitivnou funkciou k funkcii f(x) na intervale (a,b).
b

Potom plati If(x)dx =F(b)-F(a).

Tento vztah nazyvame Newtonov - Leibnizov  vzorec azapisujeme ho

If(x)dx:[p(x)]j — F(b)-F(a).

5
Priklad 10.1 Vypo&itajte j x’dx .
2

RieSenie:
[ra=] D] o8 2 12508 117
0 3, 3 3 3 3

Priklad 10.2 Vypocitajte I sin xdx .
0

RieSenie:
jsinxdx = [—cosx]z =(—cosz)—(-cos0)=—(-1)—(-1)=1+1=2

0

149



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

Priklad 10.3 Vypogitajte [ In xdx.
1
RieSenie:
Najprv najdeme primitivnu funkciu k funkcii In x . Pouzijeme metodu per partes.

u=lnx V=1 !
jlnxdx:_[l-lnxdx: | :x~lnx—j—-xdx :x-lnx—jldx:x~lnx—x+c
x

u =— V=X
X

[ vdx =[x v 2] = (e-Ine—e)~(1-n1-1) = (e:1=¢)~(1-0-1) = 0 (~1) =1

Priklad 10.4 Vypocitajte j—+4d

X +4x+8
Riesenie:

Najprv najdeme primitivnu funkciu k funkeii . Pouzijeme substitu¢ni metodu.

2

X" +4x+8
+4x+8=
J- 22x+4 X 1n|t|+c ln|x +4x+8|+c
X +4x+8 (2x+4)dx
2
[ 2rd g =[In|x’ +4x+8|] 1n|22 +4:2+8~In[I’+4:1+8) =In20-In13 = 1n(20j
X" +4x+38 13
10.3 Obsah plochy pod grafom funkcie
V podkapitole 10.1 sme definovali krivocCiary 3
lichobeznik. Priklad krivociareho lichobeznika
T ) I1<x<4 ]
spliajiceho  nerovnosti je
0<y<x .

znazorneny zltou farbou na obr. 10.7.

Veta 10.2

Ak mnoZina 4 je krivoc¢iary lichobeZnik,

potom jej ploSny obsah vypocitame podl’a
b

vzorca P(A) :!:f(x)dx

Obr. 10.7
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Priklad 10.5 Vypocitajte obsah krivoc¢iareho lichobeznika z obrazku 10.7.
Riesenie:

ff )dx = j\/—dx jzdx_ X {2"5}4:2'4“/2_2'1“ 16 2_14

3 3 3 3 3 3

Nech f(x)a g(x) st spojité funkcie na uzavretom intervale (a,b).

a<x<bh

MnoZinu bodov[x, y] v rovine, ktoré spiiiaji nerovnosti , nazyvame
gx)<y< fi(x)
elementarna oblast’ typu x, y.
2
Priklad elementdrnej oblasti typu x, y spliajucej _
o 1<x<2 . Y
nerovnosti je znazorneny Zltou farbou
x’—4<y< \/;
na obr. 10.8. ]
Veta 10.3 -1
Nech funkcie f(x)a g(x) st spojité na <a,b>,
_ 2
g(x)< f(x). Plo¥ny obsah mnoZiny A bodov v - yZx -4
. e . asx<b
rovine, ktoré splnajua nerovnosti , Je -3
g <y< f(x) /
b
dany vzt’ahom P I dx T

Obr. 10.8

Priklad 10.6 Vypocitajte obsah elementarnej oblasti z obrazku 10.8.
RieSenie:

2

2 ——
S
I
—
—_—
Py
|
—_
=
[38)
|
I
N—
N —
S
I
E
N | W
|
7~ N\
w|><
|
N
N—
I
1
[\)
=
Py
|
| =
N
L 1
[3e]
I

3
1 1
2 I
2242 2 ) (20N T, ) 428424 2-1412 3+4\2
3 3 3 3 3 3 3
Priklad 10.7 Vypocitajte ploSny obsah Casti roviny ohranicenej krivkami

y=—x’+4x-2, y=2—x.
Riesenie:
Situaciu si graficky zndzornime na obr. 10.9.
Najprv ur¢ime priese¢niky oboch kriviek.
2
X" +4x-2=2-x

0=x"-5x+4
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D=(-5)"-41-4=9

I ) I S
o210 2

(—5)+J§:5+3 4

Cast’ roviny ohrani¢ena krivkami
y=-x>+4x—-2, y=2—x je teda elementarna oblast’

1\
X, = 21 > / 1 2 3 p
2

typu x, y spifiajica nerovnosti
1<x<4 -3

2-x<y<—x*+4x-2

Jej obsah ur¢ime podrla vety 10.3. Obr. 10.9
b 4 4

P(A)= I(f(x)—g(x))dx = J((—xz +4x—2)—(2—x))dx = j(—xz +5x—4)dx =

a 1 1

.3 2 Y3 e 3 12
XY A = A L SRR B el SO SRR I
3 2 1 3 2 3 2

_—64+40—16 B —_1+§_4 :—128+240—96+2—15+24:£=2
3 3 2 6 6 2
Poznamka:

Ak cast’ roviny, ktorej plochu madme vypocitat, nie je elementdrnou oblastou, ale sa da
napisat’ ako zjednotenie kone¢ného poctu elementarnych oblasti, tj. 4=4U4,U..U4,,

pricom dve rézne mnoziny nemaju  spolo¢né  vnatorné  body, potom
P(A)=P(A)+ P(4,)+..+ P(4).

Priklad 10.8 Vypoditajte plosny obsah Casti roviny ohranicenej krivkami y=x>, y=2-x a
osou X.

RieSenie:

Situéciu si graficky znazornime na obr. 10.10. Oblast’ je

tam rozdelena na 2 Casti: zIti a modru. 2

Najprv uréime priese¢nik kriviek y=x>, y=2—x.
x'=2-x

¥ +x-2=0 1
D=12—4~1~(—2)=9

19 —1-3

X = -2
2-1 2
“1+4/9  -1+43 1 2
x2: = :1
2-1 2

Obr. 10.10
Na obrazku je vyznaceny prave priesecnik x;.
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Vidime, Ze ¢ast’ roviny ohrani¢end krivkami y=x’, y=2—x a osou x nie je elementdrna
oblast’ typu x, y, pretoZe je zhora ohrani¢ena dvoma roznymi krivkami. Da sa vSak rozdelit’ na
dve elementarne oblasti typu x, y — zItd a modrd. ZItd (oznaéme ju A) spliia nerovnosti

0<x<l1 , . . . 1£x<L2 =, ,
, » modra (oznaCme ju B) splha nerovnosti . Ich obsahy ur¢ime podl'a
0<y<x 0<y<2-x

vety 10.3 a napokon ich s¢itame.

p(A):f(f(x)_g(x))dx:j(xz_o)dx:szczx{ﬂl :(1?)_(%}%

a 0 0 0

Plogny obsah &asti roviny ohrani¢enej krivkami y =x*, y=2—x a osou x je %

10.4 Objem rota¢ného telesa

Nech je v priestore dand rovina a v nej pravouhly suradnicovy systém. Nech funkcia
f(x) je spojitd a nezaporna na<a,b>. Teleso, ktoré opiSe elementarna oblast’ ur€ena funkciou

f(x) na intervale(a,b> pri rotacii okolo osi x nazyvame rotacnym telesom urcenym

funkciou f'(x)na intervale <a,b> . (obr. 10.11)
Tak ako pri vypocte plosného obsahu, aj
v tomto pripade urobime delenie intervalu <a,b>

avintervaloch delenia nahradime krivociare 1
rota¢né teleso vpisanym valcom s polomerom m; /,f"'
a opisanym valcom s polomerom M;. Pre objem 7
_'I -
telesa V; plati: L S
'\
am]Ax, <V, < aM[Ax,, S

kde mm’Ax, je objem valca vpisaného a zM[Ax,
je objem valca opisaného telesu 7.

Ak s¢itame nerovnosti pre i =1,2,...n, dostaneme

iﬂmfoi <V < iﬂMfoi.

i=1 i=1

Obr. 10.11

Ak budeme zjemmiovat' delenie intervalu, objemy vpisanych a opisanych valcov sa budu
priblizovat’ k objemu rotacného telesa. Ak prejdeme k limitnému procesu (delime na
nekonecne vela Casti) ziskame pozadovany objem. Takyto limitny proces vedie k urcitému
integralu, ktory je opisany v nasledujlcej vete.
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Veta 10.4
Nech A4 je krivociary lichobeznik, t.j. mnoZina bodov v rovine uréena nerovnost’ami

a<x<bh
. Potom objem telesa, ktoré vznikne rotaciou tejto oblasti okolo osi x, je
<y<
0<y<f(x)

b
dany vzt'ahom V = 7Z'I f(x)dx.

Poznamka:

Podobnymi tvahami, ako sme pouzili pri odvodzovani plosného obsahu elementarnej oblasti,
by sme odvodili vzorec na vypocet objemu rotaéné¢ho telesa, ktoré vznikne rotaciou
elementéarnej oblasti okolo osi x.

Veta 10.5
Nech A je elementarna oblast’ vrovine, ktorej body [x, y] spiliajii nerovnosti
a<x<b
. Potom objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou tejto oblasti
0<gx)<y<f(x)

b
okolo osi x, je dany vzt'ahom V = 7Z'J‘ ( f(x)- gz(x))dx .

Priklad 10.9 Vypocitajte objem rotacného telesa znazorneného na obrazku 10.11.
Riesenie:

Rotacné teleso vzniklo rotaciou krivoéiareho lichobeznika wuréeného nerovnost'ami
0<x<4

0<y<+x

V= ﬂjfz(x)dx = ﬂi(x/;)z dx = ﬂj“xdx = 7{%}4 = 7{4—2—0—2J =87

. Jeho objem uré¢ime podrla vety 10.4.

Priklad 10.10 Vypocitajte objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou elementarnej
oblasti ohranigenej krivkami y = x*,y* = x okolo osi x.
Riesenie:

Situaciu si graficky znazornime na obr. 10.12.

Najprv uréime priese¢nik kriviek y =x>,y=x.

x’=x 1
xX*=x=0
X (x — 1) =0
x =0
x, =1 1
Je to elementarna oblast uréend nerovnostami
0<x<l1 o . ,
R . Jej objem ur¢ime podla vety 10.5.
x*<y<x

Obr. 10.12
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b

2 2 1 2 4 : 3 P r 0 0 2
V=7Z'|.(f (x)—g (x))dxzﬁg(x —-X )dx:ﬂ{%—%} :ﬂ{[?—?J—(?—?Hzg

a 0

10.5 Ulohy
Vypocitajte.
3
1. I(x3+3x2+7)dx
1
Riesenie:
3 4 3 34 14
j(x3+3x2+7)dx: LTy = P73 P71 =
1 4 | 4 4

= g+27+21 - l+1+7 :ﬂ+27+21—l—1—7:&+48—8:60
4 4 4 4 4

2. j(4x6 —8x° +2x)dx

0

RieSenie:
5 7 3 5 7 3 7 3
I(4x6—8x2+2x)dx: 4i—8i+x2 = 43 —8 > +5% |- 4-0 —8 0 +0% |=
0 7 3 o 7 3 7 3
4.78125 8-125 312500 1000 937500—-7000+525 931025
= - +25= - +25= =
7 3 7 3 21 21

(sin X+ cos x)dx

W
Nh'—.wm

Riesenie:

. 5 T . - . -7
(sinx+cosx)dx=[—cosx+sinx]?, = —Cos~+sin - || —cos——+sin—- | =
2

—o [N

~(<0+1)~(-0+(-1)) =1-(-1) =2

e

4. I(x-ln x)dx

1
RieSenie: (pre vypocet neurcité¢ho integralu pozri tilohu 6 z kapitoly 9)

¢ Inx x*| (e -lne & 1?-Inl 1°
I(x-lnx)dx: -= | = _= |- N
2 4 2 4 2 4

1 1

(el e _(Q_lj_ez-l_i_(_lj_2e2—e2+1_e2+1
2 4 2 4) 2 4\ 4 4 4

NI
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5. J-sin(3x+2)dx
0
Riesenie: (pre vypocet neurcitého integralu pozri ulohu 9 z kapitoly 9)

sin(3x+z)dx{MT :(‘C"S(””)j_[“"’s@'0+2)):

3 3 3

—cos(7r+2) . cos2 cosZ—cos(;r+2) _ 2cos2
3 3 3 3

6. ety
IS{ie§enie: (pre vypolet neuréitého integralu pozri ulohu 10 z kapitoly 9)
j-ln(x—4)dx:[(x—4)ln(x—4)—x+4}z =
(5(7—4)ln(7—4)—7+4)—((5—4)ln(5—4)—5+4):
(3n3-3)—(In1-1)=3In3-3-(0-1)=3In3-3-(-1)=3In3-2

7. fJﬁdx
i

Riesenie: (pre vypocet neurcitého integralu pozri tlohu 11 z kapitoly 9)

Jz'mdx{(zx+3)-\/2x+3:l2 :((2.2+3).,/2.2+3}_[(2.1+3).MJ:

S N

0

3 1 3 3
(747 (545) 747-5-5
3 3 3
8. Vypocitajte obsah plochy ohrani¢enej suradnicovymi osami a grafom funkcie y =2x-3.
Riesenie:
a) vypocitame priese¢niky grafu so suradnicovymi osami 2
x=0..y=2-0-3=-3
3 1

y=0..0=2-x-3..x =5

priese¢niku grafu funkcie so stiradnicovymi osami st | | |

[0;-3] a [i;o} - . :
2

-1

b) pretoze celd plocha lezi pod osou x a na osi x jej

zodpoveda interval <O; %> , j&j obsah vypocitame ako -2

(2x — 3) dx , priCom znamienko ,,ignorujeme*

O L 10 | W
|
(w8}

-4
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i(2x—3)dx—[2-§—3x}; -+ —3x]§ :H%f _3.6)}(02 _3.0):%_%:_%

0

Obsah plochy ohranic¢enej siradnicovymi osami a grafom funkcie y =2x-3 je rk

9. Vypocitajte objem utvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohranicenej suradnicovymi
osami a grafom funkcie y =2x—3 okolo osi x. O aky utvar sa jedna?

-1 1 2

=,

-4
Riesenie:

a) vypocitame priesec¢niky grafu so suradnicovymi osami
x=0.y=2-0-3=-3

3

=0.0 = 2'_x—3____x=—

g 2
priese¢niku grafu funkcie so stiradnicovymi osami su [O; —3] a [%, ()}

b) pretoze celd plocha lezi pod osou x a na osi x jej zodpoveda interval <0; %> , objem

| W

2
utvaru, ktory vznikne jej rotaciou okolo osi x, vypocitame ako ﬂj 2x— 3
0
3

3

2 2 4y} )
I 2x 3 P dx = 7Z'j 4x —12x+9)dx 7{7—6x +9x} =
0 0 0

2 2 2 2 2

. @_6@)19(3} ‘[4'703‘6'0”9'0]: F_zgq o

Objem tutvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohranicenej siradnicovymi osami a grafom

funkcie y =2x-3 okolo osi x, je 9% .
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Jedna sa o kuzel' s polomerom podstavy 3 a vyskou % . Jeho objem sme mohli urc€it’ aj

takto: V = = :7z.3.§:
3 2

10. Vypocitajte obsah plochy ohrani¢enej suradnicovou osou x, priamkou x=4 a grafom
funkcie y = Jx.

5 /—"
RieSenie:
a) priese¢nik grafu funkcie so suradnicovymi
osami je bod [0;0] '
b) pretoze cela plocha lezi nad osou x a na osi x 1 2 3 4 5
jej zodpoveda interval <0; 4> o

4

jej obsah vypocitame ako J' Jxdx
0
4

4 4 1x x% :[2xx/;}4:[2.4.\/Zj_(2.0.\/6}:2-4-2:16

3 3 3 3 3

— 0
2 1o
Obsah plochy ohranicenej stiradnicovou osou x, priamkou x=4 a grafom funkcie y = Jx je
16

3

11. Vypocitajte objem utvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohrani¢enej stradnicovou osou
x, priamkou x=4 a grafom funkcie y = Jx okolo osi x. O aky utvar sa jednd?

RieSenie:
a) priesecnik grafu funkcie so suradnicovymi osami je bod [0; O]

b) pretoze celd plocha lezi nad osou x a na osi x jej zodpoveda interval <0; 4> , objem utvaru,
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4
2
ktory vznikne jej rotaciou okolo osi x, vypocitame ako EJ‘(\/; ) dx

4

) et ] {2

0 0

Objem utvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohranicenej stiradnicovou osou x, priamkou x=4
a grafom funkcie y = Jx okolo osi X, je 8.

Jedna sa o rota¢ny paraboloid.

12. Vypocitajte obsah plochy ohranic¢enej siradnicovou osou x a grafom funkcie y =sinx pre
xXe <0; 7z> .

Riesenie:
a) priese¢niky grafu funkcie so
stradnicovymi osami st [0;0]a [7;0]

b) pretoze cela plocha lezi nad osou x a na
osi x jej zodpoveda interval <0;7z>, jej -1

obsah vypocitame ako Isin xdx
0

]asinxdx =[-cosx]; =(—cosz)—(—cos0)= (—(—1))—(—1) =1+1=2

0
Obsah plochy ohrani¢enej suradnicovou osou x a grafom funkcie y =sinx pre x e <O; 7r>
je 2.

13. Vypocitajte objem utvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohranic¢enej siradnicovou osou x
a grafom funkcie y = sinx okolo osi x. O aky utvar sa jedna?

-1

Riesenie:
a) priese¢niky grafu funkcie so suradnicovymi osami sa [0;0]a [7;0]

b) pretoZe cela plocha lezi nad osou x a na osi x jej zodpoveda interval <O;7r> , objem
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, , . . . I . v T . 2
Gtvaru, ktory vznikne jej rotaciou okolo osi x, vypo¢itame ako 7zJ-(s1n x) dx
0

Najprv vypocitame j(sin )c)2 dx .

u=sinx v'=sinx

J‘(sin)c)2 dx = jsinx-sinxdx :{ } = sinx(—cosx)—j—cos2 xdx =

u'=cosx v=-—cosx

—sinx-cosx+jcoszxdx:—sinx-cosx+f(l—sin2)xdx:—sinx-cosx+x—jsin2xdx
. 2 . )

I(smx) dx:—smx-cosx+x—_fsm xdx

Z-J.(sinx)2 dx = x—sin x-cosx

J‘(sinx)z dr — x—sin;cosx

o 2 x—sinx-cosx | T —SIN7T-COST 0—sin0-cos0
ﬂj(smx) dx=rm f = 5 — 5 =

e

Objem ttvaru, ktory vznikne rotaciou plochy ohranicenej suradnicovou osou x a grafom
2

funkcie y = sin x okolo osi x, je %

Jedna sa o teleso podobné na rotacny elipsoid.
14. Vypocitajte obsah plochy ohrani¢enej grafmi funkcii y =x* —4x—4 a y=5+2x—x".

RieSenie:
a) vypocitame priesecniky grafov funkeii 6

y=x'—4x-4ay=5+2x—x"
X —4x—4=5+2x—x"

3-33 3433
2 72

b) pretoze na intervale < > je graf funkcie y =5+2x—x’ nad grafom funkcie

¥y =x" —4x—4, obsah plochy medzi grafmi vypoéitame ako
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34343
2
I [(5+2x—x2)—(x2—4x—4)]dx
3-343
2
34343 3+343 34343
2 2 3 2
54 2x—x*)—(x?—4x—4)|dx = 9+6—22d:{9+32—2i =
33.:/5 |:( X—X ) (X X ):| X 3.3[/5( X X ) X X X 3 _3_3;/5
2 2
[ 2(3“@3' ‘ 2(3_3@3‘
9(3+3J§J [3+3J§J2 2 [3—3@} (3—3\5}2 2
= +3 - 9 +3 - =
2 2 3 2 2 3

2742743 108+54V3 _ 270+162\/§}
2 4 2

[162+162/3 +324 41623 -270—162+/3 |

2 4 12

272743 108-54/3 _ 270—162\/5} _

12

12 12

1

216+162ﬁ}{216—162@} _ 32142\6 3

162—162\/§+324—162\/5—270+162\/§}_
12

Obsah plochy ohranicenej grafmi funkcii y = x> —4x—4 a y=5+2x—x> je 27/3.
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