Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

1 Matice a ich vlastnosti

1.1 Sustavy linearnych rovnic a matice
Pojem stistavy a jej rieSenie

Priklad 1.1 V mnozine redlnych Cisel rieSte sustavu rovnic
x-2y+4z+ t = -6

2x+3y- z +2t =13

2x+5y+z+ t= 8

3x+ y+3z+ ¢ 1

RieSenie:

Zo strednej Skoly vieme, Ze rieSenim takejto ststavy je Stvorica redlnych cisel, ktora je

rieSenim kazdej rovnice sustavy. Pre dant sustavu je to naprikladx=1,y=1,z=-2,¢t= 3.

Presvedcte sa o tom dosadenim do kazdej rovnice sustavy.

Taktiez zo strednej Skoly vieme, Ze na sustave rovnic méZzeme bez zmeny riesenia vykonavat

nasledujuce upravy:

1. vzajomna vymena 'ubovolnych rovnic

2. vynasobenie 'ubovol'nej rovnice nenulovym ¢islom (Citatel’ si premysli preco iba
nenulovym)

3. pripoc¢itanie 'ubovol'ného nasobku jednej rovnice k inej rovnici

Predchadzajice Gpravy ststavy sa nazyvaju ,,ckvivalentné upravy®.

Cely postup uprav si ukaZeme na priklade. Ekvivalentné Gpravy pre konkrétnu rovnicu st

v kazdom kroku vyznacené pri tejto rovnici polotuénym pismom. Napriklad: /I1-2*1

znamena, ze od druhej rovnice odpocitame dvojndsobok prvej rovnice.

x — 2y + 4z + t = -6

2x + 3y - z + 2t = 13 /I-2*1
2x + S5y + z + t = 8 /MHI-2*1
3x + y + 3z + ¢t = 1/1V-3*1

Po uskuto¢neni naznacenych ekvivalentnych Uprav dostaneme sustavu v ktorej sa neznama
X" nachadza iba v prvej rovnici:

x — 2y + 4z + t = -6
7y - 9z = 25/~%
9y - Tz - t = 20

7y — 9z - 2t = 19

DalSie Gpravy st analogické a nebudeme ich komentovat'.

x — 2y + 4z + t = -6
9 25
Yoo -7

9 - 7z - t = 20/I1-9*1I

7y — 9z - 2t 19 IV-7*11
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x — 2y + 4z + t = -6
_ 2, )
4 7 7
32 85
=z - t = ——
7 7 -1
- % = -6 '3
x — 2y + 4z + t = -6
_ 2, - 2
4 7 7
32 85
—z -t = ——
7 7
t = 3

Posledna stistava mé uz taky tvar, v ktorom pozndme neznamu #=3. Po dosadeni =3 do tretej
rovnice dostaneme rovnicu o jednej neznamej z, ktoru vieme vyrieSit. Ak takto ziskané
hodnoty dosadime do druhej rovnice vypocitame y a podobne x. Dostaneme teda hl'adané
rieSenie sustavy x=1,y=1,z=-2,¢t=3.

Pozorny Cditatel’ si iste vSimol, ze v predchazajicom postupe sa menili iba koeficienty pri
nezndmych anie samotné nezndme. To znamend, Ze staCi pracovat iba s koeficientami.
K danej sustave mdZeme priradit’ obdiZnikovii tabul’ku pozostavajiicu z koeficientov sustavy,
ktort budeme nazyvat ,rozSirenou maticou sustavy* a d’alej budeme robit' analogické
operacie na riadkoch matice, ako sme predtym robili na rovniciach ststavy. Rozsirena matica
sustavy z predchadzajuceho prikladu ma tvar (znak ~ znamend, Ze matice st ekvivalentné):

I -2 4 1 -6 1 2 4 1 -6
2 3 -1 2 13| /M-2*1 |9 7 _—9 o 25| L
2 05 1 1 8| /MI-2*1 g o _—7 _1 20| '
31 3 1 1)AV-3*1 |g 7 _9 _2 19

1 2 4 1 -6 1 2 4 1 -6
0 1 2 0 25 0 1 2 0 )
- 7 7 _ 7 7
0 9 -7 -1 20| /II-9*II o o 32 _ 8
0 7 -9 =2 19) /IV-T+II 7 7 -1
00 0 —2 -6)"%
1 2 4 1 -6
0o 1 -2 o B
7 7
0o o 32 _; 8
7 7
o0 0 1 3

K poslednej matici sta¢i napisat’ prislusnt sustavu
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x — 2y + 4z + t = -6
_ 2, )
4 7 7
32 85
=z -t = ——
7 7
t = 3

a tito nasledne riesit. Pozorny Ccitatel' si iste vSimol, Ze maticu sme upravovali na isty
»trojuholnikovy tvar. Tento pojem neskor upresnime.

Elementarne ekvivalentné Gpravy na sustavach

Elementarnymi riadkovymi dpravami na sudstave rovnic nazyvame nasledujice tri
ukony:

(i) vzajomna vymena dvoch 'ubovolnych rovnic,

(ii) nasobenie 'ubovol’nej rovnice nenulovym ¢islom,

(iii) pricitanie Pubovol’ného nasobku niektorej rovnice k inej rovnici.

Poznamky:

1. Elementérne riadkové Gpravy nemenia rieSenie sustavy.

2. Overte tuto skuto¢nost’ na priklade 1.

3. Elementarne riadkové tpravy ststavy menia iba koeficienty pri neznamych.
4. Ku kazdej sustave vieme priradit’ tabul’ku jej koeficientov (maticu) .

Z predchadzajiacich uvah je zrejmé, Ze ma zmysel Studovat matematické Struktury, ktoré
nazyvame matice. Preto sa maticiam a ich vlastnostiam budeme venovat’ v celej tejto kapitole
podrobnejsie.

1.2 Matice

V uvode tejto kapitoly sa zoznamime s pojmom matica.

Matica je obdiZnikova schéma pozostivajica z m riadkov a n stipcov. Jej prvkami su
realne ¢isla. Prikladmi matic st:

12 3
4 -1 2 2)(2 1
-1 2 302 1 0) T .
0 1 1 5)\4 2
0 2 2

Prva matica pozostava z 2 riadkov a 3 stipcov. Hovorime, Ze tato matica je typu 2x3.
Podobne, druha matica pozostava z 3 riadkov a 3 stlpcov. Hovorime, Ze tato matica je typu
3x3. Tretia matica je typu 1x3, Stvrta 2x1 a piata 2x2.

Matice budeme oznacovat’ velkymi pismenami. Ozna¢me prvu maticu pismenom A. Teda

4 -1 ‘
A= [0 ) j . Prvok, ktory sa nachadza v prvom riadku a prvom stlpci, ozna¢ime potom

ai;. Vtomto pripade a;;=4. Podobne prvok, ktory sa nachddza v prvom riadku a druhom
stlpci, oznac¢ime a; ». V tomto pripade a;,=-1. Zrejme a;3=2, a»,=0, a»,=1, a>3=1.
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1.3 Druhy matic, rovnost’ matic
V tejto Casti uvedieme niektoré zname druhy matic.

Ak polet riadkov matice 4 sa rovna poétu jej stipcov (=n), potom ju nazyvame
Stvorcovou maticou (stupna n).

1 0 0
3 1
Napriklad matica A4 :( 5 0] je Stvorcovou maticou stupiia 2 a matica B=| -1 2 1 |je
3 0 -2

Stvorcovou maticou stupna 3.
Matica C =(4) je §tvorcovou maticou stupfia 1.

Stvorcovi maticu, v ktorej a;; =0 pre vSetky i # j, nazyvame diagonalnou.

2.0 0 O
4 0 0
' 0 3 0 O , . , s .
Matice 4=|0 2 0 |aB= 00 -1 0 su diagonalne, zatial’ ¢o matica
0 0 -3
0 0 0 5

Ak v diagonilnej matici je pre vSetky i prvok a; rovny 1, nazyvame ju jednotkovou
maticou a oznacujeme /, (ak je stupna n).

1 00
Matica A4 :((1) (l)j je jednotkovou maticou stupiia 2, matica B=0 1 0| je jednotkovou
0 0 1
1 00 O
maticou stupiia 3 a matica C = 8 (1) (1) ?) je jednotkovou maticou stupna 4.
0 0 0 1

Matica, ktorej vSetky prvky si 0, sa nazyva nulovou maticou; nulovi maticu typu m x n
oznacujeme 0, ,.

Dve matice 4 typu (m x n) a B typu (r X §) sa rovnaju, ak m = r, n = s (teda su toho istého
typu)aprei=1,..,maj=1,..,nplati a;= b;.

Transponovanou maticou k matici A =(a;) typu m x n nazyvame taka maticu B = (b;)
typu n x m, pre ktoru plati b;; = a;.
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I -1 1
1 2 1 0 - .
Transponovanou maticou k matici 4={ -1 2 0 -3 | jematica B = 0 0
1 -1 0 2
0 -3 2

1.4 Operacie na maticiach

Nech A4 je matica. Maticu 4 nasobime cCislom c tak, Ze tymto Cislom vynasobime vSetky
prvky matice A.

2 1 0 -1 6 3 0 3
Teda ak matica A=|3 -2 0 O |,potom3-4={9 -6 0 O
0 1 2 =2 0 3 6 -6

Sucet matic

Suctom dvoch matic 4 typu (m x n), B typu (m x n) nazyvame maticu C typu (m X n)
s prvkami c¢; = a;; + b;; (t.j. ktorej kazdy prvok sa rovna suctu prisluSnych prvkov matic
A a B). Sticet matic 4 a B oznacujeme A + B.

2 1 0 -1 I -1 3 -1
Ak matica 4={3 -2 0 O |amatica B=[3 2 -3 1 |,potom ich stucet
0 1 2 =2 5 -1 1 =2

2 1 0 -1 I -1 3 -1
A+B=|3 -2 0 0 (+3 2 -3 1
0o 1 2 2 5 -1 1 2

241 1+(-1)  0+3  —1+(-1) 30 3 =2
343 (-2)+2 0+(-3) 0+1 |=/6 0 =3 1
0+5 1+(-1) 241 -2+(-2) 50 3 -4

Vlastnosti operacii s maticami ndm opisuje nasledujuca veta:

Veta 1.1: Ak A4, B, C st matice a c, d su Cisla, potom plati:
1.A4=A4
cA=Ac
c(dA) = (cd)A
(ctd)A=cA+dA
c(A+B)y=cA+cB
A+B=B+A
A+(B+CO)=A+B)+C
Amn+0mn = 0mn+14mn =Amn
A mn + ('I)A mn = 0mm
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Sucin matic
Poznamenajme hned’ na zaliatku, Ze sucin dvoch matic je trochu komplikovanejSie
definovany. Aj ked’ sa moze niekomu zdat’ nepochopitel'né, preco je to takto definované, ma

to svoje vazne dovody, ktoré si vysvetlime neskor.

Majme dané dve matice

a, a4, a, by, by, I
A= a, Ay a,, B= by by, - b,
aml am2 o amn bnl an T bm‘

(4 je typu m x n, B typu n x r, teda poéet stipcov matice 4 sa rovna poétu riadkov matice
B). Sticinom matic A a B nazyvame maticu C=A.B typum xr

1 G G,
C C C
21 22 2
C= ",
cm 1 Cm 2 cmr

pri¢om plati:

ij 171 in~ nj

c.=a.b .+al.2b2j +...+a. b =Zaikbkj (prei=1, ....m, j=1,...,r).
k=1

Poznémka:

Su¢in matic AB ma zmysel len vtedy, ak sa poéet stipcov matice 4 rovna poétu riadkov
matice B (in4C by sme ,,prvky riadku® matice 4 nemohli nasobit’ ,,prislachajucimi prvkami
stipca” matice B).

Nésobenie matic si vysvetlime na priklade.

1 2 0
2 2 -—1

A= B=|-1 -1 7
-3 0 2

0 1 -3

Pretoze matica 4 je typu 2x3 a matica B je typu 3x3, vyslednd matica C=4B bude typu 2x3.
Prvok na pozicii 1,1 urc¢ime tak, Ze vynasobime 1. riadok matice 4 1. stlpcom matice B.

Teda ¢, =(2 2 -1)-(1 -1 0)=2-1+2-(-1)+(-1)-0=0.

Prvok na pozicii 1,2 uréime tak, e vynasobime 1. riadok matice 4 2. stipcom matice B.
Teda c,=(2 2 -1)-(2 -1 1)=2-2+2-(-1)+(-1)-1=1.

Prvok na pozicii 1,3 uréime tak, e vynasobime 1. riadok matice 4 3. stipcom matice B.
Teda c,=(2 2 -1)-(0 7 =3)=2-0+2-7+(-1)-(-3)=17.

Prvok na pozicii 2,1 uréime tak, Ze vynasobime 2. riadok matice 4 1. stipcom matice B.
Teda ¢,; =(-3 0 2)-(1 -1 0)=(-3)-1+0-(-1)+2:0=-3.

Prvok na pozicii 2,2 uréime tak, Ze vynasobime 2. riadok matice 4 2. stipcom matice B.
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Teda c,,=(-3 0 2)-(2 -1 1)=(-3)-2+0-(-1)+2-1=—4.
Prvok na pozicii 2,3 uréime tak, Ze vynasobime 2. riadok matice 4 3. stipcom matice B.
Teda c,;=(-3 0 2)-(0 7 -3)=(-3)-0+0-7+2-(-3)=-6.

0 1 17
C=
(—3 —4 —6j

Nasobenie matic nie je komutativne, t.j. AB # BA.

Tuto skutocnost’ si ukdzeme na priklade.

(3 )
a3 Do )
HE %)

Veta 1.2. Nech A4, B, C st matice. Potom plati:

(A+B)C=AC+ BC,

AB+ C)=AB + AC.

Teda nasobenie matic je distributivne vzhPadom na s€itanie. (Poznamenajme, Ze matice
musia byt vhodného typu, aby operacie boli definované.)

Veta 1.3. Nech 4, B, C st matice. Potom plati:

A(BC) = (AB)C.

Teda nasobenie matic je asociativne. (Poznamenajme opat’, Ze matice musia byt vhodného
typu, aby operacia nadsobenia bola definovana.)

Veta 1.4. Pre 'ubovol’nu Stvorcovi maticu stupiia n plati: 7, A=A41,=A.
Teda jednotkou operacie nasobenia pre Stvorcové matice je matica 7, pre vhodné n.

Poznamenajme, Ze ak A je obdiznikova matica, tak existuje iba lava jednotkova matica
a prava jednotkova matica, ktoré su rézneho typu.

1.5 Elementarne riadkové operacie

V tejto podkapitole sa zoznamime stroma typmi elementarnych riadkovych operacii:
vz4djomna vymena dvoch riadkov matice, nasobenie niektorého riadka matice nenulovym
¢islom a pricitanie nasobku istého riadka matice k inému riadku matice. Tieto operacie maju
velky vyznam pri rieSeni mnohych uloh, ako sa otom presved¢ime v nasledujicich
(pod)kapitolach.

Ak matica B vznikne z matice A pouZzitim jednej alebo viacerych elementarnych
riadkovych operacii hovorime, Ze matice 4 a B su ekvivalentné (oznacujeme 4 ~ B).

V d’alSej ¢asti budeme pre elementarne riadkové operacie pouzivat’ skratku ERO.
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Vzijomna vymena dvoch riadkov matice

Pri vzajomnej vymene dvoch riadkov matice navzdjom vymenime dva celé riadky matice.

1 2 1 0 2 3
Napriklad matica B=| -1 2 —4 | vznikla z matice 4=| -1 2 —4 | vzdjomnou vymenou
0 2 3 1 2 1

prvého a treticho riadku.
Hovorime, Ze matica B je ekvivalentnd s maticou A4, €o zapisujeme B~ A, resp.

12 1 0 2 -3
-1 2 —4|~|-1 2 -4
0 2 3/ 1 2 1

Nasobenie niektorého riadka matice nenulovym c¢islom

Pri nasobeni niektoré¢ho riadka matice nenulovym c¢islom vyndsobime cely riadkok matice
nenulovou konStantou.

3 6 3 1 2 1
Napriklad matica B=| -1 2 -4 | vznikla zmatice A=|-1 2 -4 | vynasobenim jej
0 2 3 0 2 3

prvého riadku ¢islom 3.
Opét hovorime, Ze matica B je ekvivalentna s maticou 4.

Pricitanie nasobku istého riadka matice k inému riadku matice

Pric¢itanie ndsobku istého riadka matice k inému riadku matice je zvyCajne najnarocnejSou
elementarnou riadkovou operaciou.

0 4 3 1 2 1

Matica B=| -1 2 -4 | vznikla zmatice A=| -1 2 -4 | pri¢itanim 1-ndsobku 2. riadku
0 2 3 0 2 3

k prvému riadku.
1 2 1 1 2 1

Matica C=|2 8 —1| vznikla zmatice 4= -1 2 —4| pri¢itanim 3-nasobku 1. riadku
0 2 -3 0 2 -3

k druhému riadku.

1 2 1 1 2 1

Matica D=| -1 2 —4| vznikla zmatice A4=|—-1 2 —4| pri¢itanim (-3)-ndsobku 1.

-3 4 -6 0 2 3

riadku k tretiemu riadku.
Aby sa nam nésobky riadkov pricitali 'ahSie, je vyhodné si vyznacit’ nasobok riadku ako

1 2 1
medzivysledok. Ak chceme napriklad v matici 4= -1 2 -4 | pri¢itat’ 2-ndsobok 2. riadku
0 2 -3
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k tretiemu riadku, vypocitame si najprv dvojnasobky 2. riadku a poznacime si ich ako indexy
do tretieho riadku. Potom tieto indexy s¢itame s prvkami tretieho riadku.

1 2 1 I 2 1 1 2 1
Teda: | -1 2 4|~ -1 2 -4 |~-1 2 -4
0 2 3 0, 2, -3, -2 6 -11

1.6 Zist’ovanie hodnosti matice

Hodnost’ matice nebudeme definovat, nakolko presnd definicia hodnosti matice presahuje
ramec tychto skript. Ukdzeme iba postup, ako ur¢ime hodnost’ konkrétnej matice.

Pri urovani hodnosti matice pouzivame elementarne riadkové upravy dovtedy, kym maticu
neupravime na tzv. trojuholnikovy tvar. Je to taky tvar matice, pri ktorom:

1. Ak a; aau su dva veduce prvky riadkov (veduci prvok riadku je prvy nenulovy prvok
riadku) a i<k, potom j</. (t.j. ,,veduce prvky su usporiadané v riadkoch sprava dolava*

2. Pod veducimi prvkami riadkov sa nachadzaju iba nulové prvky.

Prikladmi trojuholnikovych matic st:

1 2 -1

1 2 3 1 2 3 1 23 -1 0 01 3

A=0 2 1,B=|0 0 1[,C=/0 0 2 3 -1 ,D:O 0 7
0 0 2 0 00 0 00 1 2

0 0 O

Hodnost’” matice potom urcime tak, Ze spocitame pocet nenulovych riadkov
trojuholnikovej matice.

Teda hodnost’ matice A4 je 3, Co zapisujeme h(A)=3.

Podobne, h(B)=2, h(C)=3, h(D)=3.

V mnohych tlohéach potrebujeme upravit’ maticu na redukovaniu trojuholnikovi maticu. Je
to taka trojuholnikova matica, ktorej vsetky veduce prvky su jednotky a nad aj pod nimi su
samé nuly.

Prikladmi redukovanych trojuholnikovych matic su:

1 0 0
1 00 1 20 1 20 0 0 01 0
A=01O,B:OOI,C=0010—1,D=001.
0 0 1 0 0 0 0 001 2
0 0 0

1.7 Regularne matice, inverzna matica

Stvorcova matica typu n X n sa nazyva regulirna, ak ma hodnost’ n; ina¢ sa nazyva
singularna.

Nech matice 4 a B st stupna n. Ak plati AB = BA = I, , hovorime, Ze A4 je inverzna
matica k B a B je inverzna matica k A.

Veta 1.5. K regulirnej matici 4 existuje jedina inverzni matica A (tieZ regularna) s
vlastnostou 44" = A4"4= I,.
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Vypocet inverznej matice

Na vypocet inverznej matice mozeme pouzit’ nasledujuci algoritmus (zdévodnenie algoritmu
presahuje ramec tychto textov).

Algoritmus:
1. K matici 4 typu nxn zostrojime novi maticu B=(4 | 1,)

2. Pouzitim ERO upravime maticu B na maticu B"'=(J, | C)
3.4"=C

Poznamka:

V bode 1 zostrojime k danej matici 4 pomocnu maticu B tak, ze maticu A rozsirime o vhodnu
jednotkovi maticu.

V bode 2 upravujeme maticu B pomocou ERO na redukovant trojuholnikovii maticu B’.

Bod 2 dokazeme urobit’ iba v pripade, Ze 4 je regularna.

1 2 1
Postup si vysvetlime na priklade ur€enia inverznej matice k matici 4=|2 2 -1].
3 1 -5
1 2 1]1 00
1. K matici 4 typu nxn zostrojime novii maticu B=(4 |,): B={2 2 -1][0 1 0
3 1 -5/0 01

2. Pouzitim ERO upravime maticu B na maticu B'=(/, | O).
K 2. riadku pricitame (-2)-nasobok 1. riadku a k 3. riadku pri¢itame (-3)-ndsobok 1. riadku:

I 2 1 1 0 O 1 2 1|1 020
2, 2, -1,(0, I, O,|~/0 =2 3|2 1 0
3, 1, =550, 0O, 1, 0 -5 -8|-3 0 1

121100121100

0[~10 1
0 -5 -8|-3 0 1

—_—

2. riadok vynésobime Cislom —l: 0 -2 3|2

0 -5 8|3 0 1

K 1. riadku pricitame (-2)-nésobok 2. riadku a k 3. riadku pri¢itame 5-nasobok 2. riadku:

L, 2, 1, |1, 0 0 1 0 2(-1 1 O
0 1 3 1 -1 0|~10 1 3 1 -1 0
2 2 2 2
0, =5, 8|3 05 L 0 0 -1 ) =5 |
2 2
1 0 2(-1 1 O 1 0 =2(-1 1 0
. o 3 -1 3 -1
3. riadok vynasobime ¢islom-2: |0 I — |1 — O~|0 1 —|1 — O
2 2 2 2
0 0 —71 ) =5 | 00 1|4 5 =2
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K 1. riadku pri¢itame 2-nasobok 3. riadku a k 2. riadku pri¢itame (—%) -nasobok 3. riadku:

1 0 0|9 11 4

00102 1(,_—1 0, |~|0 1 0|7 -8 3
23 215
2 0 1|4 5 =2
0O 0 1 | 4 5 -2
3.47=C
-9 11 -4
Teda inverzna matica k matici 4je 4" =| 7 -8 3
-4 5 2

O spravnosti vypoctu sa presved¢ime skuskou spravnosti. To znamend, Ze vyndsobime maticu
A maticou A

1 2 1 -9 11 4
A-A'=[2 2 1|7 -8 3 |=
31 5)\+4 5 =2

1-(-9)+2-7+1-(-4) 1-1142-(-8)+1-5 1-(—-4)+2-3+1-(-2) 1 00
2:(9)+2:7+(-1)-(-4) 2-11+2-(-8)+(-1)-5 2-(-4)+2-3+(-1)-(-2)|=|0 1 0
3-(=9)+1-7+(-5)-(-4) 3-11+1-(=8)+(-5)-5 3-(-4)+1-3+(-5)-(-2)) (0 0 1

1.8 Ulohy

Upravte na redukovanu trojuholnikovli maticu a ur¢te hodnost’ matice.

1 2 -1 =2 3 1 2 -1 =2 3
130721 230721
-2 -1 2 7 1 17 2 13 2 5
2 1 8 7 5 21 0 0 5
Riesenie:
1.
12—1—2312—1—2312_1_23
3 0 7 2 1|10 6 -10 -8 8 0101%
2 -1 2 7 1 03 0 3 7 0 0 —10 —14 —6
2 1 8 7 5 00101460010146
10—1—4_—5100_—13_—16
3 5 15
0101Z 0101Z
~ 3 |~ 3
001Zé 001ZE
5 5 5 5
00 0 0 0 000 O 0

Hodnost’ matice je 3.
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2.
1 2 -1 -2 3} (1 2 -1 -2 3 b2 -1 =23
30 7 2 1|0 -6 10 8 -8 01%5%4§
7 2 13 50 10 =12 20 16 -16 o 0 0 0
21 0 0 5 0 -3 2 4 -1 0 3 0 3
1o L 2 LYy [ 00 2 8
3 3 3 3 3
~01_—5_—4£~010_—4_—1
3 3 3 3 3
00 1 O -1/1]1001 0 -1
00 0 0 0 000 0 O

Hodnost’ matice je 3.

3. NapiSte algoritmus na vyndsobenie k-t¢ho riadku matice nenulovou konsStantou .
Riesenie:

Xk,]_ = r.Xk,]_
Xk,2 = I.Xg,2
Xk,n = T.Xk,n

for i :=1 to n do x[k,1] := r * x[k,1];
4. NapiSte algoritmus na pricitanie k-té¢ho riadku matice k 7-tému riadku.
RieSenie:

Xr,1 = Xy 1TXk, 1
Xr,2 = Xp,2FXg, 2
Xr,n = Xr,n+Xk,n
for i : =1 to n do x[r,1i] := x[r,1] + x[k,1];

5. Napiste algoritmus na pricitanie d-nasobku A-tého riadku matice k »-tému riadku.
Riesenie:

Xr,1 = Xr,1+Xk,1.d
Xr,2 = Xp2tXg,2.d
Xr,n = Xy nptXk,n.d
for i : =1 to n do x[r,1] := x[r,1] + x[k,1]1*d;

6. Napiste algoritmus na vymenu k-tého a r-t¢ho riadku matice.
Riesenie:

vymen X1 a X1 C = Xr,1 7 Xr,1 = Xk,1 0 Xk,17 C
vymen X, . a Xg,2 C = Xr,2 v Xr,2 = Xk,2 7 Xk,2= C
vymen Xp n ad Xk,n C = Xr,n r Xr,n = Xk,nr Xk,n= C
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for i := 1 to n do
begin
c := x[r,1];
X[r,1] := x[k,1];
x[k,1] := c;
end;

7. Napiste ,,hruby* algoritmus, ktorym vyrobite jednotku na pozicii a, .
Riesenie:

ak a,,=0, ngjdi riadok, ktory ma na 1. pozicii nenulovy prvok

a vymei ho s prvym riadkom
. : o 1
vynasob 1. riadok ¢islom —
a,

8. Napiste ,,hruby* algoritmus, ktorym vyrobite jednotku na pozicii a,, .
RieSenie:

ak a,, =0, ndjdi medzi k+1. riadkom aZ poslednym riadkom taky riadok,

ktory mé na k - tej pozicii nenulovy prvok a vymei ho s & - tym riadkom
. _ o 1
vynasob k - ty riadok ¢islom —
Ak
9. Napiste ,,hruby* algoritmus, ktorym vyrobite nulu na pozicii a, ,, kde i>k pri postupnej
uprave matice na redukovany trojuholnikovy tvar.

Riesenie:

pri¢itaj ku k — tému riadku —a, ;—ndsobok i — t¢ho riadku
10. Napiste ,,hruby* algoritmus upravy matice 4,,, na redukovant trojuholnikovli maticu.
Riesenie:

for r:=1 to m do

begin
vyrob jednotku na pozicii a,,
for s:=1 to n do
if s#r then vyrob nulu na pozicii a,

end;

Vypocitajte inverzni maticu k danej matici, ak existuje.

1 2 3
1.1 2 1
2 01
Riesenie:
1 2 1 2 3|1 00 1 2 311
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—

—I< vl T

—

__4 1__8 — |

0

-1 1

-2

0 0

S O -

S — O

—

[N T

_ <

— | wn|oo

—

(=]

—

| e

_4 1I_A_oo — | N

2 1
I 1
0 1

S O A

Riesenie:

1

—lN o o
(e — O
(=) S

— N -~
(e —
— o O

l
— O O
oS — O
S O -~
— — —
S — A
N O O

l
S O -
oS — O
— o O
— — —
N — O
S O A

1{-1 2 0

0

-1 2 0 0

1

0
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0
13. {1

3
RiesSenie:

~

7~
S O —
-_— O A.\_J
S —~ O
— o N
— O <
I~
—_ O O ) —
—
l
7~ e nﬂ
S O —
— o o 1_2J~
S —~ O —la o
— e YN
— [e)
— O >
S (e}
~
—_ O on 1
l o —
I~
S O -
S
S —~ O
—_ O O —la o
— — N 1_22
AN — I~ — <t
S — o () [e)

t na redukovant trojuholnikovii maticu (posledny riadok je

icu nemozno upravi
v prvej Casti nulovy), inverznd matica k danej matici neexistuje.

PretoZze mat
14. [

511 5 3]0 0

2

1

2

1
1

2

1

1
1

511 5 3

2

2

4

1

Riesenie:

2 00

-1

0
0
0

1

0

2

i

1

210

0
0

0
1
4 210 0 0

1

1 0 2|5 0 1
-2 0 0

0
0

-3 2 0

1

1

-1

1

0 0

I -1 00
0
-2 0 0

-5

-1

-2

0

1

0
-3 2 0

1

-3 0

1

0 0 2 -3

1

0

0 0

-1

-6

-6

2 00
-1 0 0

-1
1
1

-6

-1
-3
-1

0

0 0 2
0 00

-1

0 0 0

-1

0 00

-1

-6

-1

-1

0 0 0
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9 |-3 7 -1 =57 9 -1
SR e R I A
010 -1|1 -1 0 O 0100 7 -2 -1 0
001 3|1 B3 o Lljoo ol 31

212 2 2 0 00 1] 2 2 2
000 1|6 -1 -1 0 6 -1 -1 0

=57 9 -1
2 Y2
= 7 2 -1 0
19 -3 1
2 02 2
6 -1 -1 0
2 1 1 3
15.]2 1 5 2
-1 -1 2 0
Riesenie:
Inverzna matica neexistuje, nakol'ko inverzné matice existuju iba ku Stvorcovym maticiam.
1 1 1 1 1 1
1 0 1 O 1 0
. 2 1 2 1 2 1
3 2 1 4 3 2
-1 -2 -3 -4 -5 -6
2 1 0 -1 -2 -3
Riesenie:
1 1 1 1 1 1|1 0 0 O0 OO
1 0 1 0 1 0|01 O0O0O0OTO
2 1 2 1 2 1]/0 01000
3 2 1 -4 3 2(0001 00|
-1 -2 3 4 -5 -6/{0 0 0 010
2 1 0 -1 =2 3]0 0 0 0 O 1
K tretiemu riadku pri¢itame (-1)-nasobok 1. riadku a (-1)-ndsobok 2. riadku.
1 1 1 1 1 1]1 0 0O0O0OO
1 0 1 0 1T O0]0 1 0O0O0OO
o 0 0 0 0 O0|-1 -1 1.0 00
321 -4 3 210 0 0100
-1 2 3 4 -5 -6/0 0 0 0 1 0
21 0 -1 -2 3]0 0 0 0 O 1

Pretoze maticu nemozno upravit’ na redukovanu trojuholnikovli maticu (treti riadok je v prvej
Casti nulovy), inverzna matica k danej matici neexistuje.
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Vypocitajte:
1 3
17.12 5
-2 1

3

18.12 5
-2 1
RiesSenie:
1

17. 2
-2

1

18. | 2
-2

2

19.1 1
-2

20. :
-1

S DD O BN

= W W

2
4
0
2
4
0

0 0
-3 1/
-1 0

0 2
0 3

0 0 2 0 0\(1 3 2
31 19.01 =3 1|2 5 4
-1 0 2 -1 0J{=210
0 0 2
1 0 2
31 20. ] -1
-1 0 3
-1 0 -1 -3
2 0 0) (3 3 2
1 -3 1|=|3 25
-2 -1 0) (-4 0 0
2 0 0) (1 -11 3
1 =3 1|=|1 -19 5
2 -10) \-3 =3 1
1 32y (2 6 4
2 5 4|=|-7 -11 -10
21 0) (-4 -11 -8
4 2
2 -4
2 —1|=
(—7—11}
-1 -3

21. Za akych podmienok mozno s¢itovat’ dve matice?

Riesenie:

Sc¢itovat’ moZeme iba matice toho istého typu, a to tak, Ze s¢itame zodpovedajuce si prvky
tychto matic.
22. Za akych podmienok mozno nasobit’ dve matice?

Riesenie:

Aby sme mohli 2 matice vynasobit’, musi mat’ prva matica tol’ko stipcov, kol’ko ma druha
matica riadkov.
23. NapiSte algoritmus na scitanie dvoch matic 4, , + B, .

Riesenie:
Ci1
Ci2

for

A1
Ao

i:=1

+ B
+ B

+ B;

1
2

J

to m do

for j:=1 to n do
cli,jl:= ali,jl+bl1i,7];
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24. Napiste algoritmus na nasobenie dvoch matic 4, ,- B, , .

Co3 = Ax1 Biz + Ay Bz

Az Bz + ... +
Cij = A1 By +  Ajz Baj

AZn Bn3
+ Ajs B3j + ... +

Ain an
for i:=1 to m do
for j:=1 to k do
begin
cli, 7] :=0;

for p:=1 to n do cl[i,jl:= cli,jl+ ali,pl*blp,jl;
end;
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