Vitajte v lekcii Permutácie bez opakovania.

V piatej lekcii sme sa venovali variáciám bez opakovania. Išlo o úlohy, kedy sme z danej n-prvkovej množiny N vyberali usporiadané k-tice prvkov, pričom každý prvok sme mohli použiť najviac raz. 

Aké môže byť k? Zrejme k musí byť menšie ako n alebo sa rovnať n. Teraz sa budeme venovať práve situáciám, keď k = n. Teda z danej n-prvkovej množiny N vyberáme usporiadané n-tice prvkov, pričom každý prvok môžeme použiť najviac raz. Takéto n-tice budeme nazývať permutácie.

Permutácia teda obsahuje všetky prvky množiny N. Je to teda určité usporiadanie prvkov množiny N. 

Vidíme teda, že permutácie bez opakovania sú špeciálnym typom variácií bez opakovania, keď k = n. 

Odporúčame, aby ste sa tejto lekcii venovali až po zvládnutí piatej lekcie.

Získať prax pri riešení úloh zameraných na aplikáciu permutácií bez opakovania pomôžu čitateľovi okrem riešených úloh v kurze aj interaktívne programy, na ktorých si nadobudnuté vedomosti a zručnosti môže precvičiť.

Vysvetlenie 1:

Predstavme si situáciu, že je daná množina N, ktorá má n prvkov. Chceme tieto prvky usporiadať. Pýtame sa, koľkými spôsobmi to môžeme urobiť.

Takto zadaná úloha je typická pre permutácie bez opakovania. Pretože permutácie bez opakovania sú špeciálnym typom variácií bez opakovania, počet permutácií bez opakovania z n prvkov určíme ako súčin 
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Vzorec pre počet permutácií je založený na použití pravidla súčinu.

Prvý prvok totiž vyberáme z n prvkov, 

druhý prvok vyberáme zo zvyšných n-1 prvkov, 

tretí prvok vyberáme zo zvyšných n-2 prvkov, 

štvrtý prvok vyberáme zo zvyšných n-3 prvkov, atď.,

až napokon predposledný prvok vyberáme zo zvyšných 2 prvkov 

a posledný zo zvyšného jedného prvku.

Aj preto úlohy na permutácie často riešime aj použitím pravidla súčinu. 

Úloha 1: Janko dostal na narodeniny 4 lístky na motokáry. Pozval teda troch svojich kamarátov a išli pretekať. Koľkými spôsobmi mohli skončiť preteky? 

Riešenie:

Súťažia štyria chlapci. Jeden z nich skončí prvý, ďalší druhý, ďalší tretí a ďalší štvrtý. Teda potrebujeme zoradiť štyri prvky.

Inými slovami, potrebujeme určiť počet permutácií štvorprvkovej množiny. Ich počet je daný vzorcom 4 . 3 . 2 . 1 = 24.

Preteky môžu skončiť 24 spôsobmi.

Riešenie pomocou pravidla súčinu vidíme na obrázku.
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Úloha 2: Vo finále behu na 100 metrov beží 8 pretekárov. Koľkými spôsobmi mohli skončiť preteky? 

Riešenie:

Súťaží osem pretekárov. Jeden z nich skončí prvý, ďalší druhý, ďalší tretí, ... Teda potrebujeme zoradiť osem prvkov.

Inými slovami, potrebujeme určiť počet permutácií osemprvkovej množiny. Ich počet je daný vzorcom 8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1 = 40320.

Preteky môžu skončiť 40320 spôsobmi.

Úloha 3: V súťaži Let’s Dance podpísali organizátori zmluvy s piatimi mužskými a piatimi ženskými celebritami a s piatimi mužskými a piatimi ženskými profesionálnymi tanečníkmi. Koľkými rôznymi spôsobmi ich môžu popáriť, ak vždy vytvárajú dvojice muž – žena? 

Riešenie:

Najprv vyberieme partnerky pre mužské celebrity. Potrebujeme im priradiť päť profesionálnych tanečníc, každému jednu. Preto potrebujeme určiť počet permutácií päťprvkovej množiny. Ich počet je daný vzorcom 5 . 4 . 3 . 2 . 1 = 120.

Teraz vyberieme partnerky pre ženské celebrity. Potrebujeme im priradiť päť profesionálnych tanečníkov, každej jedného. Preto opäť potrebujeme určiť počet permutácií päťprvkovej množiny. Ich počet je daný vzorcom 5 . 4 . 3 . 2 . 1 = 120.

Použitím pravidla súčinu zistíme, že organizátori môžu vytvoriť páry 120 . 120 = 14400 spôsobmi.

Vysvetlenie 2:

Niekedy sa stretneme aj so situáciou, že máme usporiadať skupinu objektov, v ktorej sa rovnaké objekty vyskytujú viackrát. Prvý objekt sa vyskytuje n1-krát, druhý objekt sa vyskytuje n2-krát, tretí objekt sa vyskytuje n3-krát, atď. Nech n= n1+ n2+...+ nk. Pýtame sa, koľkými spôsobmi to môžeme urobiť.

Takto zadaná úloha súvisí s permutáciami. Počet rôznych spôsobov zoradenia je v takomto prípade určený vzorcom 
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Úloha 4: Janko našiel na povale krabicu s troma drevenými číslicami 1 a dvoma drevenými číslicami 2. Koľko rôznych päťciferných čísel vie z nich zostaviť?

Riešenie:

Keď tvoríme päťciferné číslo, potrebujeme zoradiť všetkých päť číslic. Tieto však nie sú rôzne, ale jednotka sa opakuje trikrát a dvojka dvakrát.

Počet rôznych zoradení je daný vzorcom 
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Janko môže zostaviť 10 rôznych päťciferných čísel.

Poznámka: Vzorec, ktorý sme použili, nám pripomína kombinačné číslo 
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. Je to preto, že úlohu sme mohli riešiť aj takto: Keďže potrebujeme zoradiť dve dvojky a tri jednotky, vyberáme dve pozície pre dvojky z piatich možností, teda tvoríme kombinácie druhej triedy z piatich prvkov, ktorých počet určuje kombinačné číslo 
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Úloha 5: Janko našiel na povale krabicu s troma drevenými písmenami A, troma písmenami B, jedným C a dvoma D. Koľko rôznych slov obsahujúcich deväť znakov z nich môže vytvoriť? (slová nemusia mať zmysel)

Riešenie:

Janko má k dispozícii spolu deväť písmen, ktoré potrebuje zoradiť. Tieto však nie sú rôzne, ale áčko a béčko sa opakuje trikrát a déčko dvakrát.

Počet rôznych zoradení je daný vzorcom 
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Janko môže vytvoriť 5040 rôznych slov.

Odporúčame:

Isto už viete, že matematiku sa nemožno učiť iba čítaním. Preto nemá zmysel čítať si texty úloh a riešení v tejto lekcii stále dookola, prípadne sa riešenia naučiť naspamäť. Je potrebné, aby ste si riešenie úloh vyskúšali najmä na interaktívnych programoch, ktoré sú súčasťou tejto lekcie. Na tento účel sú vhodné najmä programy 1-4, 11-15, 27, 30.

Taktiež je vhodné, aby ste si úroveň svojich vedomostí overili v teste k siedmej lekcii, ktorý je taktiež súčasťou tohto kurzu.
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