Štatistické testovacie metódy - úvod

Výber a základný súbor

Úlohou štatistiky nie je iba opísať údaje, ktoré sme získali meraním, experimentovaním, prieskumom či výskumom. Štatistika si nárokuje na zovšeobecňovanie výsledkov experimentov a výskumov a na všeobecnú platnosť svojich konštatovaní. 

Predstavme si napríklad, že by sme chceli zistiť priemernú výšku všetkých žiakov ôsmich tried v SR. Zrejme by bolo veľmi nákladné a prácne odmerať všetkých ôsmakov. Oveľa jednoduchšie a lacnejšie je náhodne vybrať určitú skupinu ôsmakov a na základe ich výšok určiť priemernú výšku všetkých ôsmakov (samozrejme, s určitou známou toleranciou a určitou známou chybou).    

Základný súbor je množina všetkých javov, faktov, osôb, prípadov, ktoré prichádzajú do úvahy ako realizácie určitej náhodnej premennej.

Výber je časť základného súboru.
Príklad 1:

základný súbor - množina všetkých ôsmakov v SR

výber - skupina 100 žiakov deviatych tried v SR

Príklad 2:

základný súbor - množina všetkých dievčat stredných škôl v SR

výber – náhodne vyžrebovaná skupina 20 dievčat zo stredných škôl v SR

Príklad 3:

základný súbor - množina všetkých žiakov gymnázia J. Hollého

výber – trieda 1.C gymnázia J. Hollého

Číselné údaje, ktoré charakterizujú základný súbor, nazývame parametre a označujeme ich gréckymi písmenami (napríklad , ). 

Príslušné číselné údaje vo výberoch nazývame štatistikami a označujeme ich latinskými písmenami (napríklad 
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, s) .

Ak náhodne vyberieme skupinu 200 žiakov ôsmich tried v SR, zmeriame ich výšku a zistíme, že priemer je 152 cm a smerodajná odchýlka 7,4 cm, potom sme určili štatistiky výberu, teda 
[image: image2.wmf]x

= 152cm, s = 7,4 cm. 

Ak na základe toho odhadneme priemernú výšku v celej populácii všetkých ôsmakov, tak sme odhadli hodnotu parametra .

Ako sme už spomínali, v praxi väčšinou nemožno skúmať celý základný súbor (z časových, ekonomických či iných dôvodov), preto skúmame iba určitý výber a snažíme sa vyvodiť závery pre celý základný súbor, najmä:

· odhadnúť príslušné parametre základného súboru na základe štatistík výberu,

· overiť hypotézy vzťahujúce sa na základný súbor.

Ak zistíme, že priemerné IQ v triede 8.A je 122, čo možno povedať o priemernom IQ všetkých ôsmakov danej školy? Možno to zovšeobecniť pre všetkých ôsmakov ZŠ na Slovensku, prípadne pre celú populáciu v SR?

Aj takýmito otázkami sa zaoberá testovacia štatistika.
Výberová chyba

Každý výsledok výberu závisí v istej miere od náhody, a preto má určitú chybu. Ak náhodne vyberieme dve vzorky ôsmakov a určíme ich priemernú výšku, priemery sa pravdepodobne budú líšiť a taktiež sa budú líšiť od skutočného priemeru výšky všetkých ôsmakov. Zrejme čím je výber menší, tým menej informácií poskytuje o základnom súbore. Podobne, čím je variabilita meraného znaku vo výbere väčšia, tým menej vieme povedať o tomto znaku v základnom súbore.

Výberová chyba je rozdiel medzi štatistikou vo výbere a skutočnou hodnotou parametra v základnom súbore. 

Výberové rozdelenie aritmetického priemeru

Predstavme si, že sme vybrali k náhodných vzoriek zo základného súboru, každú veľkosti n>30. Potom sme vypočítali aritmetické priemery 
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 a odhadli parameter  pomocou 
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, potom rozdelenie výberových priemerov je normálne bez ohľadu na rozdelenie samotných hodnôt. 

Rozptyl tohto rozdelenia vypočítame podľa vzorca 
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, kde  je smerodajná odchýlka základného súboru. 

Smerodajná odchýlka aritmetického priemeru je dôležitá, nakoľko umožňuje určiť hranice spoľahlivosti a testovať štatistické hypotézy. Z vlastností normálneho rozdelenia N(,2) vyplýva, že:

1. 95% všetkých hodnôt leží v intervale 
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2. 99% všetkých hodnôt leží v intervale 
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Predpokladajme, že parametre základného súboru sú =60 a =20 (teda že napríklad v určitom didaktickom teste je priemerné skóre všetkých ôsmakov 60 a smerodajná odchýlka 20). Ak náhodne vyberieme k súborov rovnakého rozsahu n=100, potom ich priemery nebudú 60, ale budú sa pohybovať v okolí 60. Toto okolie možno s určitou pravdepodobnosťou vypočítať.

Postup výpočtu je nasledovný:

1. Vypočítame výberovú chybu aritmetického priemeru: 
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2. Vieme, že s 95% pravdepodobnosťou leží výberový priemer v intervale 
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3. Rovnako vieme, že s 99% pravdepodobnosťou leží výberový priemer v intervale 
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Ak by sme na určitej škole zistili, že v analogickom náhodnom výbere 100 ôsmakov bol aritmetický priemer 70, potom s veľkou pravdepodobnosťou (viac ako 99%) možno povedať, že žiaci tejto školy nie sú náhodným výberom z populácie ôsmakov (t.j. že sú napríklad z výberovej školy).

Úloha:

Riaditeľ školy chcel preukázať rodičom, že žiaci v 8. ročníku majú nadpriemerné znalosti z matematiky. Použil preto overený didaktický test, o ktorom je známe, že populácia ôsmakov v ňom dosahuje priemerné skóre 54 bodov pri smerodajnej odchýlke 11. Tento test napísali všetci ôsmaci danej školy, ktorých bolo 62, pričom priemerné skóre ich výsledkov bolo 63 bodov. Podarilo sa riaditeľovi preukázať nadpriemernosť výsledkov ôsmakov na jeho škole? 

Riešenie:

Najprv vypočítame výberovú chybu aritmetického priemeru: 
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Ak by ôsmaci danej školy tvorili náhodný výber z populácie (teda ak by ich výsledky neboli nadpriemerné), s 99% pravdepodobnosťou by výberový priemer ležal v intervale 
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Pretože priemer ôsmakov školy, ktorý je 63, neleží v danom intervale, s pravdepodobnosťou väčšou ako 99% možno tvrdiť, že výsledky ôsmakov danej školy sú nadpriemerné.

Úloha:

Riaditeľ školy by chcel preukázať rodičom, že žiaci v 8. ročníku majú nadpriemerné znalosti z matematiky. Chce použiť overený didaktický test, o ktorom je známe, že populácia ôsmakov v ňom dosahuje priemerné skóre 61 bodov pri smerodajnej odchýlke 13,5. Tento test majú napísať všetci ôsmaci danej školy, ktorých bolo 81. Aké musí byť priemerné skóre ôsmakov na danej škole, aby sme mohli s 95% pravdepodobnosťou tvrdiť, že ich výsledky sú nadpriemerné? 

Riešenie: po kliknutí 
Najprv vypočítame výberovú chybu aritmetického priemeru: 
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Ak by ôsmaci danej školy tvorili náhodný výber z populácie, s 95% pravdepodobnosťou by výberový priemer ležal v intervale 
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Teda ak priemer ôsmakov presiahne hodnotu 63,94, bude môcť riaditeľ s pravdepodobnosťou väčšou ako 95% tvrdiť, že výsledky ôsmakov danej školy sú nadpriemerné.

V praxi však máme často problém, že parametre základného súboru väčšinou nepoznáme.  Preto ich potrebujeme vedieť odhadnúť pomocou štatistík výberu.
Úloha:

Skupina odborníkov vytvorila didaktický test z dejepisu pre overenie koncoročných vedomostí žiakov 6. ročníka a potrebuje odhadnúť priemerné skóre populácie šiestakov v tomto teste. Preto náhodne vybrali 900 šiestakov rôznych slovenských škôl, ktorí napísali tento test, pričom dosiahli priemerné skóre [image: image21.wmf]x

=61,5 pri smerodajnej odchýlke s=19. 

Riešenie:

Vypočítame odhad strednej chyby priemeru: 
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S 99% pravdepodobnosťou leží parameter  v intervale 
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teda s 99% pravdepodobnosťou bude priemerné skóre populácie šiestakov v tomto teste ležať v intervale  
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Uvedený interval nazývame intervalom spoľahlivosti alebo konfidenčným intervalom.

Úloha:

Skupina odborníkov zisťuje, koľko korálok navlečú 6-ročné deti za 3 minúty. Preto náhodne vybrali vzorku 225 detí, ktorých priemer navlečených korálok bol 35,4 pri smerodajnej odchýlke 8,4. Vypočítajte 95% a 99% interval spoľahlivosti pre priemer počtu korálok, ktoré navlečú  6-ročné deti za 3 minúty. 

Riešenie: po kliknutí

Vypočítame odhad strednej chyby priemeru: 
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S 95% pravdepodobnosťou leží priemer všetkých 6-ročných detí v intervale 
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S 99% pravdepodobnosťou leží priemer všetkých 6-ročných detí v intervale 
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Výberové rozdelenie percentuálnych údajov

Teraz sa budeme venovať početnostiam pri kvalitatívnych znakoch, ktoré sú dané v percentách. Percentuálny údaj v základnom súbore označíme , zatiaľ čo percentuálny údaj vo výbere označíme p.
Smerodajná chyba percenta je určená vzťahom 
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V prípade, že parameter  nie je známy, odhadneme ho empirickou hodnotou p. V tomto prípade potom 
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Intervaly spoľahlivosti pre  určíme takto:

· 95% interval spoľahlivosti ... 
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· 99% interval spoľahlivosti ... 
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Na začiatku nesmieme zabudnúť overiť, či sú splnené podmienky, že 
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Úloha: 

Pri prieskume na vzorke 200 náhodne vybraných chodcov sme zistili, že 80 v ostatnom týždni čítali Nový čas. Vypočítajte 95% interval spoľahlivosti a 99% interval spoľahlivosti pre percento ľudí, ktorí v ostatnom týždni čítali daný denník.

Riešenie:

Najprv určíme hodnotu percentuálneho údaju vo výbere: 
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Overíme, či sú splnené podmienky, že 
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Teraz odhadneme smerodajnú chybu percenta: 
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95% interval spoľahlivosti ... 
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99% interval spoľahlivosti ... 
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Úloha: 

V predvolebnom prieskume uskutočnenom na vzorke 1225 náhodne vybraných respondentov sa zistilo, že 356 z nich by volilo stranu ABC. Vypočítajte 95% interval spoľahlivosti pre celkové percento ľudí v populácii, ktorí by volili stranu ABC.

Riešenie: po kliknutí
Najprv určíme hodnotu percentuálneho údaju vo výbere: po kliknutí 
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Overíme, či sú splnené podmienky, že 
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po kliknutí 
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po kliknutí 
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Odhadneme smerodajnú chybu percenta.

po kliknutí 
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Určíme 95% interval spoľahlivosti. po kliknutí 
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Plánovanie pokusov a teória výberu

Ako ste si mohli všimnúť, pre intervaly spoľahlivosti platia tieto pravidlá:

· čím je rozsah výberu menší, tým širší (a teda „nepresnejší“) je interval spoľahlivosti,

· čím menšia je stanovená pravdepodobnosť omylu, tým širší je interval spoľahlivosti.

Pri plánovaní experimentu si preto musíme vopred zvážiť, aká bude veľkosť vzorky, aby sme dosiahli požadovaný výsledok s požadovanou presnosťou pri požadovanej pravdepodobnosti omylu.

Možno povedať, že čím väčšia je variabilita skúmaného znaku, tým väčšiu vzorku potrebujeme.

Pri intervalovo škálovaných údajoch pre veľkosť vzorky musí platiť 
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, kde u zodpovedá vopred zvolenej spoľahlivosti (pre 95% spoľahlivosť 1,96; pre 99% spoľahlivosť 2,58; inak v Exceli použijeme vzorec =NORMINV(1-spoľahlivosť/2;0;1)), e je rozdiel medzi odhadom a parametrom aritmetického priemeru.

Úloha:

Aká má byť veľkosť vzorky, ak požadujeme štatistickú spoľahlivosť 95%, pripúšťame rozdiel medzi odhadom a parametrom aritmetického priemeru e=1 a na základe predchádzajúcich výskumov predpokladáme, že smerodajná odchýlka s je približne 5?

Riešenie:

Pre veľkosť vzorky musí platiť 
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Veľkosť vzorky musí byť aspoň 97.

Úloha:

Aká má byť veľkosť vzorky, ak požadujeme štatistickú spoľahlivosť 99%, pripúšťame rozdiel medzi odhadom a parametrom aritmetického priemeru e=2 a na základe predchádzajúcich výskumov predpokladáme, že smerodajná odchýlka s je približne 15?

Riešenie: po kliknutí
Pre veľkosť vzorky musí platiť 
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 po kliknutí 
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Veľkosť vzorky musí byť aspoň 375.

Pri nominálne škálovaných údajoch pre veľkosť vzorky musí platiť 
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, kde u zodpovedá vopred zvolenej spoľahlivosti (pre 95% spoľahlivosť 1,96; pre 99% spoľahlivosť 2,58; inak v Exceli použijeme vzorec =NORMINV(1-spoľahlivosť/2;0;1)), e je odchýlka empirickej relatívnej početnosti od príslušného parametra. Ak p nepoznáme, zvolíme p=0,5.

Úloha: 

Koľkým osobám treba položiť otázku „Budete v nasledujúcich voľbách voliť stranu ABC?“ v predvolebnom prieskume, ak prípustná pravdepodobnosť omylu je 5% (teda požadovaná štatistická spoľahlivosť je 95%), pričom požadujeme odchýlku empirickej relatívnej početnosti odpovedí „áno“ od príslušného parametra v populácii maximálne e=1% a na základe predchádzajúcich výskumov predpokladáme, že početnosť odpovedí „áno“ v prieskume bude okolo 30%?

Riešenie: 

Pre veľkosť vzorky musí platiť 
[image: image58.wmf](

)

2

2

1,963010030

8067,36

1

n

××-

³=

.

Otázku treba položiť najmenej 8 068 osobám.

Úloha: 

Cieľom prieskumu je zistiť 99% interval spoľahlivosti pre percento ľudí v populácii, ktorí vlastnia automobil. Naviac požadujeme, aby šírka tohto intervalu bola najviac 4%. Koľkým osobám treba v prieskume položiť otázku „Vlastníte automobil?“?

Riešenie: po kliknutí
Pre veľkosť vzorky musí platiť 
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Pretože chceme zistiť 99% interval spoľahlivosti, u = 2,58.

Pretože šírka intervalu má byť najviac 4%, odchýlka empirickej relatívnej početnosti od príslušného parametra v populácii je najviac 2%, teda e = 2%.

Pretože empirickú početnosť p odpovedí „áno“ nevieme vopred odhadnúť, zvolíme p = 50%.

Po dosadení do vzorca musí pre veľkosť vzorky platiť po kliknutí 
[image: image60.wmf](
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Otázku treba položiť najmenej 4 161 osobám.

Testovanie hypotéz

Zatiaľ čo opisná štatistika charakterizuje výbery pomocou kvantitatívnych charakteristík, testovacia štatistika určuje, či sa tieto ukazovatele odlišujú „reálne“ alebo „náhodne“. O skutočnom rozdiele hovoríme vtedy, keď sa charakteristiky výberov natoľko odlišujú, že vedú k odhadu rozličných parametrov.

Postup v testovacej štatistike:

1. formulujeme hypotézu,

2. testujeme platnosť hypotézy,

3. hypotézu akceptujeme alebo zamietame.

V žiadnom prípade hypotézu nedokazujeme. Aj keď sa nám ju nepodarí vyvrátiť, stále zostáva iba ako jedna z mnohých udržateľných hypotéz. Tým však o správnosti hypotézy nie je nič povedané.

Príklad: 

V dvoch rovnako veľkých triedach rovnakej výkonnostnej úrovne testujeme nový spôsob vyučovania tak, že v jednej vyučujeme pomocou novej metódy a v druhej pomocou klasickej metódy. Na konci sme testom zistili, že žiaci experimentálnej triedy urobili v teste v priemere 15 chýb, kým žiaci kontrolnej skupiny 20 chýb.

Možno povedať, že nová metóda je lepšia ako klasická?

Na základe výpočtu priemerov nemožno tvrdiť, že nová metóda je lepšia ako klasická.

Takáto výpoveď je oprávnená iba vtedy, ak rozdiel výberových priemerov je „reálny“, teda ak sú oba výbery zo základných súborov s rozličnými parametrami 1 a 2. 

Najprv preveríme, či sú oba výbery z jedného a toho istého základného súboru s parametrom . Táto domnienka je štatistickou hypotézou. Ak sa nám podarí túto hypotézu zamietnuť, potom môžeme tvrdiť, že nová metóda je lepšia ako klasická. Inak, aj napriek rozdielnemu počtu chýb v teste, nemôžeme vyhlásiť, že nová metóda je lepšia ako klasická a musíme ponechať domnienku, že úspešnosť oboch metód učenia je rovnaká.

Štatistickú hypotézu, ktorú máme testovať, nazývame nulová hypotéza a označujeme ju H0. Nulová hypotéza vyjadruje, že oba výbery sú z toho istého základného súboru a diferencie medzi nimi možno pripísať náhodným vplyvom.

Testovacia štatistika spočíva na tejto myšlienke: 

Hypotézu odmietneme práve vtedy, ak výbery dávajú výsledky, ktoré sú pri platnosti východiskovej hypotézy nepravdepodobné. 

Ak sme ochotní prijať riziko, že v 5 prípadoch zo 100 bude náš úsudok nesprávny, potom pravdepodobnosť omylu  bude 5%. V takom prípade stačí relatívne malá diferencia, aby sme nulovú hypotézu zamietli. Výpovede, ktoré spočívajú na 95% štatistickej spoľahlivosti, nazývame signifikantné.

Ak sme ochotní prijať riziko, že iba v 1 prípade zo 100 bude náš úsudok nesprávny, potom pravdepodobnosť omylu  bude 1%. V takom prípade je potrebná väčšia diferencia, aby sme nulovú hypotézu zamietli. Výpovede, ktoré spočívajú na 99% štatistickej spoľahlivosti, nazývame vysoko signifikantné.

Výpovede, ktoré spočívajú na 99,9% štatistickej spoľahlivosti, nazývame veľmi vysoko signifikantné.

Pri testovaní hypotézy na základe výberov sa môžu vyskytnúť dva druhy chybných záverov:

1. správna hypotéza sa odmietne (chyba 1. druhu, označujeme ju ),
2. nesprávna hypotéza sa prijme (chyba 2. druhu, označujeme ju ).
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