Delitel’nost’ a znaky delitel’nosti

Medzi zékladné pojmy v aritmetike celych Cisel patri aj pojem delitenost’. Najprv si povieme,
¢o znamena, ze celé ¢islo a deli celé ¢islo b a ako to zapisujeme.

Nech a a b st celé ¢isla. Cislo a deli ¢islo b, ak existuje také celé ¢islo ¢, Ze b =a - c.

Napriklad ¢islo 3 deli ¢islo 15, lebo existuje také celé Cislo ¢ (v tomto pripade ¢islo 5),ze 3 - ¢
=3-5=15.
Podobne:
- Cislo 12 deli ¢islo 72, lebo 12 - 6 =72,
- Cislo 7 deli ¢islo 84, lebo 7 - 12 = 84,
- cislo 5 deli ¢islo 20, lebo 5 - 4 =20,
- Cislo 4 deli ¢islo 5, lebo 4 - 5 =20,
- cislo 12 deli ¢islo— 72, lebo 12 - (— 6) =— 72,
- Cislo— 12 deli ¢islo 72, lebo (— 12) - (— 6) = 72,
- cislo— 12 deli ¢islo —72, lebo (— 12) - 6 =— 72,
- Cislo—5deli ¢islo 15, lebo (= 5) - (—3) = 15.

Ak celé Cislo a deli celé ¢islo b, potom hovorime, Ze ¢islo « je delitePom ¢isla b a Ze Cislo b
je deliteI’né ¢islom a.

Teda ¢islo 5 je delitel'om cisla 15 a ¢islo 15 je delitel'né ¢islom 5.

Ak celé €islo a deli celé ¢islo b, potom to oznacujeme a|b.

Teda 5|15,8(48,2]6,-5|15,-5|-15,5|-15.
Teraz preskimajme, ktoré ¢isla su delitel'né ¢islom 1.

Cel¢ cislo 1 deli celé ¢islo b, ak existuje celé Cislo ¢,ze 1 - ¢ = b. Ak zvolime ¢ = b,
dostaneme pravdivu rovnost’ 1 - b = b pre vsetky celé ¢isla b. Teda:

Cislo 1 je delitel’om kaZdého celého &isla b.

Podobne je to aj s Cislom — 1.
Celé cislo —1 deli celé cislo b, ak existuje celé ¢islo ¢, ze (—1) - c=b.
Ak zvolime ¢ =— b , dostaneme pravdiva rovnost’ (—1) -(— b) = b pre vSetky celé ¢isla b. Teda:

Cislo —1 je deliteom kaZdého celého &isla b.

Ako je to s ¢islom 0?

Celé cislo 0 deli celé cislo b, ak existuje celé Cislo ¢, Zze 0 - ¢ = b. AvSak 0 - ¢ = 0. Teda cislo 0
deli iba samé seba.

Avsak, celé cislo a deli ¢islo 0, ak existuje celé Cislo ¢,Ze a - ¢ = 0. Ak zvolime ¢ = 0,
dostaneme pravdivu rovnost’ a - 0 = 0 pre vsetky celé ¢isla a. Teda:

Kazdé celé cCislo je delite’om c¢isla 0.
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Venujme sa teraz vlastnostiam reldcie delitel'nosti na mnozine celych cisel.

Relacia delite’nosti na mnoZine celych ¢isel je reflexivna.
To znamena, zZe kazdé celé Cislo deli samé seba.

Dokaz tohto tvrdenia je vel'mi jednoduchy.
Ak a je 'ubovol'né celé ¢islo, potom a - 1 = a. Teda ¢islo a deli samé seba.

Relacia delite’nosti na mnoZine celych ¢isel je antisymetricka.
To znamena, Ze ak a a b su rozne celé Cisla a a deli b, potom b nedeli a.

Aj dokaz tohto tvrdenia je vel'mi jednoduchy. Uvedieme si ho pre kladné celé ¢isla.

Ak aab st rozne kladné celé Cisla a a deli b, potom existuje také kladné celé Cislo ¢, ze
a - c=b. Z tejto rovnosti vyplyva, Zze a > b.

Ak by aj bdelilo a, potom by existovalo také kladné celé Cislo d, ze
b - d = a. Z tejto rovnosti by vyplyvalo, Ze b > a, €o je v spore s predpokladom, ze a > b.

Teda ¢islo b nedeli ¢islo a.

Relacia deliteI’nosti na mnozine celych ¢isel je tranzitivna.
To znamena, Ze ak a deli b a b deli ¢, potom « deli c.

Aj dokaz tohto tvrdenia je vel'mi jednoduchy.

Ak a deli b, potom existuje také kladné celé Cislo &, ze a - k= b.

Ak b deli ¢, potom existuje také kladné celé Cislo [, ze b - [ = c.
Potoma - k-1=b-1=c. Pretoze k - [ je tiez cel¢ Cislo, plati, ze a deli c.

Z predchadzajucich troch tv rdeni vyplyva nasledujuce tvrdenie.

Relacia delitePnosti na mnoZine celych cisel je reliaciou neostrého c¢iastoéného
usporiadania.

Teraz si uvedieme niekol’ko jednoduchych vlastnosti delitel'nosti.

Nech a, b, ¢, d, e si 'ubovol’'né celé ¢isla. Potom:
1. Ak a|b, potom a|d-b.

2.Ak a|b a a|c,potom a|b+c.
3.Ak a|b a a|c,potom a|d-b+e-c.

Dokaz tvrdenia 1 je vel'mi jednoduchy.
Ak a deli b, potom existuje také kladné celé Cislo k, ze a - k= b.
Potoma-k-d=b-d=d-b. Pretoze k - d je tiez celé¢ Cislo, plati, ze a deli d - b.

Aj dokaz tvrdenia 2 je vel'mi jednoduchy.

Ak a deli b, potom existuje také kladné celé Cislo k, ze a - k= b.
Ak a deli ¢, potom existuje také kladné celé Cislo /, ze a - [ = c.

Potom a-(k+[)=a-k+a-1=b+c. Pretoze k + [ je tieZ celé &islo, plati, Ze a deli b + c.

Tvrdenie 3 priamo vyplyva z prvych dvoch tvrdeni.
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Uz pri definicii operacie delenia so zvySkom v mnozine celych nezapornych cisel sme si
uviedli analogické tvrdenie, ako je to nasledujuce.

Nech a, b st celé Cisla. Nech b > 0. Potom existuje jedina dvojica celych ¢isel g a r tak, ze
a=b-q+r,pricom 0<r<b.

Pouzitie tohto tvrdenia je nasledovné:

Del'me Cislo 34 ¢islom 5. Zrejme 34 =5-6+4. Teda netplny podiel ¢isel 34 a 5 je 6 a zvySok
je 4.

Teraz del'me ¢islo —34 ¢islom 5. Zrejme —34=5-(—7)+1. Teda netplny podiel ¢isel =34 a 5
je =7 azvysok je 1.

Napokon del'me ¢islo —13 &islom 3. Zrejme —13 =3-(—5)+2. Teda neuplny podiel &isel —13
a3 je—5azvysok je 2.

Teraz sa budeme venovat’ vybranym kritériam delitelnosti.

Najprv sktimajme, kedy je prirodzené cislo delitelné dvoma. NapiSme si najmensie
prirodzené Cisla delitel'né dvoma: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30.
Vsimnime si ich posledné cifry. Vidime, Ze na mieste jednotiek sa striedaju iba ¢islice 0, 2, 4,
6, 8.

Prirodzené &islo a=c,-10"+c, 10" +c, 10" +..+¢,-10* +¢-10' +¢,-10° s ciframi

c,,c

n-1°

C, 5,.,Cy,C;,C, je delitePné dvoma, ak jeho posledna Cislica ¢, je 0, 2, 4, 6 alebo 8.

Teda:
- Cislo 234 543 346 436 je deliteI'né dvoma, lebo jeho posledna ¢islica je 6,
- cislo 347 573 752 485 nie je deliteI'né dvoma, lebo jeho posledna Cislica je 5.

Teraz skimajme, kedy je prirodzené Cislo deliteI'né piatimi. NapiSme si najmensie prirodzené
¢isla delitel'né piatimi: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75.
Vsimnime si ich posledné cifry. Vidime, Ze na mieste jednotiek sa striedaju iba Cislice 0 a 5.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +¢c, , 10" +...4+¢, 10’ +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

c,,C

n—-1°

C, 25-Cy,Cp,Cy j€ delitePné piatimi, ak jeho posledna Cislica ¢, je 0 alebo S.

Teda:
- Cislo 234 543 346 435 je delitel'né piatimi, lebo jeho posledna cislica je 5,
- Cislo 347 573 752 487 nie je delitelné piatimi, lebo jeho posledna Eislica je 7.

Podobné tvrdenie plati aj pre delitenost’ desiatimi.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, , 10" +...4+¢, 10’ +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

c,,c

n-1°

C, 25--Cy,C;,C, j€ delitePné desiatimi, ak jeho posledna ¢islica ¢, je 0.

Teda:
- Cislo 234 543 346 430 je delite'né desiatimi, lebo jeho posledna ¢islica je 0,
- Cislo 347 573 752 487 nie je delitelné desiatimi, lebo jeho posledna Cislica je 7.
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Teda kritéria delitelnosti dvoma, piatimi a desiatimi sa viazu na poslednu ¢islicu.
Podobné kritéria mame pre delitelnost’ Styrmi, dvadsiatimi piatimi, pdtdesiatimi a stomi.
Tieto sa viazu na posledné dve ¢islice, teda na posledné dvojéislie.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, 10" +...+¢,-10* +¢,-10' +¢,-10" s ciframi

c,,c

' 15Cpns-Cy,Cp,C, j€ delitePné Styrmi, ak jeho posledné dvojcislie c,c, je deliteI’né
Styrmi.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, , 10" +...4+¢c, 10’ +¢,-10' +¢,-10° s ciframi
C,,C, 15C, 5--Cy,C,Cy j€ delitePné dvadsiatimi piatimi, ak jeho posledné dvojcislie c,c, je
00, 25, 50 alebo 75.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, , 10" +...4+¢, 10’ +¢,-10' +¢,-10° s ciframi
C,rCp15Cyns-5Cyy €, Cy j€ delite’né pitdesiatimi, ak jeho posledné dvojcislie c,c, je 00
alebo 50.

Prirodzené &islo a=c,-10"+c, 10" +c, 10" +..+¢c,-10* +¢ -10' +¢,-10° s ciframi

C,sCo15CpnsennCyy €y, C, j€ delitePné stomi, ak jeho posledné dvojcislie c,c, je 00.
Teda:
- Cislo 234 543 346 472 je delitelné Styrmi, lebo jeho posledné dvojcislie 72 je delitelné
Styrmi,

- Cislo 234 543 346 474 nie je delitelné Styrmi, lebo jeho posledné dvojéislie 74 nie je
deliteI'né Styrmi,

- Cislo 234 543 346 475 je delitelné dvadsiatimi piatimi, lebo jeho posledné dvojcislie
75 je delite'né dvadsiatimi piatimi,

- Cislo 234 543 346 474 nie je delitelné¢ dvadsiatimi piatimi, lebo jeho posledné
dvojcislie 74 nie je delitelné dvadsiatimi piatimi,

- Cislo 234 543 346 450 je delitelné pat'desiatimi, lebo jeho posledné dvojéislie 50 je
delitelné patdesiatimi,

- Cislo 234 543 346 474 nie je delitel'né patdesiatimi, lebo jeho posledné dvojcislie 74
nie je delitelné patdesiatimi,

- Cislo 234 543 346 400 je delite'né stomi, lebo jeho posledné dvojcislie je 00,

- Cislo 234 543 346 474 nie je delite'né stomi, lebo jeho posledné dvojcislie nie je 00.

Analogické kritérid mame aj pre posledné troj¢islie. Uvedieme si iba jedno.

Prirodzené &islo a=c -10"+c._ 10" +¢c 10" > +...4¢,-10* +¢,-10' +¢,-10° s ciframi
n n—1 n—2 2 1 0

C,»C, 15Cy s--Cy» €, Cy j€ delitené 6smimi, ak jeho posledné trojéislie c,cc, je delite’'né
Osmimi.
Teda:

- Cislo 234 543 346 472 je delitelné 6smimi, lebo jeho posledné trojCislie 472 je
delitené 6smimi, (472 : 8 = 59)

- Cislo 234 543 346 474 nie je delitel'né 6smimi, lebo jeho posledné trojcislie 474 nie je
delitelné 6smimi. (474 : 8 =59 zv. 2)
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DalSia skupina kritérii sa viaze na ciferny sucet. Uvedieme si dve z nich.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, ,-10" > +...+¢,-10> +¢-10' +¢,-10" s ciframi
CprCp15Cy n5--0sCy5 €15 Co je delitel'né  troma, ak  jeho ciferny  sucet
c,+tc,  +c, ,+...+c, +c +¢, je delitePny troma.

Prirodzené &islo a=c, 10" +c, -10"" +c, , 10" +...4+¢,10° +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

CpyCo1sCpnsrennCynCyCy  j€  delitePmné  deviatimi, ak  jeho  ciferny  sucet

¢, +c, ,+c, ,+...+¢c,+c +c, je delitePny deviatimi.

Teda:

- Cislo 234 543 346 482 je delitelné troma, lebo jeho ciferny sucet
2+3+4+5+4+3+3+4+6+4+8+2=48 je deliteI'ny troma,

- Cislo 233 543 346 482 nie je delitelné troma, lebo jeho ciferny sucet
2+3+3+5+4+3+3+4+6+4+8+2=47 nie je delitelny troma,

- Cislo 234 543 346 482 nie je delitelné deviatimi, lebo jeho ciferny sucet
2+3+4+5+4+3+3+4+6+4+8+2=48 nie je delitelny troma,

- Cislo 231 543 346 482 je delitelné deviatimi, lebo jeho ciferny sucet
2+3+14+5+4+3+3+4+6+4+8+2=45 je deliteny deviatimi.

Napokon si uvedieme kritéria pre delitenost’ Siestimi, dvandstimi a patnastimi.

Prirodzené Cislo je delitel’né Siestimi, ak je delitePné dvoma aj troma.
Prirodzené ¢islo je delitePné dvanastimi, ak je delitené troma aj Styrmi.
Prirodzené Cislo je delitePné pitnastimi, ak je delite’né troma aj piatimi.

Kritéria delitel'nosti si teraz ukazeme na ulohach.

Uloha:

Ktorymi z ¢isel 2, 3,4, 5, 6, 8,9, 10 je delitelné ¢islo 123 456 7897

Riesenie:

Pretoze posledna Cislica je 9, Cislo 123 456 789 nie je delitelné dvoma, piatimi ani desiatimi.
Teda nemoéze byt delite'né ani Siestimi.

Pretoze posledné dvojcislie je 89 ato nie je delitelné Styrmi, Cislo 123 456 789 nie je
delitelné Styrmi.

Pretoze posledné trojCislie je 789 ato nie je delitelné 6smimi, Cislo 123 456 789 nie je
deliteI'né 6smimi.

(To, ze cislo 123 456 789 nie je delitelné Styrmi a §smimi sme mohli zdévodnit aj tym, ze nie
je delitel'né dvoma.)

Teraz ur¢ime ciferny sucet ¢isla 123 456 789.

1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

Ked’Ze ciferny sucet je delitel'ny troma, Cislo 123 456 789 je deliteI'né troma.

Kedze ciferny sucet je delitel'ny deviatimi, ¢islo 123 456 789 je delitelné deviatimi.

Zcisel 2,3,4,5,6,8,9, 10 je ¢islo 123 456 789 delitel'né iba ¢islami 3 a 9.
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Uloha:

Ktorymi z ¢isel 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 je delite'né ¢islo 56 763 9927

RieSenie:

Pretoze poslednd dislica je 2, €islo 56 763 992 je delitelné dvoma anie je delitelné ani
piatimi, ani desiatimi.

Pretoze posledné dvojcislie je 92 a to je delitelné Styrmi, ¢islo 56 763 992 je delitelné Styrmi.
Pretoze posledné trojcislie je 992 ato je delitelné 6smimi, ¢islo 56 763 992 je delitelné
Osmimi.

Teraz uré¢ime ciferny sucet ¢isla 56 763 992.

5+6+7+6+3+9+9+2=47

Ked'ze ciferny sucet nie je delitelny troma, ¢islo 56 763 992 nie je delitelné troma. Teda
nemoze byt deliteI'né ani Siestimi.

Ked'Ze ciferny sucet nie je delitelny deviatimi, ¢islo 56 763 992 nie je delitelné deviatimi.
Zcisel 2,3,4,5,6,8,9, 10 je ¢islo 56 763 992 delitel'né iba ¢islami 2, 4 a 8.

Uloha:

Na konkrétnom priklade ukézte, ze ak je Cislo delitel'né dvoma a $tyrmi, potom nemusi byt
deliteI'né 6smimi.

Riesenie:

Vezmime si napriklad ¢islo 36.

Toto ¢islo je delitel'né dvoma aj Styrmi, ale nie je deliteI'né 6smimi.

Uloha:
Zdovodnite kritérium delitel’nosti dvoma, ktoré znie:

,Prirodzené &islo a=c, 10" +c, ,-10"" +¢,, 10" +...+¢,-10° +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

n—1
C,,C, 15Cy a5--sCy,C,,C, J€ delitelné dvoma, ak jeho posledna cislica je delitelna dvoma.*
RieSenie:
a=c,-10"+c, 10" +c, 10" +...+¢,-10* +¢,-10' +¢,-10° =

=c,-10-10"" +¢,,-10-10" % +¢, ,-10-10"> +...4+¢,-10-10+¢, - 10+¢, =

=2-(c,-5:10" " +¢,,-5-10" +¢, ,-5:10" +..+¢,-5:10+¢,-5) +¢,

Ak ozna¢ime k=c, -5-10"" +¢, -5-10"* +¢c, ,-5-10" +...+¢,-5-10+¢, -5,

potom a =2-k+c,. Pretoze prvy séitanec je delitelny ¢islom dva, o deliteInosti stuctu ¢islom
2 rozhoduje iba druhy scitanec, ktorym je ¢y, teda posledna cifra ¢isla a. Ak ¢y je delitelna
dvoma, potom aj Cislo a je delitel'né dvoma. Ak ¢y nie je delitelna dvoma, potom ani ¢islo
a nie je delitel'né dvoma.

Uloha:
Zdovodnite kritérium delitel'nosti piatimi, ktoré znie:

,Prirodzené &islo a=c, 10" +c, ,-10"" +¢c,, 10" +...+¢,-10° +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

C,,C

n

1>Cp e Gy, G, €y € delitelné piatimi, ak jeho posledna Cislica je 0 alebo 5.

106



RieSenie:
a=c,-10"+c, 10" +c, 10" +...+¢,-10* +¢,-10' +¢,-10° =

=c,-10-10"" +¢,,-10-10" % +¢, ,-10-10"> +...4+¢,-10-10+¢, - 10+¢, =

=5-(c,2:10" " +¢,,-2:10" " +c,,-2:10" 4. 4¢,-2:10+¢, - 2) +¢,

Ak ozna¢ime k=c, -2-10"" +¢c,,-2-10"* +¢c,,-2-10"  +..+¢,-2-10+¢, -2,

potom a=35-k+c,. Pretoze prvy scitanec je delitelny ¢islom pit, o delitelnosti stctu ¢islom
pat’ rozhoduje iba druhy scitanec, ktorym je ¢y, teda posledna cifra Cisla a. Ak ¢y je delitel'na
piatimi, teda ak je to 0 alebo 5, potom aj Cislo « je delitel'né piatimi. Ak ¢y nie je delitelna
piatimi, teda ak to nie je 0 alebo 5, potom ani ¢islo a nie je deliteI'né piatimi.

Uloha:
Zdovodnite kritérium delitel’nosti troma, ktoré znie:

,Prirodzené &islo a=c, 10" +c, ,-10"" +¢c, ,-10"* +...+¢,-10° +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

C,,C

15C 055 Cy5 €5 €y je delite'né troma, ak jeho ciferny sucet
c,+c,  +c, ,+...+c,+c +c, je delitelny troma.* na Sestcifernom cisle.

Riesenie:

Ak a je Sest’ciferné ¢islo, potom ma tvar

a=c;-10° +¢,-10* +¢;-10° +¢,-10° +¢,-10' +¢, -10°.

Po jednoduchych upravach dostaneme:

a=c;-100000+c¢, -10000 +c; -1000+c, - 100+ ¢, -10+¢, - 1=

=¢-(99999+1)+¢, (9999 +1)+¢;-(999+1)+¢,-(99+1)+¢,- (9+1)+¢,-1=
=¢,-99999+c¢, +¢,-9999+c, +¢;-999+¢c; +¢,-99+c, +¢, -9+, +¢, =
=¢,-99999+¢,-9999+¢;-999+c,-99+c¢,-9+cs+c, +c; ¢, +o +c, =

=3'(C’5 -33333+c¢,-3333+c¢,-333+c¢,-33+¢, '3)+(6‘5 +c,+c+c, +CI+CO)

Ak oznac¢ime k =c;-33333+c¢,-3333+c¢,-333+c,-33+¢,-3,

potom a=3-k+CS, kde CS=(cs+c, +¢;+¢, +¢,+¢,) je ciferny sicet ¢isla a. PretoZe prvy

sCitanec je delitelny ¢islom tri, o delitelnosti suctu ¢islom tri rozhoduje iba druhy scitanec,
ktorym je CS, teda ciferny sucet ¢isla a. Ak CS je delitelny troma, potom aj ¢islo a je
delitel'né troma. Ak CS nie je deliteI'ny troma, potom ani Cislo a nie je delite'né troma.

Uloha:
Zdovodnite kritérium delitel’nosti deviatimi, ktoré znie:

,Prirodzené &islo a=c, 10" +c, ,-10"" +¢, ,-10"* +...+¢,-10° +¢,-10' +¢,-10° s ciframi

CpsCo5CpnsennCynCyCy  je  delitelné  deviatimi, ak  jeho  ciferny  stcet
c,+tc,  +c, ,+...+c, +c +c, je delitelny deviatimi.“ na Sest’cifernom Cisle.
Riesenie:

Ak a je Sest’ciferné ¢islo, potom ma tvar
a=c;-10° +¢,-10* +¢;-10° +¢,-10° +¢,-10' +¢, -10°.
Po jednoduchych upravéach dostaneme:
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a=c,-100000+c, -10000+c; -1000+c, -100+¢,-10+¢, -1 =
=¢;-(99999+1)+¢, (9999 +1)+¢;-(999+1)+¢, - (99+1)+¢,- (9+1)+¢,-1=
=¢,-99999+c¢, +¢,-9999+c¢, +¢,-999+¢c, +¢,-99+c, +¢, -9+ +¢, =
=¢;-99999+¢,-9999 +¢,-999+c¢,-99+c¢,-9+c; +c, +c;+c, +¢ +¢, =

=9-(¢; 111 11+¢, - 1111+¢; - 1114¢, - 1+¢, - 1) +(cs +¢, + ¢+, + ¢, +¢;)

Ak oznacime k=c;-11111+¢,-1111+¢;-111+¢c,-11+¢, 1,

potom a=9-k+CS,kde CS=(c;+¢, +¢;+¢, +¢ +¢,) je ciferny sudet ¢isla a. Pretoze prvy

sc¢itanec je delitelny Cislom devéat, o delitelnosti suctu ¢islom devét rozhoduje iba druhy
sCitanec, ktorym je CS, teda ciferny stcet Cisla a. Ak CS je deliteI'ny deviatimi, potom aj ¢islo
a je delitelné deviatimi. Ak CS nie je delitelny deviatimi, potom ani ¢islo a nie je deliteI'né
deviatimi.

Teraz sa oboznamime s pojmom dokonalé ¢islo.

Prirodzené Cislo 7 je dokonalé, ak sa rovna polovici suc¢tu svojich delitel’ov.

V prvej stovke st dve dokonalé ¢isla, a to 6 a 28.

Cislo 6 ma delitele 1, 2, 3, 6. Ich sacet je 12.
Cislo 28 ma delitele 1, 2, 4, 7, 14, 28. Ich sucet je 56.

Dalsie dokonalé &isla st 496, 8128, 33550336.
Doteraz nie je zname ziadne neparne dokonalé ¢islo.
Najvicsi spoloény delitel’ a najmensi spolo¢ny nasobok

Zatneme tym, Ze si presne zadefinujeme pojem najviacSiecho spolo¢ného delitel’a
a najmensSieho spolo¢ného nasobku.

Spolo¢nym delitel'om celych ¢isel a, b budeme nazyvat’ také Cislo, ktoré deli obe tieto Cisla.
Teda:

Celé ¢islo d je spoloénym delitePom celych ¢isel a, b, ak d |a a d |b.

Vezmime si ¢isla 36 a 60.

Cislo 36 ma tieto kladné delitele: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.

Cislo 60 ma tieto kladné delitele: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

Spolo¢nymi delitel'mi Cisel 36 a 60 su: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Vidime, Ze najvacsim spoloénym nasobkom ¢isel 36 a 60 je Cislo 12.

Vsimnime si, ze vSetky ostatné spolo¢né delitele delia ¢islo 12, ktoré je najvacsim spoloénym
delitel'om.
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Kladné celé ¢islo D je najviacsim spoloénym delitel’om celych ¢isel a, b, ak:
1. D|a a D|b,
2. Ak d je také kladné celé Cislo, pre ktoré d |a a d|b, potom d |D.

Vlastnost’ 1. ndm zarucuje, ze D je spolo¢ny delitel’ ¢isel a, b.
Vlastnost’ 2. ndm zarucuje, Ze D je najvacsi spomedzi vSetkych spoloénych delitelov.

Teraz sa budeme venovat’ najmensieho spoloéného nasobku.

Spoloénym néasobkom celych cisel a, b budeme nazyvat’ také cCislo, ktoré je nasobkom
obidvoch z nich. Teda:

Celé Cislo 7 je spoloénym nasobkom celych ¢isel a, b, ak a|n a b|n.

Vezmime si ¢isla 36 a 60.

Cislo 36 ma tieto kladné nasobky: 36, 72, 108, 144, 180, 216, 252, 288, 324, 360, 396, 432,
468, 504, 540, 576, 612, 648, 684, 720, 756, ...

Cislo 60 ma tieto kladné delitele: 60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600, 660, 720,
780, ...

Spolo¢nymi delitel'mi Cisel 36 a 60 st: 180, 360, 540, 720, ...

Vidime, Ze najmensim kladnym spolocnym nasobkom ¢isel 36 a 60 je ¢islo 180.

Vsimnime si, Ze vSetky ostatné spolo¢né nasobky su nasobkom ¢isla 180, ktoré je najmensim
spolo¢nym nasobkom.

Kladné celé ¢islo NV je najmensim spolo¢nym nasobkom celych ¢isel a, b, ak:
l.a|N ab|N,
2. Ak n je také kladné celé Cislo, pre ktoré a|n a b|n, potom N |n.

Vlastnost’ 1. ndm zarucuje, Ze N je spolo¢ny nasobok Cisel a, b.
Vlastnost’ 2. ndm zarucuje, Ze N je najmensi spomedzi vSetkych kladnych spolo¢nych
nasobkov.

Najvidsi spolo¢ny delitel Eisel a, b oznacujeme (a,b).

Najmensi spolo¢ny nasobok &isel a, b oznacujeme [a,b].

Vztah medzi su¢inom ¢isel a, b, ich najvacsim spolo¢nym delitelom a najmensim spolo¢nym
nasobkom urcuje nasledujuce tvrdenie.

(a,b)-[a,b]za-b

Uloha:

N4jdite najvacsi spolocny delitel’ a najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 72 a 108.
Overte, ¢i (72,108)-[72,108]=72-108.

Riesenie:

Delitele ¢isla 72 su: 1, 2, 3,4, 6, 8,9, 12, 18, 24, 36, 72.

Delitele ¢isla 108 su: 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18, 27, 36, 54, 108.
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Najvicsi spolo¢ny delitel je (72,108) =36.

Nasobky ¢isla 72 su: 72, 144, 216, 288, 360, ....
Nésobky ¢isla 108 su: 108, 216, 324, 432, 540, ...
Najmensi spolo¢ny nasobok je [72,108] =216.

Vztah (72,108):[72,108] = 72-108 plati,

nakolko (72,108)-[72,108] =36-216 = 7776 =72-108

Uloha:

Najdite najvacsi spolocny delitel’ a najmensi spolo¢ny nasobok cisel 30 a 75.
Overte, ¢i (30,75)-[30,75]=30-75.

RieSenie:

Delitele ¢isla 30 su: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.
Delitele ¢isla 75 su: 1, 3, 5, 15, 25, 75.
Najvicsi spolo¢ny delitel je (30,75)=15.
Nasobky cisla 30 su: 30, 60, 90, 120, 150, ....
Nésobky ¢isla 75 su: 75, 150, 225, 300, 375, ...
Najmensi spoloény nasobok je [30,75]=150.
Vztah (30,75)-[30,75] =30-75 plati,

nakol’ko (30,75)-[30,75]=15-150=2250=30-75.

S najvacsim spolo¢nym delitelom suvisi aj pojem sudelitelnych ¢isel.

Cisla a a b nazyvame nesidelitePné, ak (a,b)=1.

Inak ich nazyvame sudelitel’né.

Napriklad ¢isla 5 a 7 st nesudeliteI'né, nakol’ko ich najvacsim spolocnym delitel'om je Cislo 1.
Taktiez ¢isla 5 a 19 st nesudelitel'né, nakol’ko ich najva¢sim spolocnym delitel'om je ¢islo 1.
Cisla 15 a 25 st stdelitelné, lebo ich najva¢sim spoloénym delitelom je &islo 5.

Taktiez ¢isla 12 a 20 su studelitelné, lebo ich najvacsim spolo¢nym delitelom je ¢islo 4.

Euklidov algoritmus na najdenie najvicSieho spolo¢ného delitel’a

Jednou z efektivnych metdd na najdenie najvécsieho spoloc¢ného delitel'a dvoch prirodzenych
¢isel je Euklidov algoritmus. Je zalozeny na nasledujiicom poznatku.

Nech prirodzené Cislo d je delitelom prirodzenych cisel a a b, a > b. Potom d je aj
delitePom ¢isla a — b.

Nech prirodzené Cislo d je delitelom prirodzenych cisel a a b, a > b. Potom d je aj
delitePom ¢isla c, ktoré je zvySkom po deleni ¢isla b ¢islom a.

O platnosti tohto poznatku sa pol'ahky presvedcime.

Ak d je delitel'om a, potom existuje také prirodzené Cislo k, ze a=d -k .
Podobne, ak d je delitel'om b, potom existuje také prirodzené Cislo /, ze b=d -1.
Potom a—b=d-k—d-1=d-(k—1), ateda d je delitelom &isla a — b.
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Ak a — b je mensie ako b, potom je zvySkom po deleni Cisla a ¢islom b, a teda d je delitel'om
¢isla c. Ak a — b nie je menSie ako b, potom podla prvej Casti tvrdenia d je aj delitel'om ¢isla
a — 2b. Takto by sme mohli pokracovat’, az kym dostaneme, ze d je delitel'om cisla c.

Vysvetlime si predchadzajiuce zdovodnenie na konkrétnom priklade.

Zvolmesi a=52ab=12.

Vieme, ze Cislo d = 4 je delitelom ¢isel 52 aj 12.

Podrla prvej Casti tvrdenia je d aj delitel'om ¢isla 52 — 12 = 40.

Kedze 40 > 12 a cislo d = 4 je delitel'om ¢isel 40 aj 12, podl'a prvej Casti tvrdenia je d aj
delitel'om ¢isla 40 — 12 = 28.

Kedze 28 > 12 a cislo d = 4 je delitel'om ¢isel 28 aj 12, podl'a prvej Casti tvrdenia je d aj
delitel'om ¢isla 28 — 12 = 16.

Kedze 16 > 12 a cislo d = 4 je delitel'om ¢isel 16 aj 12, podl'a prvej Casti tvrdenia je d aj
delitel'om ¢isla 16 — 12 = 4.

Kedze 4 < 12, ¢islo ¢ = 4 je zvySkom po deleni ¢isla 52 ¢islom 12. Podl'a druhej ¢asti tvrdenia
Cislo d je aj delitel'om cisla c.

Zvysok po deleni vdcsieho ¢isla menSim ¢islom teda mézeme ur€it’ napriklad tak, Ze postupne
odcitavame mensSie Cislo od vacsieho, az kym nedostaneme mensi rozdiel ako je menSitel.

Uloha:

Postupnym od¢itavanim urcte zvySok po deleni ¢isla 4 567 ¢islom 754.
RieSenie:

4567—-754=3813

3813 -754=3059

3059 —-754=2305

2305-754=1551

1551 -754=1797

797 — 754 =43

Zvysok po deleni ¢isla 4 567 ¢islom 754 je 43.

Teraz prejdeme k Euklidovmu algoritmu.

Najvacsi spolocny delitel’ prirodzenych ¢isel a a b, a > b uréime takto:

1. VicdSie z Cisel a a b nahradime zvySkom po deleni vicSieho ¢isla mensim.

2. Ak mensSie z ¢isel je nula, najvicSim spoloénym delitel'om je vicSie z ¢isel. Inak
pokracujeme bodom 1.

Postup si vysvetlime na priklade. Chceme ndajst’ najvacsieho spolo¢ného delitel’a ¢isel 4 567
a 754.

Pretoze 4 567 > 754, Cislo 4 567 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 4 567 ¢islom 754, teda
¢islom 43.

Pretoze 754 > 43, ¢islo 754 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 754 ¢islom 43, teda ¢islom
23.

Pretoze 43 > 23, ¢islo 43 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 43 ¢islom 23, teda ¢islom 20.
Pretoze 23 > 20, ¢islo 23 nahradime zvySkom po deleni Cisla 23 ¢islom 20, teda ¢islom 3.
Pretoze 20 > 3, ¢islo 20 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 20 ¢islom 3, teda ¢islom 2.
Pretoze 3 > 2, ¢islo 3 nahradime zvySkom po deleni Cisla 3 Cislom 2, teda ¢islom 1.

Pretoze 2 > 1, ¢islo 2 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 2 ¢islom 1, teda ¢islom 0.
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Zostali ndm ¢isla 1 a 0. PretoZze mensSie z nich je nula, vac¢Sie z nich je najvacsim spolocnym
delitel'om Ccisel 4 567 a 754. Zaroven je aj najvacsim spoloénym delitelom ¢isel 754 a 43,
Cisel 43 a 23, Cisel 23 a 20, Cisel 20 a 3, Cisel 3a2 acisel 2al.

Teda: (4 567,754) = (754,43) = (43,23) = (23,20) = (20,3) = (3,2) =(2,1) = 1.

Uloha:

Euklidovym algoritmom urcte najvacsi spolocny delitel ¢isel 120 a 15.

RieSenie:

Pretoze 120 > 15, ¢islo 120 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 120 ¢islom 15, teda ¢islom 0.
(pretoze 120:15=8, zvySok 0)

Zostali nam c¢isla 8 a 0. PretoZze menSie z nich je nula, vac¢Sie z nich je najvacsim spolocnym
delitel'om ¢isel 120 a 15.

Teda: (120,15) = 8.

Uloha:

Euklidovym algoritmom urcte najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel 124 a 8.

RieSenie:

Pretoze 124 > 8, ¢islo 124 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 124 ¢islom 8, teda ¢islom 4.
(pretoze 124:8=15, zvysok 4)

Pretoze 8 > 4, ¢islo 8 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 8 ¢islom 4, teda ¢islom 0. (pretoze
8:4=2, zvysok 0)

Zostali nam ¢isla 4 a 0. Pretoze menSie z nich je nula, vic¢sie z nich je najvacSim spoloénym
delitel'om cisel 124 a 8.

Teda: (124,8) = (8,4) = 4.

Uloha:

Euklidovym algoritmom urcte najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel 52 a 12.

Riesenie:

Pretoze 52 > 12, ¢islo 52 nahradime zvySkom po deleni Cisla 52 ¢islom 12, teda ¢islom 4.
(pretoze 52:12=4, zvySok 4)

Pretoze 12 > 4, ¢islo 12 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 12 ¢islom 4, teda ¢islom O.
(pretoze 12:4=3, zvysok 0)

Zostali nam c¢isla 4 a 0. Pretoze menSie z nich je nula, vac¢Sie z nich je najvacSim spolo¢nym
delitel'om cisel 52 a 12.

Teda: (52,12) = (12,4) = 4.

Uloha:

Euklidovym algoritmom urcte najvacsi spolocny delitel’ Cisel 54 a 14.

RieSenie:

Pretoze 54 > 14, ¢islo 54 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 54 ¢islom 14, teda ¢islom 12.
(pretoze 54:14=3, zvySok 12)

Pretoze 14 > 12, ¢islo 14 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 14 ¢islom 12, teda ¢islom 2.
(pretoze 14:12=1, zvySok 2)

Pretoze 12 > 2, ¢islo 12 nahradime zvySkom po deleni ¢isla 12 ¢islom 2, teda c¢islom 0.
(pretoze 12:2=6, zvysok 0)

Zostali nam ¢isla 2 a 0. PretoZze menSie z nich je nula, vic¢sie z nich je najvacSim spoloénym
delitel'om cisel 54 a 14.

Teda: (54,14) = (14,12) = (12,2) = 2.
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Prvocisla

Vytvorme si tabul’ku vSetkych delitel'ov prirodzenych ¢isel od 1 do 20.

Cislo Delitele Cislo Delitele
1 1 11 1,11
2 1,2 12 1,2,3,4,6, 12
3 1,3 13 1,13
4 1,2,4 14 1,2,7, 14
5 1,5 15 1,3,5,15
6 1,2,3,6 16 1,2,4,8,16
7 1,7 17 1,17
8 1,2,4,8 18 1,2,3,6,9, 18
9 1,3,9 19 1,19
10 1,2,5,10 20 1,2,4,5,10,20

Vsimnime si, Zze jedného delitela ma iba Cislo 1. Ostatné ¢isla maju aspon dva delitele: 1
a samého seba. Cisla, ktoré budi mat’ iba tieto dva delitele, nazyvame prvocisla.

Prirodzené cislo n > 1 nazveme prvocislo, ak ma v mnoZine prirodzenych cisel prave dva
rozne delitele (jednotku a samého seba).

Prirodzené ¢islo n > 1, ktoré nie je prvocislo, nazyvame zloZené Cislo.

Medzi ¢islami 1 — 20 su teda ¢isla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 a 19 prvocisla. Cisla 4, 6, 8,9, 10, 12,
14, 15, 16, 18, 20 su zlozené ¢isla.

Ako zistime, ¢i je dané prirodzené ¢islo prvocislo? Jeden z vhodnych postupov je zaloZzeny na
nasledujucej vete.

Ak prirodzené Cislo n > 1 je zloZené ¢islo, potom ma aspon jedného delitel’a, ktory je
vicsi ako 1 a mensSi alebo rovny Jn.

Teda ak chceme zistit', ¢i dané prirodzené ¢islo je prvocislo, postupne ho delime ¢islami 2, 3,
4, .., \n. Ak najdeme delitela, prirodzené Cislo n je zlozené ¢islo. Inak je n prvocislo.

Uloha:

Zistite, ¢i Cislo 293 je prvocislo.

Riesenie:

Pomocou kalkulacky zistime, Ze x/@ =17,11.

Postupne budeme delit’ ¢islo 293 ¢islami 2, 3,4, 5, ..., 17.

Cislo 293 nie je deliteI'né dvoma, lebo nekon¢i ¢islicou 0, 2, 4, 6, 8.
Nemoze byt teda delite'né ani cislami 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.

Cislo 293 nie je delitelné troma, lebo jeho ciferny sucet je 2 + 9 + 3 = 14 a to nie je delitelné
troma. Nemoze byt teda delitel'né ani ¢islami 6, 9, 12, 15.

Cislo 293 nie je delitelné piatimi, lebo nekonéi &islicou 0, 5.
Nemoze byt teda delite'né ani ¢islami 5, 10, 15.

Cislo 293 nie je delitelné 7.
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(:Iislo 293 nie je delitel'né 11.
Cislo 293 nie je delitel'né 13.
Cislo 293 nie je delitelné 17.

Pretoze ¢islo 293 nie je delite'né ziadnym z Cisel 2, 3, 4, 5, ..., 17, je ¢islo 293 prvocislo.
Ako mozno ndjst’ vietky prvocisla mensie ako dané ¢islo? Navod nam dava tzv. Eratostenovo
sito. Vysvetlime si jeho konstrukciu pre najdenie vSetkych prvocisel mensich ako 200.

Najprv si vSetky ¢isla 2 — 200 zapiSeme do tabulky.

2 1314|516 |7 8|9 [10]11]12]13][14]15]16 |17 181920
21 |22 12324 |25(26[27|28]29[3031(32[33|34[35[36|37[38[39]40
41 |42 |43 144 45146 |47 |48 49 |50 |51 |52 |53 |54 |55]56]|57|58]|59]60
61 |62 63|64 [65|66|67 6869|7071 72737475176 |77 78|79 |80
81 |82 |83 |84 |8 |8 |87 |88 8990919293194 ]95]96 9798 ]99 100
101102103104 [105/106|107 108|109 110|111 |112|113|114|115[116|117[118]119|120
1211221123 ]124[125|126|127[128|129|130[131|132|133|134|135[136|137]|138[139|140
141142143144 [145|146|147 148149150151 | 152|153 |154|155[156|157[158]159|160
161162163 |164|165[166|167 168169170171 (172|173 [174|175|176|177|178|179|180
181182183184 |185|186|187|188|189]1190[191[192|193]194]195[196|197[198]199 200
Teraz si oznac¢ime Cislo 2 a vyskrtneme vSetky jeho ndsobky.
2 |3 5 7 9 11 13 15 17 19
21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
41 43 45 47 49 51 53 55 57 59
61 63 65 67 69 71 73 75 77 79
81 83 85 87 89 91 93 95 97 99
101 103 105 107 109 111 113 115 117 119
121 123 125 127 129 131 133 135 137 139
141 143 145 147 149 151 153 155 157 159
161 163 165 167 169 171 173 175 177 179
181 183 185 187 189 191 193 195 197 199
Teraz si oznacime ¢islo 3 a vySkrtneme vSetky jeho nasobky.
2 |3 5 7 11 13 17 19
23 25 29 31 35 37
41 43 47 49 53 55 59
61 65 67 71 73 77 79
83 85 89 91 95 97
101 103 107 109 113 115 119
121 125 127 131 133 137 139
143 145 149 151 155 157
161 163 167 169 173 175 179
181 185 187 191 193 197 199

114




Teraz si oznaCime Cislo 5 a vySkrtneme vsetky jeho nésobky.

2 |3 5 7 11 13 17 19
23 29 31 37
41 43 47 49 53 59
61 67 71 73 77 79
83 89 91 97
101 103 107 109 113 119
121 127 131 133 137 139
143 149 151 157
161 163 167 169 173 179
181 187 191 193 197 199
Teraz si ozna¢ime Cislo 7 a vySkrtneme vSetky jeho nasobky.
2 |3 5 7 11 13 17 19
23 29 31 37
41 43 47 53 59
61 67 71 73 79
83 89 97
101 103 107 109 113
121 127 131 137 139
143 149 151 157
163 167 169 173 179
181 187 191 193 197 199
Teraz si ozna¢ime Cislo 11 a vySkrtneme vSetky jeho nasobky.
2 |3 5 7 11 13 17 19
23 29 31 37
41 43 47 53 59
61 67 71 73 79
83 89 97
101 103 107 109 113
127 131 137 139
149 151 157
163 167 169 173 179
181 191 193 197 199
Teraz si oznacime ¢islo 13 a vySkrtneme vSetky jeho ndsobky.
2 13 5 7 11 13 17 19
23 29 31 37
41 43 47 53 59
61 67 71 73 79
83 89 97
101 103 107 109 113
127 131 137 139
149 151 157
163 167 173 179
181 191 193 197 199
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Pretoze ~/293 =14,14, nasobky ¢isla 17 uz st vyskrtnuté vsetky.

Vsetky oznacené Cisla spolu so vSetkymi nepreSkrtnutymi ¢islami su prvocisla.

Zoznam prvocisel do 200: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167,
173,179, 181, 191, 193, 197, 199.

Vsimnime si, Ze v prvej stovke prirodzenych ¢isel je 25 prvocisel a v druhej stovke 21.
Hoci ich podiel bude postupne klesat’, vzdy najdeme d’alSie a d’alSie prvocislo.

O pocte prvocisel vravi nasledujiuce tvrdenie.

Prvocisel je nekonecne vel’a.

Désledkom tejto vety je nasledovné tvrdenie.

AKk si zvolime Pubovol’ne vel’ké prirodzené Cislo 7, potom existuje také prvocislo p, ktoré
je od neho vicsie.

O pocte parnych a neparnych prvocisel vravi nasledujuce tvrdenie.

Neparnych prvocisel je nekonecne vel’a.
Parne prvodislo je iba jedno. Je to ¢islo 2.

Teraz sa eSte budeme venovat pojmu prvociselné dvojcatd. Su to také prvocisla, ktorych
rozdiel je 2. Medzi Cislami 2 — 200 su to teda:
3a5,5a7,11al13,17a19,29a31,41a43,59a61,71a73,101a103, 107 a 109, 137 a
139,149 a 151,179 a 181, 191 a 193, 197 a 199.

Doteraz nie je zname, ¢i je prvociselnych dvojciat konecne alebo nekonecne vela.

Skumaniu prvocisel sa venuje v matematike vel'ké usilie. Mozno je to sposobené aj tym, ze
existuje mnozstvo nevyrieSenych problémov tykajicich sa prvocisel a tieto problémy su casto
velmi zaujimavé. Velmi prestizna je napriklad sutaz o najdenie najvicSieho znameho
prvocisla, ktord vlastne nebude mat’ nikdy koniec. O popularite prvocisel sved¢i aj mnozZstvo
materialov na Internete. Uvedieme si niekol’ko zo zaujimavosti o prvocislach.

1. Napriek tomu, ze prvocisel je nekonecne vela, v postupnosti vSetkych prvocisel existuju
I'ubovolne vel'ké medzery. Pre kazdé prirodzené Cislo n existuje postupnost’ po sebe iducich
prirodzenych cisel, ktora ma » ¢lenov a neobsahuje ziadne prvocislo.

2. Az doteraz neexistuje ziaden explicitny vzorec, pomocou ktorého mozno vyjadrit’ vSetky
prvocisla.

3. Ak si zvolime l'ubovolné prirozené Cislo n véacsie ako 1, potom existuje také prvocislo p,
ktoré je vécsie ako n a mensSie ako 2n.

4. Kedze prvocisel je nekonecne vela, matematikov zaujimalo, ako mozno odhadnut’ pocet

prvocisel mensich ako n. Ak si ich pocet oznatime P(n), potom existuji konstanty d a

také, 7e d-——< P(n)<h- " Vorne povedané, funkcia P(n) ,rastie rovnako rychlo®
logn logn
ako funkcia
logn
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Rozklad prirodzeného ¢isla na sticin prvocisel

Kazdé prirodzené ¢islo » > 1 moZno vyjadrit’ v tvare n=p“-p,”-p,”-..- p,“, kde
D> Dys P3s--» P, SUNAvVZAjom rézne prvocisla a o, «,,a,,...,a, si prirodzené Cisla.

Naviac, toto vyjadrenie je jednoznané aZ na poradie prvocisel p,, p,, p;,..., p, -

Rozklad &isla » na sucin n=p," - p,” - p,” - ...- p,* nazyvame kanonicky rozklad ¢isla n.

Uvedené tvrdenie si precvi¢ime na ulohach.

Uloha:
N4jdite kanonicky rozklad ¢isla 46 481 400.

Riesenie:

46481400=2-23240700=2-2-11620350=2-2-2-5810175 =
=2-2-2-3-1936725=2-2-2-3-3-645575=2-2-2-3-3-5-129115 =
=2-2-2-3.3.5.5-25823=2-2-2-3-3.5.5-7-3689=2-2-2-3-3.5.5.7-7-527 =
=2.2.2.3.3.5.5.7.7-17-31=2°-3*.5*.7*.17-31

Uloha:

Najdite kanonicky rozklad ¢isla 101 140 445.

Riesenie:

101140445 =5-20228089=5-7-2889727=5-7-31-93217 =
=5-7-31-31-3007 =5-7-31-31-31-97=5-7-31°.97

Uloha:

N4jdite kanonicky rozklad ¢isla 997 997.
Riesenie:

997997 =7-142571=7-11-12961=7-11-13-997

Cislo 997 je prvoéislo, nakol’ko /997 =31,57 a &islo 997 nie je delitelné Ziadnym z &isel 2,
3,4,.. 31

Rozklad prirodzeného ¢isla na sucin prvocisel mozno vhodne vyuzit aj pri hladani
najvacsicho spolocného delitel'a anajmenSieho spolo¢ného ndsobku. Postup vyplyva
z nasledujticeho tvrdenia a my si ho vysvetlime najmé na tlohach.

Nech m a n su prirodzené cisla viacSie ako 1 s kanonickymi rozkladmi v tvare
_ a; a a a _ 5 Y23 Y2 B = ye

n=p“-p,*-p-optom=p"-p,-p--p, kde p,p,,p;,....p, Su navzajom

rozne prvoéisla a «,,,,0;,....a,, B, B,, Bs,.... 5, su prirodzené ¢isla alebo nuly.

Oznacme y, =m1n{ai, i} ao, =max{ai, i} S

Potom (m’n) — plﬂa _pzxz '17313 _m_pkzk a [m,n] — plﬂa ,pzxz ,p3za .._..pklk .

Ked teda hl'addme najvacsi spolocny delitel’ a najmensSi spolo¢ny nasobok dvoch ¢isel,
urobime ich kanonické rozklady a upravime ich tak, aby oba rozklady mali rovnaké prvocisla.
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Potom v rozklade najvicsiecho spolocného delitela st tie isté prvocisla, ale s menSimi
exponentmi a v rozklade najmensieho spolo¢ného nasobku su tie isté prvocisla, ale s va¢Simi
exponentmi.

Uloha:

N4jdite najvacsi spolocny delitel’ a najmensi spolocny nasobok ¢isel 12 740 a 418 275.
RieSenie:

Najprv urobime kanonicky rozklad oboch ¢&isel.
12740=2-6370=2-2-3185=2-2-5-637=2-2-5-7-91=2-2-5-7-7-13=27-5.7% 13
418275=3-139425=3-3-46475=3-3-5-9295=3-3-5-5-1859 =
=3-3-5-5-11-169=3-3-5-5-11-13-13=37-5"-11-13

Teraz upravime kanonické rozklady tak, aby oba rozklady mali rovnaké prvocisla.
12740=2%-5-7*-13=2%.3".5".72.11° .13

418275=3%-5"-11-13"=2".3*.5*.7".11'-13?

V rozklade najvécsieho spolocného delitel'a su tie isté prvocisla, ale s mensimi exponentmi
a v rozklade najmensieho spolocného nasobku st tie isté prvocisla, ale s va¢Simi exponentmi.
(12740,418275)=2°-3°.5".7°-11°-13' =65

[12740,418275]=2%-3%-5*-77-11'-13* = 81981900

Uloha:

N3jdite najvacsi spolocny delitel’ a najmensi spolocny nasobok ¢isel 5 120 a 18 225.
RieSenie:

Najprv urobime kanonicky rozklad oboch ¢isel.

5120=2""-5

18225=3°.5"

Teraz upravime kanonické rozklady tak, aby oba rozklady mali rovnaké prvocisla.
5120=2".5=2".3°.5'

18225=3%-5* =2°.3°.5

V rozklade najvicsieho spolo¢ného delitel’a su tie isté prvocisla, ale s mensimi exponentmi
a v rozklade najmensieho spolo¢ného ndsobku st tie isté prvocisla, ale s va¢§imi exponentmi.

(5120,18225)=2"-3"-5" =5
[5120,18225] =2""-3°-5% =18662400

Uloha:

Najdite najvicsi spoloény delitel’ a najmensi spoloény nasobok &isel a=2°-3%-5-11°-13°-17
ab=3-5-11-19-23.

RieSenie:

2°.3%.5.11°-13%-17=2"-3>.5"-11-13*-17" -19° . 23°
3-5°-11-19-23=2".3".5".11"-13°.17°-19"' . 23'

(a,b)=2"-3"-5"11"-13"-17°-19"-23" =3-5-11 =165
[a,b]=2°-3%-5"-11°-13?-17'-19'-23' =2°.3?.5° .11 -13° 171923
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Rozklad ¢isla na sucin prvocisel ma vyznam aj pri uréovani poc¢tu kladnych delitelov. Hovori
nam o tom nasledujuca veta.

Nech 7 je prirodzené CdCislo vicéSie ako 1 skanonickym rozkladom v tvare
n=p“-p,"-p,"-...p™. Potom n ma (o +1)-(a,+1)-(a;+1)-..-(e, +1) rodznych

kladnych delitePov. Kazdy znich ma rozklad v tvare n=p” -p,”-p/ ... p”, kde

a2 B0,z p,,0,2 0,0, 2B

Tvrdenie si vysvetlime na nasledujicom priklade.

Cislo 12 mé kanonicky rozklad v tvare 12 =2%.3'.

Pocet jeho delitelovjeteda(2+1)-(1+1)=6.

Vsetky delitele maju tvar 2¢ -3, kde a<2,b<1. -
Stto1=2°.3,2=2".3"4=2%.3"3=2°.3" 6=2"-3",12=2%-3".

Uloha:

Najdite kanonicky rozklad cisla 60. Pomocou neho urcte pocet kladnych delitel'ov cisla 60
a vypiste ich vratane ich kanonickych rozkladov.

RieSenie:

Cislo 60 mé kanonicky rozklad v tvare 60 =2*-3'.5",

Pocet jeho delitelovjeteda (2+1)-(1+1)-(1+1)=12.

Vsetky delitele maju tvar 2°-3" -5, kde a <2,h<1,c<1.
Stto1=2°-3".5"2=2".3%.5"4=2.3°.53=2°.3".5" 6=2".3".5°,12=27.3".5°,
5=2°.3".5"10=2"-3".5",20=2"-3°.5"15=2".3".5",30=2"-3".5",60 = 2% . 3' . 5",
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