Prirodzené ¢isla

Doteraz sme sa vzdy uspokojili s tym, ze sme pod mnozinou prirodzenych ¢isel rozumeli
mnozinu N = {l, 2,3,4,5, 6,7,8,9,10,11,12,...} . Tato mnozinu sme chapali intuitivne a presne

sme ju nedefinovali.

V nasledujucich kapitolach si presne zadefinujeme mnozinu prirodzenych ¢isel. Oboznamime
sa s tromi pristupmi: kardinalne cisla, celé nezédporné cisla ako prvky Peanovej mnoziny
a ordindlne ¢isla.

Ked si uz zadefinujeme mnozinu prirodzenych cisel jednym z vyssie uvedenych postupov,
ukazeme si, ako na takto vybudovane] mnozine definujeme operacie sCitania a nasobenia.
Taktiez si ukdzeme, ze pre takto definované operacie plati komutativny, asociativny
a distributivny zakon. Napokon si ukdzeme, ako definujeme usporiadanie kardinalnych cisel.

Kardinalne ¢isla

Pri definicii kardindlneho cisla budeme potrebovat’” pojmy bijektivne zobrazenie a relacie
ekvivalencie. Preto si ich najskér zopakujeme. Ak by sme potrebovali podrobnejsie
zopakovanie pojmov, siahneme po vhodnej literatire (napriklad po elektronickom kurze
Binarne relacie). Za¢neme pojmami surjektivne, injektivne a bijektivne zobrazenmie.

Nech f'je zobrazenie z mnoZiny 4 do mnoziny B. Potom mnoZinu
f (A) = {y eBIxed:y=f (x)} nazyvame obor hodnét zobrazenia f.

Ak je relacia £z mnoziny 4 do mnoziny B ur¢end vymenovanim usporiadanych dvojic, potom
mnozina f (A) je mnozinou tych prvkov, ktoré sa vyskytuji v usporiadanych dvojiciach na
druhych miestach.

Ak je relacia f'z mnoziny 4 do mnoziny B ur¢ena vrcholovym grafom, potom mnozina f (A)
je mnozinou tych prvkov, do ktorych smeruje aspon jedna Sipka.

Poznamenajme, ze pri zobrazeniach nekone¢nych mnozin nemozno urcit’ relaciu zobrazenia f
z mnoziny A do mnoziny B ani vymenovanim usporiadanych dvojic, ani vrcholovym grafom,
ale iba charakteristickou vlastnostou.

Nech fje zobrazenie z mnoZiny 4 do mnoZiny B. Nech f (A) = B. Potom zobrazenie f

nazyvame zobrazenim mnoZiny 4 na mnoZinu B. TaktieZ hovorime, Ze zobrazenie f je
surjektivne.

Ako zistime, i je zobrazenie surjektivne? Ak je zobrazenie f z mnoziny 4 do mnoziny B
uréené vymenovanim usporiadanych dvojic, potom sa vSetky prvky mnoZziny B musia aspoii
raz vyskytnit na druhom mieste v niektorej usporiadanej dvojici.

Ak je zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B urené vrcholovym grafom, potom musi ku
kazdému prvku mnoziny B smerovat’ aspon jedna Sipka.

Pre pocet prvkov kone¢nych mnozin 4 a B plati nasledujtce tvrdenie.
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Nech f je surjektivne zobrazenie z mnoZiny 4 do mnoZiny B. Nech mnoZiny 4, B maju
kone¢ny pocet prvkov. Potom pocet prvkov mnozZiny A je vacsi alebo rovny poctu
prvkov mnoZiny B.

Nech f je zobrazenie 2z mnoZiny A4 do mnoZiny B. Nech
Vx,x, € A:x, #x, = f (xl);é f (xz). Potom zobrazenie / nazyvame injektivne zobrazenie
mnoZiny 4 do mnoZiny B. TaktieZ hovorime, Ze zobrazenie / je prosté.

Vysvetlime si znenie definicie. Vyraz Vx,,x, e 4:x, #x, = f (xl);t f (xz) znamena, Ze pre
kazdé dva rozne prvky x,,x, mnoziny A plati, ze ich obrazy f(x,), f(x,) su tiez rozne. Ak je
zobrazenie f'z mnoziny A do mnoziny B ur¢ené vymenovanim usporiadanych dvojic, potom
sa ziaden prvok mnoziny B nesmie nachddzat' na druhom mieste v dvoch alebo viacerych
usporiadanych dvojiciach. Ak je zobrazenie f'z mnoziny 4 do mnoziny B urc¢ené vrcholovym
grafom, potom k Ziadnemu prvku mnoziny B nesmie smerovat’ viac nez jedna Sipka.

Pre pocet prvkov kone¢nych mnozin A4 a B plati nasledujuce tvrdenie.

Nech f'je injektivne zobrazenie z mnoZiny 4 do mnoZiny B. Nech mnoZiny 4, B maju
kone¢ny pocet prvkov. Potom pocet prvkov mnozZiny 4 je menSi alebo rovny poctu
prvkov mnoziny B.

Nech f je zobrazenie z mnoZiny 4 do mnoziny B. Zobrazenie / nazyvame bijektivne
zobrazenie mnoZiny 4 do mnozZiny B, ak je injektivne a surjektivne.

Ako teda zistime, €i je zobrazenie f bijektivne? Predpokladajme, ze zobrazenie f z mnoZiny
A do mnoziny B je urené vymenovanim usporiadanych dvojic. Aby bolo injektivne, nesmie
sa ziaden prvok mnoziny B nachddzat na druhom mieste v dvoch alebo viacerych
usporiadanych dvojiciach. Aby bolo surjektivne, musi sa kazdy prvok mnoziny B nachadzat’
na druhom mieste aspoil v jednej usporiadanej dvojici. Ak méa byt zobrazenie f bijektivne,
musi byt aj injektivne, aj surjektivne. To znamena, Ze kazdy prvok mnoziny B sa musi
nachddzat’ na druhom mieste prave v jednej usporiadanej dvojici.

Teraz predpokladajme, Zze zobrazenie f z mnoZiny A do mnoziny B urcené vrcholovym
grafom. Aby bolo injektivne, nesmie do ziadneho prvku mnoziny B smerovat’ viac ako jedna
Sipka. Aby bolo surjektivne, musi do kazdého prvku mnoZziny B smerovat’ aspon jedna Sipka.
Ak mé byt zobrazenie f bijektivne, musi byt aj injektivne, aj surjektivne. To znamend, ze do
kazdého prvku mnoziny B musi smerovat’ prave jedna Sipka.

Pre pocet prvkov kone¢nych mnozin 4 a B plati nasledujtce tvrdenie.

Nech f je bijektivne zobrazenie z mnoziny 4 do mnoziny B. Nech mnoZiny 4, B maju
konecny pocet prvkov. Potom pocet prvkov mnoZiny 4 je rovny poctu prvkov mnoZiny
B.
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Uloha: Zostrojte bijektivne zobrazenie z mnoziny A = {a,b,c,d} do mnoziny B={w,x,y,z}.

Riesenie:

Nech f:{[a,w],[b,x],[c,y],[d,z]} alebo inymi slovami
F(a)=w.f (B)=x.f (e)= ./ (d)=z.

Potom kazdy prvok mnoZiny B je obsiahnuty na druhom mieste prave v jednej usporiadane;j
dvojici. Teda zobrazenie f je bijektivne zobrazenie z mnoziny A={a,b,c,d} do mnoZiny

B={w,x,y,z}.
Graficky ho moZeme vyjadrit’ takto: A B
a — w
>y
d > -

Teraz si strucne zopakujeme pojem relacie ekvivalencie.

Relacia R definovand na mnoZine M sa nazyva relaciou ekvivalencie vtedy a len vtedy,
ak R je reflexivna, symetricka a tranzitivna relacia.

Relaciu R definovani v mnoZine M nazyvame:
reflexivnou, ak Vxe M :[x,x]€R;

symetrickou, ak Vx,y e M :[x,y]e R=[y,x]€R;
tranzitivnou, ak Vx,y,ze M :[x,y]€e RA[y,z]e R=[x,z]eR.

Ak mame rozhodnut, ¢i dand relacia R na mnozine M je relaciou ekvivalencie, musime
najskor zistit, ¢i je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Teraz si vysvetlime, ¢o to znamenad, ak st dve mnoziny ekvivalentné.

Mnoziny 4 a B su ekvivalentné, ak existuje bijektivne zobrazenie mnoZiny 4 na mnoZinu
B. Zapisujeme: 4~ B.

Napriklad mnoziny 4= {a,b, c,d } a B= {w, X, y,z} su ekvivalentné, pretoze zobrazenie
f:{a,b,c,d} - {w,x,y,z} dané vzt'ahmi f(a) = w,f(b) =x,f(c)=y,f(d) =z je

bijektivne zobrazenie z mnoziny 4 = {a,b,c, d } do mnoziny B = {w, X, V, z} .

Ak existuje bijektivne zobrazenie z 4 do B, potom zrejme existuje aj bijektivne zobrazenie
zB do A. Napriklad =zobrazenie g: {w, X, y,z} - {a,b,c,d } dané vztahmi

g(w)=a,g(x)=b,g(y)=c,g(z)=d je bijektivne zobrazenie z mnoZiny B ={w,x,y,z} do
mnoziny 4= {a,b, c,d} .
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Pre pocet prvkov kone¢nych mnozin A a B plati nasledujuce tvrdenie.

Ak si koneéné mnoziny 4 a B ekvivalentné, potom maji rovnaky pocet prvkov.

Uloha: Ukazte, ze mnoziny A4 = {1,2,3,4,5,6} aB= {2,4, 6, 8,10,12} su ekvivalentné.
Riesenie:

Potrebujeme n4jst’ bijektivne zobrazenie z mnoziny 4 do mnoziny B.

Je to napriklad zobrazenie f: 4 — B dané vztahmi

f(l)z2,f(2)z4,f(3):6,f(4):S,f(S):IO,f(6):12.
Toto zobrazenie je bijektivne zobrazenie zmnoziny A= {l, 2,3,4,5, 6} do mnozZiny

B={2,4,6,8,10,12}, a preto si mnoZiny 4 a B ekvivalentné.

Uloha: Ukézte, Ze mnoziny A4 = {a,b,c,d} a B={a,B,y,6} s ekvivalentné.
Riesenie:

Potrebujeme n4jst’ bijektivne zobrazenie z mnoziny 4 do mnoziny B.

Je to napriklad zobrazenie f: 4 — B dané vzt'ahmi

fla)=a,f(b)=p.f(c)=x.f(d)=6.
Toto zobrazenie je bijektivne zobrazenie zmnoZiny A={a,b,c,d} do mnoziny

B={a,p, .6}, apreto st mnoZiny 4 a B ekvivalentné.

Teraz sa budeme podrobnejSie venovat’ relacii ~ .

Relicia ~ definovana na 'ubovol’nom systéme mnoZin M je reliciou ekvivalencie.

Uz vieme, Ze na to, aby relacia ~ bola reldciou ekvivalencie, musi byt reflexivna, symetricka
a tranzitivna.

Relacia ~ je reflexivna, pretoze kazda mnozina A4 je ekvivalentnd sama so sebou. Identické
zobrazenie mnoziny A do mnoziny 4 je totiz bijektivne.

Relacia ~ je symetrickd, pretoze ak je mnoZzina 4 ekvivalentnd s mnoZinou B, potom existuje
bijektivne zobrazenie z A do B. Ku kazdému bijektivnemu zobrazeniu vsak existuje inverzné
zobrazenie, ktoré je bijektivne zobrazenie z B do 4. Preto aj mnozina B je ekvivalentna
s mnozinou A.

Relacia ~ je tranzitivna, pretoze ak je mnozina A ekvivalentnd s mnozinou B a mnozina B
s mnozinou C, potom existuje bijektivne zobrazenie f'z 4 do B a aj bijektivne zobrazenie g
z B do C. Zlozené zobrazenie f og je potom bijektivne zobrazenie z 4 do C a teda mnozina

A je ekvivalentna s mnozinou C.

Kedze relacia ~ je relaciou ekvivalencie na l'ubovolnom systéme M, urcuje nam jeho
rozklad na jednotlivé triedy. Do jednej takejto triedy buda patrit’ vSetky jednoprvkové
mnoziny systému M, do druhej triedy vsetky dvojprvkové, do tretej triedy vsetky trojprvkové
atd’.

Inymi slovami, vSetky jednoprvkové mnoZiny su ekvivalentné, vSetky dvojprvkové mnoZiny
su ekvivalentné, vsetky trojprvkové mnoziny su ekvivalentné, atd’.
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Pomocou relacie ~ je definovany aj pojem konecnej a nekonecnej mnoziny. My si ho
uvedieme, ale podrobne sa nim zaoberat’ nebudeme.

Mnozina A je nekonecnd, ak existuje vlastna podmnoZina mnoZiny A, ktora je
s mnoZinou A4 ekvivalentna.

MnoZina, ktora nie je nekonecna, sa nazyva konecna.

Definiciu nekone¢nej mnoziny si vysvetlime na priklade. Uvazujme ako mnoZzinu 4 mnoZinu
vsetkych prirodzenych ¢isel a ako mnozinu B mnozinu vsetkych parnych prirodzenych cisel.
Zrejme B je vlastnd podmnoZina mnoZiny 4.

Definujme zobrazenie f: A4 — B tak, 7e f(a)=2a.

Teda f(1)=2,1(2)=4,/(3)=6,1(4)=8....

Zrejme fje injektivne aj surjektivne, lebo ak a, b st dve rdzne prirodzené Cisla, potom aj ich
dvojnéasobky su rézne a kazdé parne Cislo 2k je obrazom prirodzeného cisla k. Teda f je
bijektivne zobrazenie mnoziny A4 na jej vlastnu podmnozinu B, z ¢oho vyplyva, Ze mnoziny
A a B su ekvivalentné. Preto 4 je nekone¢na mnozina.

Uloha: Ukézte, ze mnozina vietkych celych &isel je nekoneéna.

RieSenie:

Nech Z je mnoZina vSetkych celych ¢isel a Z, = {3k; keZ } . Zrejme Z3 je vlastnd podmnozina
mnoziny Z.

Definujme zobrazenie f:Z — Z, tak, ze f(z)=3z.

Teda ..., f(-3)=-9, f(-2)=-6, f(-1)=-3,/(0)=0,/(1)=3, f(2)=6, f(3) =9,...

Zrejme f je injektivne aj surjektivne, lebo ak a, b su dve rdzne celé Cisla, potom aj ich
trojnasobky su rozne a kazdé Cislo tvaru 3k je obrazom celého Cisla k. Teda f je bijektivne
zobrazenie mnoziny Z na jej vlastni podmnoZzinu Zz, z ¢oho vyplyva, Ze mnoziny Z a Z3 st
ekvivalentné. Preto Z je nekone¢na mnozina.

Pre konecné a nekone¢né mnoziny mozno dokazat’ mnozstvo viet. Tu si uvedieme niektoré
Z nich.

| MnoZina, ktora je ekvivalentna s kone€nou mnoZinou, je konecna.

| Kazda podmnoZina kone¢nej mnozZiny je konecna.

| Zjednotenie dvoch konecnych mnoZin je koneéna mnoZina.

| Karteziansky sucin dvoch kone¢nych mnoZin je koneéna mnoZzina.

Teraz prejdeme k definicii kardindlneho ¢isla. Ak mame nejaky systém mnozin, potom reldcia
~ je relaciou ekvivalencie. Ak si v tomto systéme mnozin vezmeme 'ubovolni mnozinu A4,
potom modzeme ndjst’ vSetky mnoziny systému, ktoré su s mnozinou A ekvivalentné a teda
patria s mnozinou A4 do jednej triedy rozkladu. Tuto triedu rozkladu budeme nazyvat

kardinalne ¢islo mnoZiny 4 a oznacovat’ |A| )
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Nakol'’ko presné zavedenie pojmu kardindlne ¢islo vyrazne presahuje ramec tychto ucebnych
textov, uspokojime sa s ich axiomatickym zavedenim.

Ku kaZdej mnoZine A4 existuje prave jedna mnoZina |A| , pricom pre kazdé dve mnoZiny
A, B plati:
1. 4~|4|,

2.ak 4~ B, potom |4|=|B|.

MnoZinu |A| nazyvame kardinalne ¢islo (mnozZiny A).

Teda:

o) =18} =l = | =i =--
o} =] 1| - 1.2} <l x5 -
el =l =123 = .2

Teraz si pomocou pojmu kardindlne ¢islo zadefinujeme mnozinu prirodzenych ¢isel.

Kardindlne disla koneénych neprazdnych mnoZin budeme nazyvat’® prirodzenymi
¢islami.

Teda ¢islom 1 oznacime kardindlne ¢islo mnoziny {a} , ¢islom 2 oznac¢ime kardindlne Cislo
mnoziny {a,b}, &islom 3 ozna¢ime kardinalne Gislo mnoZiny {a,b,c}, Gislom 4 oznagime
kardinalne Ccislo mnoziny {a,b, c,d } , Cislom 5 oznacime kardinalne Ccislo mnoziny

{a,b,c,d, e}, Gislom 6 oznatime kardinalne ¢islo mnoZiny {a,b,c,d,e, [}, atd.

Teraz si zadefinujeme operéciu scitania dvoch kardinédlnych ¢isel. Z tejto definicie vychadza
zavedenie operacie s¢itania v pracovnych listoch ziakov zakladnych $kol.

Nech a:|A| a b:|B| st kardinalne cisla dvoch disjunktnych mnoZin 4 a B. Potom
a+b:|AuB|.

Teda stctom dvoch kardinalnych cisel a=|A| a b:|B| je kardinalne cislo zjednotenia

AU B . Vsimnime si, ze v definicii su¢tu kardinalnych ¢isel vyzadujeme, aby mnoziny 4 a B
nemali ziaden spolo¢ny prvok.

Je mozné dokazat, Ze vysledok suctu kardindlnych ¢&isel aab nezavisi od vyberu
reprezentanta. To znamend, ze ak by sme si miesto mnoziny 4 zvolili mnozinu C tak, ze ich
kardinalne Cisla by sa rovnali a miesto mnoziny B mnozinu D tak, ze ich kardinélne ¢isla by
sa rovnali a mnoziny C a D by nemali spolo¢ny prvok, potom by sa rovnali aj kardinalne ¢isla
mnozin AUB a CuD. Dokaz je zalozeny na pouziti bijektivnych zobrazeni a definicii
kardinalneho ¢isla.

Taktiez je mozné dokazat’, ze vzdy vieme vybrat’ takych reprezentantov 4 a B kardinalnych
Cisel a a b, ze mnoziny A a B nemaja spolo¢né prvky.
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Ako sme uz spomenuli, pri konecnych mnozinach sa kardinalne ¢islo rovna poctu prvkov
mnoziny. Teda napriklad 2:|{a,b}| a 3:|{x,y,z}|. Ako uz iste vieme, 2 + 3 = 5. Teda
suctom kardinalnych ¢isel 2 a3 by malo byt kardinalne ¢islo 5 — prvkovej mnoziny. Ak
pouzijeme definiciu sictu kardinalnych ¢isel vidime, ze v tomto pripade tomu tak je, nakolko
24+3= |{a,b} u{x,y,z}| = |{a,b,x,y,z}| =5.

Teraz si ukdzeme, ze v predchadzajicej definicii je vel'mi podstatny predpoklad disjunktnosti
mnozin 4 a B (teda to, ze tieto mnoziny nemaju spolocné prvky).

Nech by to tak nebolo. Nech mnoZina 4={a,b} amnoZina B={a,b,c}. Je zrejmé, Ze
kardindlnymi ¢islami tychto mnozin su 2 a 3, pretoze mnozina 4 méa dva prvky a mnozina B
tri prvky. Co je viak zjednotenim mnozin 4 a B? Zrejme AU B = {a,b} u{a,b, c} = {a,b,c} .
Teda aj kardinalne ¢islo zjednotenia 4 U B je 3. Potom by vSak muselo platit’, ze 2 + 3 = 3!
Vidime teda, Zze poziadavka, aby A4 a B nemali spolocné prvky, je v definicii suctu
kardinalnych cisel vel'mi dolezita.

Uloha:

Na konkrétnych mnoZinach ilustrujte sucet kardinalnych ¢isel 4 a 7.

Riesenie:

Uvedomme si, Ze 4 je kardindlne Cislo Stvorprvkove] mnoZiny a7 je kardindlne cislo
sedemprvkovej mnoziny. Naviac potrebujeme, aby tieto mnoziny boli disjunktné, teda aby
nemali spolo¢né prvky.

Zvol'me si napriklad 4 = |{a,b, c,d}| a7 :|{t,u,v, w,x,y,z}|.
Potom 4+7 :|{a,b,c,d} u{t,u,v, w,x,y,z}| = |{a,b,c,d,t,u,v, w,x,y,z}| =11.

Uloha:

Na konkrétnych mnozinach ilustrujte sticet kardinalnych Cisel 5 a 3.

Riesenie:

Uvedomme si, ze 5 je kardinalne Cislo pitprvkovej mnoziny a3 je kardinalne cislo
trojprvkovej mnoziny. Naviac potrebujeme, aby tieto mnoZziny boli disjunktné, teda aby
nemali spolo¢né prvky.

Zvol'me si napriklad 5 :|{a,b,c,d,e}| a3l =|{x,y,z}|.

Potom 5+3= |{a,b,c,d,e} U{x,y,z}| =|{a,b,c,d,e,x,y,z}| =8.

Uloha:

Na konkrétnych mnozinach ilustrujte dolezitost’ predpokladu 4N B = v definicii suctu
kardindlnych ¢isel.

Riesenie:

Vynechajme tento predpoklad a vypocitajme napriklad 2 + 3.

Nech 2=|{a,b}| a 3=|{b,c.d}|.

Potom 2+3 =|{a,b} u{b,c,d}| =|{a,b,c,d}| =4!

Teraz si ukdZeme, Ze pre takto definovany sucet kardinilnych c¢isel plati komutativny
a asociativny zakon.
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Nech a, b su kardinalne ¢isla. Potom a+b=b+a.

Dokaz tohto tvrdenia je pomerne jednoduchy.

Nech a je kardinalne ¢islo mnoziny 4 a b je kardinalne ¢islo mnoziny B. Nech mnoziny 4, B
nemaju Ziadne spolo¢né prvky.

Potom a+b=|4UB|=|BU d|=b+a. (vyuzili sme poznatok, Ze operacia zjednotenia dvoch

mnozin je komutativna)

Nech a, b, ¢ st kardinalne &isla. Potom a+(b+c)=(a+b)+c.

Aj dokaz tohto tvrdenia je pomerne jednoduchy.
Nech «a je kardinalne ¢islo mnoziny 4, b je kardinalne ¢islo mnoziny B a c¢ je kardinalne ¢islo
mnoziny C. Nech Ziadne dve z mnozin 4, B, C nemaju ziaden spolo¢ny prvok.

Potom a+(b+c)=|4|+|BUC|=|4U(BUC)|=|(4UB)UC|=|4UB|+|C|=(a+b)+c.

(vyuzili sme poznatok, zZe operacia zjednotenia dvoch mnozin je asociativna)

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost komutativneho zadkona pre sucet kardinalnych
Cisel.

RieSenie:

Nech 2 = |{a,b}| al3= |{x,y,z}|.

Potom 2+3 = |{a,b} u{x,y,z}| = |{a,b, x,y,z}| a

3+2 =|{x,y,z} u{a,b}| :|{x,y,z,a,b}| =|{a,b,x,y,z}|,
Teda 2+3=3+2.

Ilglilollsgﬁkrétnom priklade ilustrujte platnost’ asociativneho zakona pre sucet kardindlnych ¢isel.
Riesenie:

Nech 2 = |{a,b}
Potom:

2+ (3 + 4) = |{a,b}| + |{x, v, z} U {0,p,q,r}| = |{a,b}| + |{x, v, z,o,p,q,r}| = |{a,b,x,y,z,0,p,q,r}|
a

(2+43)+4= |{a,b} U{x,y, z}| + |{o,p,q,r}| = |{a,b,x, Vs Z}| +|{0,p,q,r}| = |{a,b,x, vz, 0,p,q,r}|
Teda 2+(3+4)=(2+3)+4.

, 3=|{x,y,z} , 4:|{0,p,q,r}|.

Teraz si zadefinujeme operaciu nasobenia dvoch kardinalnych cisel.

Nech a = |A| ab= |B| su kardinalne ¢isla mnozin 4 a B. Potom a-b = |A X B| .

Teda sucinom dvoch kardindlnych ¢isel a = |A| ab= |B| je kardinalne ¢islo kartezianskeho

su¢inu Ax B. VSimnime si, Ze v definicii st¢inu kardindlnych ¢isel nevyzadujeme, aby
mnoziny A a B boli disjunktné.
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Je mozné dokazat, ze vysledok sucinu kardinalnych ¢isel aab nezavisi od vyberu
reprezentanta. To znamena, Ze ak by sme si miesto mnoZziny 4 zvolili mnoZinu C tak, Ze ich
kardinalne ¢isla by sa rovnali a miesto mnoziny B mnozinu D tak, Ze ich kardinalne ¢isla by
sa rovnali, potom by sa rovnali aj kardinalne ¢isla mnozin 4x B a Cx D . Dokaz je zalozeny
na pouziti bijektivnych zobrazeni a definicii kardinalneho ¢isla.

Ako sme uz viackrat spomenuli, pri kone¢nych mnozZinach sa kardindlne ¢islo rovna poctu
prvkov mnoziny. Teda napriklad 2 = |{a,b}| al= |{x,y,z}| . Ako uz iste vieme, 2-3=6. Teda

sucinom kardinalnych ¢isel 2 a 3 by malo byt kardindlne ¢islo 6 — prvkovej mnoziny. Ak
pouzijeme definiciu stcinu kardinalnych ¢isel vidime, Ze vtomto pripade tomu tak je,

nakolko 2-3 = |{a,b} x{x,, Z}| = |{[a,x],[a,y] J[a.z].[b, x],[b,y],[b,z]}| =6.

Teraz si ukazeme, ze v definicii st¢inu nie je potrebny predpoklad disjunktnosti mnozin 4 a B
(teda to, ze tieto mnoziny nemaju spolo¢né prvky).

Nech mnozina A4 = {a,b} amnozina B = {a,b,c} . Je zrejmé, Ze kardinalnymi ¢islami tychto
mnozin su 2 a3, pretoze mnozina 4 ma dva prvky amnozina B tri prvky. Potom
2:3=[{a,b}x{a,b,c}|=[{[a.a].[a,b].[a.c].[b,al.[b,b).[b,c]}| =6.  Vidime teda, e

poziadavka, aby 4 a B nemali spolocné prvky, nie je v definicii su¢inu kardinalnych cisel
potrebna.

Uloha:

Na konkrétnych mnoZinach ilustrujte sucin kardindlnych ¢isel 4 a 1.

RieSenie:

Uvedomme si, Ze¢ 4 je kardindlne Cislo Stvorprvkove] mnoZiny a1l je kardindlne cislo
jednoprvkovej mnoziny.

Zvol'me si napriklad 4 = |{a,b, c,d}| al= |{a}|

Potom 4-1= |{a,b,c,d}x{a}| = |{[a,a],[b,a],[c,a],[d,a]}| =4.

Uloha:

Na konkrétnych mnozinach ilustrujte sucin kardinalnych ¢isel 5 a 3.

Riesenie:

Uvedomme si, ze 5 je kardinalne Cislo pitprvkovej mnoziny a3 je kardinalne cislo
trojprvkovej mnoziny.

Zvol'me si napriklad 5= |{a,b, c,d,e}| al3= |{x, V, z}| .

Potom

5-3=|{a,b,c,d,€}><{x,y’z}|=

{[aoX]a[asy]o[aaZ]o[b,X],[bay]a[b»Z]a[c’X]’[C»y]»}

[e.2])[d.x].[d.y][d.2].[e.x] [ e v] [ e.2]

Teraz si ukdzeme, Ze pre takto definovany sucet a sucin kardindlnych ¢isel plati komutativny,
asociativny a distributivny zékon.

Nech a, b su kardinalne ¢isla. Potom a-b=b-a.
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Dokaz tohto tvrdenia je pomerne jednoduchy.

Nech a je kardindlne ¢islo mnoziny 4 a b je kardinalne ¢islo mnoZziny B.

Potom a-b=|AxB|=|BxA|=b-a.

Vyuzili sme poznatok, ze mnoziny AxB a Bx A su ekvivalentné (,,maji rovnaky pocet
prvkov*) a teda ich kardindlne ¢isla sa rovnaju.

Ekvivalencia mnozin AxB a Bx A vyplyva z toho, Ze zobrazenie f:AxB — Bx A urené

predpisom f([x,y]) =[».x] je bijektivne.

Nech a, b, ¢ si kardinalne &isla. Potom a-(b-c)=(a-b)-c.

Dokaz tohto tvrdenia by sa zakladal na podobnom principe, ako to bolo v pripade
komutativnosti su¢inu kardinalnych ¢isel.

Nech a, b, ¢ su kardinalne ¢isla. Potom:
a~(b+c)=(a-b)+(a-c),
(a+b)-c:(a-c)+(b-c).

Dokaz tohto tvrdenia by sa zakladal na podobnom principe, ako to bolo v pripade
komutativnosti su¢inu kardinalnych ¢isel.

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ komutativneho zékona pre stcin kardinalnych
Cisel.

RieSenie:

Nech 2 = |{a,b}| al3= |{x,y,z}|.

Potom 2-3= |{a,b} x{x,y, z}| = |{[a,x],[a,y],[a,z],[b,x],[b,y],[b,z]}| =6a
3-2=|{x,y,z}x{a,b}| = ([x.a].[x.b].[v,a].[».b].[z.a].[2,b]}| = 6 . Teda 2-3=3.2.

Uloha:
Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ asociativneho zakona pre sucin kardinalnych ¢isel.

RieSenie:
:|{a,b,c} , 1:|{a}|.

Nech 2 =|{a,b}|,
Potom:

(2:3)1 =@ b} x{x .2} [{a}] = [{[a. ). [ ¥ [a. 2] [b,x] [, .2} [fa
{[a.x][a.9).[a 2], [b.x].[b, 7] [, 2]} < {a}]| =

{{[a.+].a] [[a.y].a].[[az].a].[[bx].a].[[b3]a] [[b.2].a =6
2-(3:1) =[{ab)|[{x. y. 2} x{a}| = [{a.B)] {[x.a].[.a].[z.a]}| =
{a.b}x{[x.a).[y.a).[z.a]}| =
([a[val].[aly.al][a[za]].[b.[x.a]] [5.[.a]] [b[a]])| =6

Teda (2-3)-1=2-(3-1).
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Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ jedného z distributivnych zdkonov pre sucet
a sucin kardinélnych ¢isel.

RieSenie:
Nech 2 =|{a,b} , 1=|{0}|.
Potom:

(22301 =Jfab) o) bl b )l -
[{[a.0].[b.0].[x.0].[30].[z.0]}| =5

)={a.b | |xy, fx{o }|=|{[a,0],[b,o]}|+|{[x,o],[y,0],[z,0]}|:
l{ } { o].[z.0]}| =|{[a0].[b0].[x.0).[1.0].[z.0]} =5

Teda (2+3)-1=(2-1)+(3-1).

, 3= |{x,y,z}

Teraz si ukdzeme, ako mozno definovat’ ostré a neostré usporiadanie kardinalnych ¢isel.

Nech a, b su kardinalne ¢isla mnoZin 4 a B. Kardinalne ¢islo a je mensSie alebo sa rovna
kardinalnemu ¢islu b, ak mnoZina A je ekvivalentna s nejakou podmnoZinou mnoZiny B.

Vol'ne povedané, kardinalne ¢islo @ mnoziny 4 je menSie alebo sa rovna kardinalnemu ¢islu b
mnoziny B, ak v mnozine B vieme najst’ taku podmnozinu, ktord ma presne tol’ko prvkov ako
mnozina 4.

Vysvetlime si to na priklade. UZ vieme, 7ze 3<5. TaktieZ vieme, Ze 3=|A|=|{a,b,c}| a

=|B|=

{v,w,x,y,z}|.

Vezmime si podmnozinu {x,y,z} mmoziny {v,w,x,y,z}. Zrejme zobrazenie
f{a,b,c} >{x,y,z} dané vztahmi f(a)=x,f(b)=y,/(c)=z je bijektivne zobrazenie
mnoziny {a,b, c} na mnozinu {x, v, z} ateda tieto dve mnoziny st ekvivalentné. Preto

v sulade s definiciou plati 3<5.

Nech a, b st kardinalne ¢isla mnoZin 4 a B. Kardindlne ¢islo a je menSie ako kardindlne
¢islo b, ak mnoZina A4 je ekvivalentna s nejakou podmnoZinou mnoZiny B, ale nie je
ekvivalentna s mnoZinou B.

Vol'ne povedané, kardinalne ¢islo @ mnoziny 4 je mensSie ako kardinalne ¢islo » mnoziny B,
ak v mnozine B vieme ndjst’ takl podmnozinu, ktord ma presne tol'’ko prvkov ako mnoZzina 4,
ale mnozina B nema presne tol’ko prvkov ako mnozina 4.

Vysvetlime si to na priklade. UZ vieme, 7e 3<5. Taktiez vieme, Ze 3=|A|=|{a,b,c}| a

=|B|=

{v,w,x,y,z}|.
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Vezmime si podmnozinu {x,y,z} mnoziny {v,w,x,y,z}. Zrejme zobrazenie
f{a,b,c} > {x,y,z} dané vztahmi f(a)=x,f(b)=y,f(c)=z je bijektivne zobrazenie
mnoziny {a,b,c} na mnoZinu {x,y,z} ateda ticto dve mnoZiny su ekvivalentné.

Vieme, Ze neexistuje ziadne bijektivne zobrazenie z trojprvkovej do patprvkovej mnoziny.
Preto v stilade s definiciou plati 3<5.

Uloha:

Urcte, ktoré =z kardinalnych cisel a, b je menSie, ak a= |{a,b, c,d,e, f,g,h,i}| a
b :|{s,t,u,v, w,x,y,z}| .

Riesenie:

Vezmime si podmnozinu {a,b,c,d,e, f,g,h} mnoZiny {a,b,c.d,e, f,g,h,i}. Zrejme
zobrazenie fi{s.tu,v,wx,y,z} >{a,b,c,de, f,g,h} dané vzt'ahmi
f(s):a,f(t)=b,f(u):c,f(v)=d,f(w):e,f(x):f,f(y):g,f(z):h je Dbijektivne
zobrazenie mnoZiny {s,¢,u,v,w,x,y,z} na podmnoZinu mnoziny {a,b,c,d,e, f,g,h,i}.

Preto b<a.

Nakol'ko neexistuje bijektivne zobrazenie z mnoziny {s,t,u,v, w, X, y,z} na mnozinu
{a,b,c,d,e, f,g,h,i},plati b<a.

Teraz si uvedieme niekol’ko vzt'ahov platiacich pre sucet, su¢in a usporiadanie kardinalnych
¢isel. Mnohé uz poznadme ako zname vlastnosti prirodzenych cisel.

Nech a, b, c st kardinalne ¢isla. Potom plati:
Ak a<b,potom a+c<bh+c.

Ak a<b,potom a-c<b-c.

Ak a < b, potom existuje také kardinalne Cislo x,Ze a+x=5.
Ak a+b=c,potom a<c,b<c.

Uvedené tvrdenia nebudeme dokazovat, ale si ich ilustrujeme na nasledujucich ulohéch.

Uloha:
Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ tvrdenia ,,Ak a, b, ¢ st kardinélne ¢isla a a<b,
potom a+c<b+c*.

RieSenie:
Zvolme si a = |{a,b,c}

b =|{w.x,.z}|,c=|{o. p}|.
Pretoze zobrazenie f:{a,b,c}—{x,y,z} dané vztahmi f(a)=x,[(b)=y,f(c)=z je
bijektivne zobrazenie mnoZiny {a,b,c} na vlastnii podmnoZinu mnoZiny {w,x,y,z}, je

a<b.
Vypocitame sucty a+c a b+c.

a+c= |{a,b, c} u{o,p}| = |{a,b,c,0,p}

,b+c= |{w,x,y,z} u{o,p}| = |{w,x,y,z,0,p}|
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Pretoze zobrazenie g:{a,b,c,o,p} >{x,y,z,0,p} dané vztahmi
g(a)=x,g(b)=y.g(c)=z.g(0)=0,g(p)=p je Dbijektivne zobrazeniec —mnoziny

{a,b,c,0, p} na podmnoZinu mnoziny {w,x,y,z,0,p},je a+c<b+c.

Uloha:
Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ tvrdenia ,,Ak a, b, ¢ si kardindlne ¢isla a a<b,
potom a-c<b-c*.
RiesSenie:

Zvolme si a = |{w, x}

,b= |{a,b,c} ,C= |{0,p}| .
Pretoze zobrazenie f:{w,x}—{a,b} dané¢ vztahmi f(w)=a,f(x)=b je bijektivne

zobrazenie mnoziny {w,x} na vlastni podmnoZzinu mnoziny {a,b,c} ,jea<b.

Vypocditame suciny a-c a b-c.

a-c=[fw.x}xfo.pl| = [mo].[w. o). [x.0] [+,

b-c= |{a,b,c} x{o,p}| = |{[a,0],[a,p],[b,o],[b,p],[c,o],[c,p]}|

Pretoze zobrazenie g: {[w,o],[w,p],[x,o],[x,p]} - {[a,o],[a,p],[b,o],[b,p]} dané vztahmi

g([w,o])=[a,0],g([w,p])=[a,p],g([x,0]):[b,o],g([x,p]):[b,p] je bijektivne

zobrazenie mnoziny {[w,o] ,[w, p] ,[x, o] ,[x, p]} na podmnozinu mnoziny

{[a,o],[a,p],[b,o],[b,p],[c,o],[c,p]} ,jea-c<b-c.

Uloha:
Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ tvrdenia ,,Ak a, b su kardinalne ¢isla a a<b,
potom existuje také kardinalne Cislo x, ze a+x=5b*.

Riesenie:
Zvolme si a =

{i. j.k}|.b=[{p.q.r.s}|.
Zrejme a je kardinalne cislo trojprvkovej mnoziny a b je kardindlne Cislo Stvorprvkovej
mnoziny. Preto si x zvolime ako kardinalne Cislo jednoprvkovej mnoziny. Nech teda x = |{o}| .

Vypocitame sucet a+x .
{i, j.k}{o}| =[{i. j.ko0}]

Pretoze zobrazenie i j. kol > {p.q.r,s} dané vztahmi

at+tx=

f(i)=p.f(j)=a.f(k)=r,f(0)=s je bijektivne zobrazenie mnoZiny {i,;,k,0} na
mnozinu { p,q,r,s} , su tieto mnoziny ekvivalentné a teda ich kardindlne ¢isla su rovnaké.

Preto a+x=5.

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte platnost’ tvrdenia ,,Ak a, b, c¢ su kardinélne ¢islaa a+b=c,
potom a<c,b<c*.

Riesenie:

{i,j,k}|+|{0}| :|{p,q,r,s}|.
,b= |{0} ,C= |{p,q,r,s}|.

Z minulej ulohy vieme, ze

Oznaéme a =|{i, j, k}
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Pretoze zobrazenie f:{i,j,k}—>{p,q,r} dané vztahmi f(i)=p,f(j)=q./(k)=r je
bijektivne zobrazenie mnoziny {i, j,k} na podmnoZinu mnoZiny {p,q,r,s},je a<c.
Pretoze zobrazenie g:{o} —{s} dané vztahmi g(o)=s je bijektivne zobrazenie mnoZiny

{0} na podmnozinu mnoziny {p,q,r,s} ,je b<c.

V zavere eSte pripomenime, Ze sme prirodzené Cisla definovali ako kardinélne ¢isla kone¢nych
neprazdnych mnozin, a teda nie vSetkych mnozin. Aritmetika kardindlnych ¢isel nekone¢nych
mnozin sa znacne odliSuje od aritmetiky kardindlnych ¢isel konec¢nych mnozin, preto pri
vyslovovani vSeobecnych tvrdeni o kardinalnych cislach musime byt opatrni a automaticky
neprenasat’ nase sktisenosti z prirodzenych cCisel na kardinalne. Napriklad tvrdenie ,,Ak a <b,
potom a+c<b+c.“ pre 'ubovolné kardindlne Cisla a, b, ¢ neplati, hoci pre 'ubovolné

prirodzené Cisla a, b, ¢ plati.
Celé nezaporné Cisla ako prvky Peanovej mnoZiny

V predchadzajicej kapitole sme si pomocou kardindlnych Ccisel vybudovali mnozinu
prirodzenych ¢isel. Definovali sme na nej operacie scitania anasobenia a relaciu
usporiadania, ktoré mali vlastnosti, na ktoré¢ sme pri scitani, ndsobeni a usporiadani
prirodzenych ¢isel zvyknuti.

Prirodzené cisla sa daji vybudovat’ aj inymi sposobmi ako pomocou kardindlnych cisel.
V nasledujtcej Casti si ukazeme, ako mozno vybudovat’ mnozinu prirodzenych ¢isel rozsirena
o nulu pomocou prvkov Peanovej mnoziny. Tento postup je zaloZeny na znamej vlastnosti, Ze
kazdé prirodzené Cislo mé prave jedného nasledovnika. Taktiez si ukaZzeme, ako na takto
vybudovanej mnozine definujeme operacie scitania a nasobenia a relaciu usporiadania.

Zacneme prikladom.

Najskor uvazujme prazdnu mnozinu. Oznacme ju 4, =< . Neskor nam bude reprezentovat’
¢islo 0.

Teraz by sme chceli vybudovat’ jednoprvkovi mnozinu, ktora by ndm neskor reprezentovala
&islo 1. Urobime to tak, Ze jej prvkom bude mnoZina 4,. Teda 4, ={Q} ={4,}.

Teraz by sme chceli vybudovat’ dvojprvkovii mnozinu, ktora by nam neskor reprezentovala
¢islo 2. Urobime to tak, Ze kprvkom mnoziny 4, priddme mnozinu 4,. Teda

4,={2.{3}} ={4,.4}.
Teraz by sme chceli vybudovat’ trojprvkovit mnozinu, ktord by nam neskor reprezentovala
¢islo 3. Urobime to tak, ze kprvkom mnoziny A4, priddme mnozinu 4,. Teda

4,={2.{2}.{2.{2}}} = {4, 4, 4} .

Podobne vybudujeme Stvorprvkova mmnoZinu A, ={4,,4,,4,,4,}, pitprvkovi mnoZinu
A ={4,,4,4,,4,,4,}, Sestprvkovii mnozinu A ={A4,,4,4,,4,,4,, 4}, sedemprvkova
mnozinu A4, ={4,,4,,4,, 4;, 4,, 45, 4} , atd’.
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Poznatok z predchadzajiceho prikladu si zhrnieme vo forme definicie.

MnoZinu X' = X U{X} nazyvame nasledovnikom mnoZiny X.

V predchadzajicom priklade bola mnozina 4, nasledovnikom mnoziny Ay, mnozina 4, bola
nasledovnikom mnoziny A4;, mnozina A3 bola nasledovnikom mnoziny A4,, mnozina A4 bola
nasledovnikom mnoziny 43, mnozina 4s bola nasledovnikom mnoziny A4, atd’.

Vsimnime si, ze:
1. kazda mnozina X je prvkom jej nasledovnika X', tj. X € X',
2. kazda mnozina X je podmnozZinou jej nasledovnika X', tj. X < X',
3. ak nejakd mnozina Y je prvkom nasledovnika mnoziny X, potom Y =X alebo Y je
prvkom X.

Podl’a definicie nasledovnika mnoziny plati:
Ay =2 ={},

4 ={a} ={@.{2}},
4 ={@.(2}) ={2.12).(0.(2}}.

@
4, ={2,{2

(@).{o.12))) = (2.2} .(2.(2}}.{2.{2}.[2.(2}}}}.

Namiesto 4y piSme 0, namiesto 4; piSme 1, Namiesto A, piSme 2, atd’.
Potom:
0=0,

a,
a,

Volne povedané, Cislo O reprezentuje prazdna mnozina, Cislo 1 reprezentuje mnoZina
s jednym prvkom, Cislo 2 reprezentuje mnozina s dvoma prvkami, ¢islo 3 reprezentuje
mnozina s troma prvkami, ¢islo 4 reprezentuje mnozina so Styrmi prvkami atd’.

Mozno vSak takto pokracovat’ az do ,,nekonecna“? To nevieme dokdzat ani vyvratit. Preto
pouzijeme nasledujucu axiomu.

Existuje taka mnoZina 4, ktora obsahuje prvok 0 a s kazdym svojim prvkom X obsahuje
aj jeho nasledovnika X"'.

Mnozinu z tejto axiomy nazveme induktivnou. Teda:

MnoZina 4 sa nazyva induktivna, ak:
1. deA,tj. 0 4,
2. Ak X € 4, potom X' € 4.
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Mnozinu celych nezdpornych c¢isel vybudujeme pomocou nasledujiicej vety a definicie.
Z dovodu narocnosti nebudeme uvadzat’ dokaz vety.

Existuje induktivna mnoZina N, tak4, Ze pre kazdu induktivhu mnoZinu 4 plati N, c 4.
Prvky tejto mnoZiny Ny nazyvame nezaporné celé Cisla.

Tym sme vybudovali mnozinu celych nezapornych ¢isel.

Charakteristické vlastnosti mnoziny vsetkych celych nezapornych ¢isel mézeme zhrnit' do
piatich Peanovych axiom.

(P) 0eN,,

(P)) Ak ne N,,potom n'e N .

(P3) Ak ne N, potom n'#0.

(Py) Ak mne N,am'=n", potom m=n.

(Ps) Ak Sc N,,0€S aakzpodmienky ne S vyplyva n' €S, potom S=N,.

Axioma P; ndm hovori, Ze nula patri do mnoziny celych nezédpornych ¢isel.

Axioma P, ndm hovori, ze nasledovnikom I'ubovol'ného celého nezdporného ¢isla je opat’ celé
nezaporné ¢islo.

Axioma P3; nam hovori, Ze nula nie je nasledovnikom ziadneho celého nezaporného cisla.
Axioma P4 ndm hovori, Ze ak sa dve celé nezaporné Cisla rovnaji, potom sa rovnaju aj ich
predchodcovia. Inak povedané, dve rozne celé nezaporné Cisla maju réznych nasledovnikov.
Axioma Ps nam hovori, Ze ak nejakd mnoZina S obsahuje nulu a pre vSetky svoje prvky
obsahuje aj ich nasledovnikov, potom S je mnozinou vsetkych celych nezapornych ¢isel. Na
tejto axiome je zalozeny dokaz matematickou indukciou.

Vsetky Peanove axiomy maju dolezity vyznam v budovani celych nezapornych cisel
a nemozno z nich ziadnu vynechat’.
Ukazeme si, ze napriklad zvySkové triedy modulo 5, s ktorymi sme sa uz stretli ako s polom

(ZS,(-B, G) , spifiaji axiomy Py, P2, P4, Ps, ale nespinajt axiomu Ps.

Nech 1 je nasledovnikom 0, 2 je nasledovnikom 1, 3 je nasledovnikom 2, 4 je nasledovnikom
3 a 0 je nasledovnikom 4.

Viimnime si, Ze potom mnozina {0,1,2,3,4} splha axiomy Py, P, P4, Ps. Skuto¢ne, tato
mnozina obsahuje nulu a nasledovnikom l'ubovol'ného jej prvku je opédt’ jej prvok. Taktiez
kazdé dva jej rozne prvky maju roznych nasledovnikov. Ak nejakd mnozina S obsahuje nulu
a pre vSetky svoje prvky obsahuje aj ich nasledovnikov, potom S = {O, 1,2,3, 4} .

Mnozina {0,1, 2,3, 4} vSak nespifla axiomu P3, nakol’ko nula je nasledovnikom 4.

Vidime teda, Ze axioma P3 m4 pri budovani mnoZiny celych nezapornych ¢isel velky vyznam.
Podobne by sme mohli poukazat’ aj na vyznam ostatnych axiom.
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Dosledkom Peanovych axiom su aj nasledujtce tri tvrdenia.

Nech x a y su celé nezaporné ¢isla. Potom:

1. Ak x # y, potom x' = )'.

2. x#x'.

3. Ak x # 0, potom existuje jediné celé nezaporné ¢islo z, Ze z' = x.

Prvé tvrdenie nam hovori, ze dve rozne celé nezdporné ¢isla maju réznych nasledovnikov.
Druhé tvrdenie ndm hovori, ze Ziadne celé nezdporné Cislo nie je nasledovnikom samého
seba.

Tretie tvrdenie nam hovori, ze kazdé celé nezaporné Cisla rozne od nuly ma prave jedného
predchodcu.

Ked uz mame vybudovani mnozinu celych nezapornych cisel, budeme na nej definovat’
operacie sCitania a nasobenia a relaciu usporiadania. Za¢neme definiciou sc¢itania.

Nech x a y su celé nezaporné ¢isla. Potom:
1. x+0=x,

!

2. x+)y' =(x+y) .

Pomocou tejto definicie teraz vypocitame nasledujuce stucty:
3+0=3

!

3+41=3+0'=(3+0) =3'=

!

=4

3+42=3+1'=(3+1)
3+3=3+2'= (3+2)_5’

3+4=3+43=(3+43) =6'=7
Vidime, za takto definovany stcet je v zhode s tym, na ¢o sme pri s¢itani celych nezapornych
¢isel uz zvyknuti.

Uloha:
Pomocou definicie stétu celych nezadpornych ¢isel vypocitajte 7+4.
RieSenie:

7+0=7 ,

, 7+3=7+2'=(7+2) =9'=10
T+1=7+0'=(7+0) =7'=8

) 7+4=7+3=(7+3) =10'=11
7+2=T7+1'=(7+1) =8=9

alebo

!

7+47+3’(7+3)'(7+2’)’((7+2)')’((7+1’)’)’[((7+1)'),]’[((7+0’)')’] _
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Teraz si bez dokazu uvedieme dolezité vlastnosti takto definovaného suctu celych
nezapornych cisel.

Nech x, y, z st celé nezaporné ¢isla. Potom:
1. x+0=x,0+x=x,
!
Y +x=(x+y),
Y Hx=y+x,

cx+(y+z)=(x+y)+z,

2
3
4. x+y=y+x,
5
6. Ak x+z=y+z,potom x=y.

Prvé tvrdenie ndm vravi, ze 0 je neutralny prvok vzhl'adom na séitanie celych nezapornych
Cisel. Stvrté a piate tvrdenie ndm vravia, Ze pre sCitanie celych nezapornych Cisel plati
komutativny a asociativny zakon. Sieste tvrdenie sa ndm podobd na zakon o krateni v grupe.

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, Ze nula je neutralny prvok vzhl'adom na scitanie celych
nezapornych cisel.

Riesenie:

Ukéazeme napriklad, ze 3+0=3=0+3.

3+0=3

a

0+3=0+2'=(0+2) (0+1’)’=((0+1)’)'=(( )) {((0+0)'),]’((0')'],(1’)’2’3

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, ze operécia s¢itania je na mnozine celych nezdpornych
¢isel komutativna.

RieSenie:

Ukazeme napriklad, ze 3+2=2+3.

Il
[e)
+
S

Il

4 ’

3+2=3+1'=(3+1) =(3+0') :((3+o)' :(3’) —4 =5

a

2432242 =(242) =(2+1) :((2+1)’)' :((2+0')')’ [((2+0)')'J' :((2)] :(3’) —4=5

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, ze operacia s€itania je na mnozine celych nezapornych
Cisel asociativna.

Riesenie:

Ukéazeme napriklad, Ze 3+(2+1)=(3+2)+1.

Najprv vypocitame vyrazy v zatvorkach.

241=2+0"=(2+0) =2'=3
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! !

3+2:3+1’:(3+1)’:(3+0')’=((3+0)’) =((3)') =4 =5

Teraz vypoCitame 3+(2+1) a (3+2)+1.
3+(2+1)=3+3=3+2’=(3+2)’=(3+1’)’=((3+1)’)'=((3+0')'),=[((3+0)'),J =((3)] =(4’) ~5 =6
(3+2)+1=5+1=5+0'=(5+0) =5'=6

Teraz si zadefinujeme na mnozine celych nezapornych cisel operdciu nasobenia. Opét
zatneme definiciou.

Nech x a y st celé nezaporné Cisla. Potom:
1. x-0=0,
2. x-y'=x-y+x.

Pomocou tejto definicie teraz vypocitame nasledujuce suciny (uz vieme, ako by sme
vypocitali stcty):
3-:0=0

3.1=3-0'=3-0+3=0+3=3
3.2=3-1"=3-143=34+3=6
3.3=3-2"=3-2+3=6+3=9
3-.4=3.3'=3.3+3=9+3=12

Vidime, za takto definovany sucin je v zhode stym, na Co sme pri nasobeni celych
nezéapornych ¢isel uz zvyknuti.

Uloha:

Pomocou definicie st¢inu celych nezapornych Cisel vypocitajte 7-4 .
Riesenie:

7-0=0

71=7-0=7-0+7=0+7=7

7-2=71=71+7=7+7=14
alebo
7-4=7-3=7-3+7=7-2"+7=7-24+7+7=T7-1'"+7+7=7-1+7+7+7=

7-0+7+7+7=7-0+7+7+7+7=0+7+7+7+7=7+7+7+7=28

7-3=7-2"=7-2+7=14+7=21
7-4=7-3=7-3+7=21+7=28

VSimnime si, Ze nasobenie je vlastne definované ako opakované scitanie.

Teraz si bez dokazu uvedieme dodlezité vlastnosti takto definovaného suctu a sucinu celych
nezapornych cisel.
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Nech x, y, z st celé nezaporné ¢isla. Potom:

1. x-0=0,0-x=0,x-1=x,1-x=x, 5. x-(y+z)=x-y+x-z,

2.y x=y-x+x, 6. (x+y)~Z:x-z+y~z,

.x-y=y-x, 7. Ak x-y =0, potom x=0 alebo y=0.
4. x~(y-z)=(x-y)~z, 8.Ak x-z=y-zaz#0,potom x=y.

Prvé tvrdenie ndm vravi, ze 0 je agresivny prvok vzhl'adom na nésobenie celych nezapornych
Cisel a 1 je neutralny prvok vzhl'adom na nasobenie celych nezapornych Cisel. Tretie a Stvrté
tvrdenie nam vravia, ze pre nasobenie celych nezipornych ¢&isel plati komutativny
a asociativny zakon. Piate a Sieste tvrdenie su distributivnymi zakonmi pre scitanie
a nasobenie celych nezapornych cisel. Siedme tvrdenie nam vravi, Ze v mnoZine celych
nezépornych ¢isel nie st netrividlne delitele nuly. Osme tvrdenie sa nam podoba na zékon
o krateni v grupe.

Z uvedenych vlastnosti vyplyva, ze mnoZina (N,,+,-) tvori polokruh.

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, Ze nula je agresivny prvok vzhl'adom na nasobenie celych
nezéapornych cisel.

RieSenie:

Ukazeme napriklad, ze 3-0=0=0-3.

3-:0=0

a

0-3=0-2"=0-24+0=0-1+0=0-1+0+0=0-0+0+0=0-0+0+0+0=0+0+0+0=0

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, ze jednotka je neutrdlny prvok vzhladom na nasobenie
celych nezépornych Cisel.

Riesenie:

Ukéazeme napriklad, ze 3-1=3=1-3.

3-1=3-0=3-0+3=0+3=3

a

1-3=1-2"=1-24+1=1-1"+1=1-141+1=1-0"+1+1=1-04+1+1+1=0+1+1+1=1+1+1=3

Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, Ze operacia nasobenia je na mnozine celych nezapornych

¢isel komutativna.

RieSenie:

Ukéazeme napriklad, ze 3-2=2-3.

3.2=3-1"=3-143=3-0+3=3-0+3+3=0+3+3=3+3=6

a
2:3=2.2"=2-2+42=2-1"+2=2-142+2=2-0+2+2=2-0+2+2+2=0424+242=2+2+2=06
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Uloha:

Na konkrétnom priklade ilustrujte, Ze operacia nasobenia je na mnozine celych nezapornych

Cisel asociativna.

RieSenie:

Ukézeme napriklad, ze 5-(3-2)=(5-3)-2.

Najprv vypocitame vyrazy v zatvorkach.
3.2=3-1'"=3-143=3-0+3=3-0+3+3=0+3+3=3+3=6
5:3=5-2"=5-2+5=5-1"+5=5-14+5+5=5-0'45+5=5-0+5+5+5=0+5+5+5=5+5+5=15
Teraz vypoCitame 5-(3-2) a (5-3)-2.

5:(3-2)=5-6=6+6+6+6+6=30

(5-3)-2=15-2=15+15=30

Napokon si na mnozine celych nezapornych c¢isel zadefinujeme reldciu usporiadania.
Zacneme definiciou.

Nech x a y su celé nezaporné ¢isla. Potom:
1. x <y vtedy a len vtedy, ak existuje celé nezaporné ¢islo 7, pre ktoré x+¢ =y,

2. x<y vtedy a len vtedy, ked’ x<y a x# y.

Teraz ukazeme, ze 3<5.
Pocitajme:
342=3+1'=(3+1) =(3+0') =((3+0)') :(3’) =4'=5,

Vidime, Ze existuje celé nezaporné ¢islo ¢ (v tomto pripade Cislo 2), ze 3+¢=5. Teda podl'a
definicie 3<5.
Nakol'ko 3#5, platiaj 3<5.

Uloha:

Pomocou definicie relécie usporiadania celych nezapornych &isel ukazte, ze 4 < 7.
RieSenie:

Pocitajme:

443=4+2'=(4+2) =(4+1) =((4+1)')' =((4+0')’)’ _[((4+0)')’J' =

_ ((4’ )j _ (5) —6'=7.

Vidime, ze existuje celé nezaporné Cislo ¢ (v tomto pripade Cislo 3), ze 4+¢=7. Teda podl'a
definicie 4<7.
Nakol'ko 4 #7,platiaj 4<7.

Teraz si bez dokazu uvedieme doélezité vlastnosti takto definovaného usporiadania, suctu a
sucinu celych nezapornych ¢isel.
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Nech x, y, z st celé nezaporné ¢isla. Potom:
1. Ak x<y,potom x+z<y+z.

2.Ak x<y a z#0,potom x-z<y-z.

3. x<x',
4. x <y vtedy a len vtedy, ked’ x' < y'.

Prvé tvrdenie ndm vravi, Zze k obom strandm nerovnosti mozno pricitat’ to isté celé nezaporné
¢islo. (Uvedomme si, ze pre od¢itanie to tvdrit’ nemozno, nakol’ko ho nemame definované.)
Druhé tvrdenie ndm vravi, Ze obe strany nerovnosti mozno vynasobit’ tym istym nenulovym
celym nezdpornym ¢islom.

Tretie tvrdenie ndm vravi, Ze kazdé celé nezaporné ¢islo je mensie ako jeho nasledovnik.
Stvrté tvrdenie nam vravi, Ze ak x je menej ako y, potom je tento isty vztah aj medzi ich
nasledovnikmi.

Uloha:

Dokazte, ze ak x, y, z su celé nezaporné ¢islaa x <y, potom x+z< y+z.

Riesenie:

Ak x, y, z s celé nezaporné ¢isla a x <y, potom existuje také celé nezaporné Cislo ¢, ze
X+t<y.

Pocitajme y+z.
y+z=(x+t)+z=x+(t+z)=x+(z+t)=(x+z)+t

Teda podl’a definicie usporiadania celych nezapornych ¢isel plati x+z< y+z.

Uloha:

Dokazte, ze ak x, y, z st celé nezaporné Cisla, x<y a z# 0, potom x-z<y-z.

RieSenie:

Ak x, y, z su celé nezaporné Cisla, x <y a z# 0, potom existuje také celé¢ nezaporné Cislo ¢,
7e x+t<y.

Pocitayme y-z.

yz=(x+t)z=x-z+t-z

Ak si uvedomime, Ze aj ¢-z je celé nezaporné Cislo, potom podla definicie usporiadania
celych nezépornych ¢isel plati x-z<y-z.

Uloha:

Dokazte, ze ak x je celé nezaporné Cislo, potom x < x".

RieSenie:

Uvedomme si, 7ze x+1=x".

Pretoze aj 1 je celé nezaporné Cislo, podl'a definicie usporiadania celych nezapornych Cisel
plati x <x'. Pretoze x # x', plati x < x'.

Ordinalne disla
V predchéadzajicich kapitolach sme si zaviedli prirodzené ¢isla pomocou kardindlnych cisel
a pomocou prvkov Peanovej mnoziny. Taktiez sme definovali operacie sCitania a ndsobenia

a relaciu usporiadania, ktoré mali vlastnosti, na ktoré sme pri s¢itani, nasobeni a usporiadani
prirodzenych ¢isel zvyknuti.

79




V tejto Casti sa zoznamime s pojmom ordindlnych ¢isel. Aj pre tie mozno v tedrii mnozin
definovat’ scitanie, nasobenie a usporiadanie. Naviac, tieto definicie si v mnohom podobné
tym, ktoré sme si uviedli pre kardindlne ¢isla. Nakol’ko presny postup by bol prili§ zlozity
avyrazne by presahoval ramec tychto ucebnych textov, uspokojime sa s hlavnymi
myslienkami spdsobu zavedenia ordindlnych Eisel.

Najskor sa potrebujeme obozndmit' s pojmami usporiadand mnoZina, dobre usporiadana
mnozina a podobné zobrazenie.

S relaciou usporiadania, usporiadanou mnozinou a dobre usporiadanou mnozinou sme sa
pocas Stadia uz stretli. Pripomeiime si ich definicie a stru¢ne sa im venujme.

Relacia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia ostrého linearneho usporiadania,
ak je antireflexivna, antisymetricka, tranzitivna a suvisla.

Relidcia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia ostrého ¢iastocného usporiadania,
ak je antireflexivna, antisymetricka a tranzitivna.

Uloha:
Dan4 je mnozina M ={1,2,3,4} arelacia R = {[1,2],[1,3].[1.4].[3.2].[4.2].[4.3]} .

Rozhodnite, ¢i R je relaciou ostrého linearneho usporiadania v mnozine M.

RieSenie :

Najskor zostrojime vrcholovy graf danej relécie. 1 > 2
Potom ur¢ime vlastnosti relacie R.

Pretoze vrcholovy graf relacie R neobsahuje obojsmerné Sipky, relacia

R je antisymetricka.

Pretoze vo vrcholovom grafe relacie R ,,nema zmysel prestupovat™,

reldcia R je tranzitivna.

Pretoze vrcholovy graf relacie R neobsahuje pri Ziadnom vrchole 4 ————» 3
slucku, relécia R je antireflexivna.

Pretoze kazdé dva rozne vrcholy st spojené nejakou Sipkou, relacia R je suvisla.

PretoZe relacia R je antireflexivna, antisymetrickd, tranzitivna a stvisla, je relaciou ostrého
line4drneho usporiadania v mnozine M.

Prvky mnoziny M, na ktorej je definovana reldcia ostrého linearneho usporiadania R, vieme
vzdy zoradit' do retazca tak, ze ak [x, y] € R, potom x sa nachadza v retazci nalavo od y.

Zapis takéhoto retazca z predchadzajucej lohy je 1<4<3<2.

Teraz si uvedieme definiciu linearne usporiadanej mnoziny.

Ak na mnoZine M je definovana relacia linearneho usporiadania <, tak mnoZinu A
usporiadanii touto relaciou oznatujeme (M,<) a nazyvame linedrne usporiadana

mnozina.

Pod pojmom linedrne usporiadana mnozina teda rozumieme dvojicu M, <, kde M je mnozina
objektov a < je relacia linearneho usporiadania na tejto mnozine.
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Teraz si uvedieme definiciu prvého a posledného prvku linearne usporiadanej mnoziny.

Nech (M,<) je linearne usporiadana mnoZina.

Prvok aeM nazyvame prvym prvkom v mnoZine M vzhl’adom na linearne
usporiadanie <, ak plati:

VxeM :x#a= a<x (Citame: pre kazdy prvok x mnoziny M plati, Ze ak x je rozny od
a, potom a predchadza x v usporiadani <.

Prvok beM nazyvame poslednym prvkom v mnoZine M vzhPadom na linearne
usporiadanie <, ak plati:

VxeM :x+#b= x<b (Citame: pre kazdy prvok x mnoZiny M plati, Ze ak x je rozny od b,
potom x predchadza b v usporiadani <.

Uvedomme si, Ze zapis a < x znamena, ze [a,x] €<, ale [x,a] z<.

V predchédzajicej ulohe platilo 1<4<3<2. To znamend, ze prvok 1 je prvym prvkom
mnoziny M a prvok 2 je poslednym prvkom mnoziny M.

Teraz prejdeme k definicii dobre usporiadanej mnoziny.

Linedarne usporiadanid mnoZina (M ,<) sa nazyva dobre usporiadana, ak kazda

neprazdna podmnoZina mnoZiny M ma prvy prvok.

Napriklad mnozina prirodzenych ¢isel N s obvyklym usporiadanim < je dobre usporiadana
mnozina, lebo kazda jej podmnoZzina ma najmensi (prvy) prvok.

AvsSak mnozina Z vSetkych celych cisel s obvyklym usporiadanim < nie je dobre usporiadané
mnozina, pretoze napriklad jej podmnozina M, ktora obsahuje vSetky celé ¢isla mensie ako 5,

nema najmensi (prvy) prvok.

Venujme sa teraz pojmu podobné zobrazenie.

Nech (4,<,) a (B,<;) si Ciastone usporiadané mnoZiny. Zobrazenie f:A4—> B sa
nazyva podobné zobrazenie, ak je bijektivne a ak pre kazdé x, y z mnoZiny A plati:

x<,y=f(x)<s f().

Ciastocne usporiadand mnoZina A je podobna Cc¢iastocne usporiadanej mnoZine B
(oznacujeme A = B), ak existuje podobné zobrazenie mnoZiny 4 na mnoZinu 5.

Teda podobné zobrazenie musi byt bijektivne a zachovavat usporiadanie. Vysvetlime si to na
nasledujacich tlohach

Uloha:

Dana je mnozina A= {1,2,3, 4} s usporiadanim 1<,2<,3<,4 amnoZina B= {3, 6,9,12}
s usporiadanim 3 <, 6 <, 9<,12.

Dalej je dané zobrazenie f: 4 —> B nasledovne: f(1)=3,f(2)=6,1(3)=9, f(4)=12.

Urcte, €1 f je podobné zobrazenie.

81




Riesenie:

Vidime, ze f je bijektivne zobrazenie, nakol’ko dvom réznym prvkom mnoziny A4 st priradené
dva rézne prvky mnoziny B a kazdy prvok mnoziny B ma svoj vzor.

Teraz overime, Ze f zachovava usporiadanie.

1<,2 aaj f(1)<Bf(2) 1<,3 agqj f(1)<Bf(3)
1<, 4 aaj f(1)<, f(4) 2<,3aaj f(2)<; f(3)
2<,4 aaj f(2)<Bf(4) 3<,4 agqj f(3)<Bf(4)

Teda f* je podobné zobrazenie.

Uloha:

Dana je mnozina A= {l, 2,3, 4} s usporiadanim 1<,2<,3<,4 amnozina B= {3, 6,9,12}
s usporiadanim 3 <, 6 <, 9<, 12.

Dalej je dané zobrazenie f: A — B nasledovne: f(l) = 9,f(2) = 6,f(3) = 12,f(4) =3.
Urcte, ¢i f je podobné zobrazenie.

RieSenie:

Vidime, Ze f je bijektivne zobrazenie, nakol’ko dvom réznym prvkom mnoziny A4 st priradené
dva rézne prvky mnoziny B a kazdy prvok mnoziny B ma svoj vzor.

AvSak fnezachovava usporiadanie, pretoze napriklad 1<, 2, ale f (1) > f (2) .

Teda f nie je podobné zobrazenie.

Uloha:

Dand je mnozina A4={1,2,3,4) susporiadanim 1<,2<,3<,4  amnozina
B={3,6,9,12,15,18} s usporiadanim 3<, 6<, 9<,12<,15<,18.

Existuje nejaké podobné zobrazenie f: 4 — B?

RieSenie:

Aby f bolo bijektivne, museli by mnoziny 4 a B mat’ rovnaky pocet prvkov. Preto neexistuje
ziadne bijektivne zobrazenie f: A4 — B, ateda ani podobné.

Podobnost’ mnozin bude mat’ mnohé vlastnosti, s ktorymi sme sa uz stretli pri ekvivalentnosti
mnozin pri zavadzani pojmu kardinélne ¢islo.

Tak, ako vSetky mnoziny netvoria mnozinu, ani vSetky dobre usporiadané mnoZziny netvoria
mnozinu. AvSak relacia podobnosti mnozin = je reflexivna, symetricka a tranzitivna medzi
dobre usporiadanymi mnozinami, ateda ma podobné vlastnosti ako reldcia ekvivalencie.
Preto sa vSetky dobre usporiadané mnoziny rozpadaji do tried ekvivalencie a kazda z tychto
tried mozno charakterizovat' jedinym reprezentantom. Tychto reprezentantov budeme
nazyvat ordinalne ¢isla.

Pretoze situacia je podobna ako pri kardinalnych cislach, budeme postupovat’ analogicky
a existenciu ordinalnych ¢isel zaru¢ime axiomaticky.
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Ku kaZdej dobre usporiadanej mnoZine A4 existuje mnoZina Ord(4) dobre usporiadana
relaciou inkluzie — s tymito vlastnost’ami:

1. 4=0rd(4),
2.ak (4,<,) a (B,<;,) st dobre usporiadané mnoZiny, tak 4= B plati vtedy a len vtedy,
ked’ Ord(4)=0rd(B).

MnoZina Ord(A), kde A je dobre usporiadand mnoZina, sa nazyva ordinilne ¢islo

mnoziny 4.

Uz sme si ukézali, Ze f:4— B ur€ené nasledovne: f(1)=3,/(2)=6,/(3)=9, f(4)=12
je podobné zobrazenie mnoziny A={1,2,3,4} susporiadanim 1<, 2<,3<, 4 namnoZinu
B={3,6,9,12} susporiadanim 3<, 6<,9<,12. Teda mnoziny 4aB si podobné aich

ordinalne Cisla sa rovnaju.
Odcitanie a delenie v mnoZine prirodzenych ¢isel

V predchadzajicich kapitolaich sme si réznymi spésobmi zaviedli prirodzené cisla
a definovali sme operacie sCitania a ndsobenia. Teraz sa budeme venovat’ odc¢itaniu a deleniu.
Budeme pracovat’ s mnozinou celych nezapornych cisel, ktoru tvoria prirodzené ¢isla a nula.
Najprv si zadefinujeme rozdiel dvoch nezapornych celych ¢isel.

Uz vieme, ze ak aab st dve celé nezdporné Cisla a a <b, potom existuje jediné také
nezaporné celé cCislo x, ze a+x=b. Toto ¢islo budeme nazyvat rozdielom celych
nezépornych ¢isel b a a.

Nech a, b su celé nezaporné Cisla, pre ktoré plati, Ze a <b . Potom celé nezaporné Cislo x,
pre ktoré plati a + x =b, nazyvame rozdielom celych nezapornych ¢isel » a a.
Oznacujeme: x=b—a.

Cislo b sa nazyva mensenec, &islo a mensitel a &islo x rozdiel.

Vsimnime si, ze rozdiel dvoch celych nezépornych cisel nie je definovany vzdy, ale iba
v pripade, ked’ menSenec nie je mensi ako mensitel’.

Uloha:
Vypocitajte podl'a definicie rozdielu dvoch celych nezapornych ¢isel a vypocet zdovodnite.
a) 5-3
b) 8—4
c) 9-9
d 11-14
RieSenie:

a)5-3=2,lebo3+2=5
b)8—-4=4,lebo4+4=8
¢)9-9=0,lebo9+0=9
d) Rozdiel 11 — 14 nie je definovany, lebo mensenec je mensi ako mensitel’.
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Pre takto definovany rozdiel dvoch celych nezapornych ¢isel platia vztahy, z ktorych mnohé
bezne pouzivame. Uvedieme si niektoré z nich bez dokazu.

Nech a, b, c st celé nezaporné ¢isla. Potom:
1.ak a<b,potom (b—a)+a=>,

2. (a+b)—b:a,

3.ak (b+c)<a,potom a—(b+c)=(a-b)-c,

4.ak c<b a b—c<a,potom a—(b—c)=(a+c)-b,
5. b—(b—a):a.

Uloha:

Dokézte, Ze ak a, b st celé nezaporné Cislaa a <b, potom (b—a)+a=b.

Riesenie:

Ak a<b, potom existuje také celé nezaporné Cislo ¢, ze a+c=>b. Zrejme podla definicie
rozdielu celych nezapornych Cisel c=b—a.

Teda (b—a)+a:c+a:a+c:b.

Uloha:
Dokézte, Ze ak a, b st celé nezaporné &isla, potom (a+b)—b=a.

RieSenie:

Nakol'ko pre Tubovolné celé nezaporné &isla a, b plati b<a+b, rozdiel (a+b)-b je
definovany.

(a +b)—b=a plati podla definicie rozdielu celych nezapornych cisel prave vtedy, ked’
b+a=a+b.Z vlastnosti suctu celych nezapornych ¢isel vyplyva, Ze uvedena rovnost’ plati.
Teraz prejdeme k operacii delenia. Uz ddvno vieme, Ze pri deleni dvoch prirodzenych cisel
pracujeme s pojmami podiel azvySok. Naviac, podiel azvySok st pri deleni urcené

jednoznacne.

Teraz prejdime k definicii. Najprv si bez dokazu uvedieme nasledujtce tvrdenie.

Nech a, b su celé nezaporné ¢isla. Nech b #0. Potom existuje jedina dvojica celych
nezapornych Cisel g a r tak, Ze a=b-qg+r, pricom 0<r<b.

Vdaka tomuto tvrdeniu mézeme zadefinovat’ podiel dvoch celych nezépornych cisel.

Nech a, b, g, r st celé nezaporné ¢isla, pre ktoré plati b0, a=b-q+r a 0<r<b.
Potom cislo a nazyvame delenec, ¢islo b delitel’, ¢islo ¢ neuplny podiel pri deleni ¢isla
a Cislom b a Cislo » zvySok pri deleni Cisla a ¢islom b.

Ak r =0, potom ¢islo ¢ nazyvame podiel pri deleni ¢isla a ¢islom b a piSeme g=a:b.

Definiciu si opat’ vysvetlime na priklade.
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Vieme, ze 43=8-5+3. Cislo 43 nazyvame delenec, &islo 8 delitel’, &islo 5 netiplny podiel pri
deleni ¢isla 43 ¢islom 8 a Cislo 3 zvySok pri deleni ¢isla 43 ¢islom 8.

Podobne vieme, ze 45=9-5+0. Cislo 45 nazyvame delenec, &islo 9 delitel’ a ¢islo 5 podiel
pri deleni ¢isla 45 ¢islom 9. Zapisujeme: 45 : 9 = 5.

Pre takto definovany podiel dvoch celych nezdpornych cCisel platia vztahy, z ktorych mnohé
bezne pouzivame. Dva z nich si uvedieme a v nasledujucich tlohach aj dokaZeme.

Nech a, b su celé nezaporné ¢isla. Potom:
1. ak existuje podiel a:b, potom (a:b)-b=a,

2. (a-b):b=a.

Uloha:

Dokazte, ze ak a, b su celé nezaporné Cisla a ak existuje podiel a:b, potom (a : b) -b=a.
Riesenie:

Ak existuje podiel a:b, potom existuje také celé nezdporné Cislo g, pre ktoré a=b-g+0 a
g=a:b.

Potom (a:b)'b:q-b:b'q:b-quO:a .

Uloha:

Dokézte, Ze ak a, b st celé nezaporné &isla, potom (a-b):b=a.

Riesenie:

Z vlastnosti nasobenia a s¢itania celych nezapornych ¢isel vieme, ze a-b=b-a+0.

Ak pouzijeme definiciu delenia celych nezapornych Cisel, a-b je delenec, b je delitel’ a a je
podiel, ¢o zapisujeme (a-b):b=a.
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