1. Algebrické struktury s jednou operaciou

V predchédzajicich kapitoldch sme sa oboznadmili s pojmom bindrnej operdcie na mnozine,
jej vlastnostami (komutativnost, asociativnost’), s neutrdlnym prvkom a s inverznymi
prvkami.

Teraz sa sustredime na nejakil mnozinu, na ktorej budeme mat’ binarnu operaciu. Podl’a toho,
aké bude mat’ vlastnosti, ¢i bude mat’ neutrdlny prvok ainverzné prvky, budeme hovorit
o grupoide, pologrupe, monoide ¢i grupe.

Najprv si vZzdy uvedieme definiciu nového pojmu a potom si uvedieme priklady na tento
pojem.

Nech je dana neprazdna mnoZina G, na ktorej je definovana binarna operacia *. Potom

dvojicu (G,*) nazyvame grupoid.

Ak G = N je mnozina prirodzenych ¢isel, potom na nej mame definované operacie s¢itania
a nasobenia. Teda dvojice (N,+) a (N,") su grupoidy. Nakol'ko rozdielom a podielom dvoch
prirodzenych ¢isel nemusi byt’ vzdy prirodzené ¢islo, dvojice (N,—) a (,:) nie su grupoidy.
Ak G = Z je mnozina celych Cisel, potom na nej mame definované operacie scitania,
odcitania, ndsobenia aj delenia. Teda dvojice (Z,%), (Z,), (Z,-) a (Z,:) st grupoidy.

Ak G = Q je mnozina racionalnych ¢isel, potom na nej mame definované operacie scitania,
odc¢itania, nasobenia aj delenia. Teda dvojice (Q,+), (O,"), (Q,—) a (Q,:) su grupoidy.

Ak G = R je mnoZina redlnych cisel, potom na nej mame definované operacie scitania,

odcitania, ndsobenia aj delenia. Teda dvojice (R, 1), (R,), (R,—) a (R,:) su grupoidy.

Grupoid (G,¥*), v ktorom je operacia * asociativna, nazyvame pologrupa.

Ak G = N je mnoZina prirodzenych &isel, potom na nej mame definované operacie s¢itania
a nasobenia, ktoré st asociativne. Teda dvojice (V,+) a (V,) su pologrupy.

Ak G = Z je mnozina celych Cisel, potom na nej mame definované operacie scitania,
odc¢itania, nasobenia aj delenia. Asociativne su vSak iba scitanie a nasobenie. Teda dvojice
(Z,+) a (Z,) su pologrupy, zatial’ ¢o (Z,-) a (Z,:) nie su pologrupy.

Podobne je to aj s racionalnymi a redlnymi Cislami. Ak G = Q je mnozina racionalnych ¢isel,
potom dvojice (Q,+), (Q,), (R,+) a (R,") su pologrupy a (Q,-), (Q,:), (R,—) a (R,:) nie st
pologrupy.
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Pologrupu (G,*), ktora ma neutralny prvok e vzhl’adom na operaciu *, nazyvame

monoid.

Uz vieme, Ze neutralnym prvkom vzhl'adom na operaciu nasobenia je Cislo 1, ktoré patri do
mnoziny prirodzenych, celych, raciondlnych i redlnych ¢isel. Preto (N,), (Z,), (O,) a (R,’) st

monoidy.

Taktiez uz vieme, Ze neutralnym prvkom vzhl'adom na operéciu s¢itania je ¢islo 0, ktoré patri
do mnoziny celych, racionalnych irealnych cisel, avSak nepatri do mnoziny prirodzenych

¢isel. Preto (V,*) nie je momoid, zatial’ ¢o (Z,+), (Q,*) a (R,+) su monoidy.

Monoid (G,*), v ktorom ma kaZdy prvok x mnoZiny G inverzny prvok x"' vzhPadom na

operaciu *, nazyvame grupa.

Uz vieme, Ze inverznym prvkom k ¢islu x vzhl'adom na operaciu scitania je ¢islo —x. Ak x
bolo cel¢ Cislo, potom aj —x je celé ¢islo (podobne raciondlne i realne). Preto (Z,+), (Q,1) a

(R,*+) st grupy.
Taktiez uz vieme, Ze inverznym prvkom k ¢islu x vzhl'adom na operaciu ndsobenia je Cislo

l. Avsak nula nemd inverzny prvok vzhl'adom na nésobenie. Preto (Z,), (Q,’) a (R,") nie su
X

grupy.

Co ak ¢islo 0 vylu¢ime? Ak x je celé &islo, potom &islo 1 nemusi byt’ celé. Preto (Z —{O} ,-)
X
. L 1 . .
nie je grupa. Podobne, ak x je prirodzené ¢islo, potom ¢islo — nemusi byt prirodzené. Preto
X

. . e Ce L T
(N, nie je grupa. Naopak, ak x je racionalne ¢i redlne Cislo, potom aj ¢islo — je racionalne ¢i
X

realne. Preto (Q—{O},.) a (R—{O},-) su grupy.
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Grupa (G,*), v ktorej je operacia * komutativna, sa nazyva komutativna grupa alebo aj

Abelova grupa.

Uz sme si povedali, ze (Z,1), (Q,1), (R, 1), (Q—{O} ,-) a (R - {0} ,-) su grupy.

Pretoze scitanie aj ndsobenie je komutativne, vSetky tieto grupy su komutativne, resp.

Abelove.

Co teda plati v pripade, Ze (G.*) je grupa?

1. G je neprazdna mnoZina,
* je bindrna operécia na G, teda ak a, b su z mnoziny G, potom aj a*b je z mnoziny G,
operacia * je asociativna,

mnozina G obsahuje neutralny prvok e vzhl'adom na operaciu *,

A

kazdy prvok mnoziny G ma inverzny prvok vzhl'adom na operaciu *, ktory tieZ patri

do mnoziny G.

Ak je (G,*) Abelova grupa, potom naviac plati

6. operacia * je komutativna.

V tabul’ke si zhrnieme ziskané poznatky.

grupoid pologrupa monoid grupa Abelova
grupa
( N, +) ano ano nie nie nie
( Z, +) ano ano ano ano ano
0,+ ano ano ano ano ano
2
( R, +) ano ano ano ano ano
( N, ) ano ano ano nie nie
7. ano ano ano nie nie
b
(Q, ) ano ano ano nie nie
R.- ano ano ano nie nie
b
( 7 — {0} , ) ano ano ano nie nie
(Q - {()} , ) ano ano ano ano ano
( R-— {0} , ) ano ano ano ano ano
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Uloha:

Dana je mnozina parnych prirodzenych Cisel G = {2, 4, 6,8,10,12,...} a operdacia sc¢itania.
Rozhodnite, ¢i dvojica (G,+) je grupoid, pologrupa, monoid, grupa.

Riesenie:

Pretoze suctom dvoch parnych prirodzenych ¢isel je opdt’ parne prirodzené ¢islo, je operacia
+ binarnou operaciou na mnoZine G. Preto (G,+) je grupoid.

Nakol’ko operacia s¢itania je asociativna, je (G,+) pologrupa.

Neutralnym prvkom operacie + je nula atid nepatri do mnoziny G. Preto (G,+) nie je

monoid, a teda ani grupa.

Uloha:

Dana je mnozina neparnych prirodzenych ¢isel G = {1,3, 5,7,9,1 1,...} a operdacia scitania.
Rozhodnite, ¢i dvojica (G,+) je grupoid, pologrupa, monoid, grupa.

Riesenie:

Pretoze suctom dvoch neparnych prirodzenych ¢isel nie je neparne prirodzené ¢islo, operacia
+ nie je binarnou operaciou na mnozine G. Preto (G, +) nie je grupoid,

teda ani pologrupa, monoid ¢i grupa.

Uloha:

Dana je mnoZina parnych prirodzenych ¢isel G ={2,4,6,8,10,12,...} a operacia nasobenia.
Rozhodnite, ¢i dvojica (G,-) je grupoid, pologrupa, monoid, grupa.

RieSenie:

Pretoze sti¢inom dvoch parnych prirodzenych cisel je opét’ parne prirodzené Cislo, je operacia
- binarnou operéaciou na mnozine G. Preto (G,-) je grupoid.

Nakol'’ko operacia ndsobenia je asociativna, je (G,~) pologrupa.

Neutralnym prvkom operacie nasobenia je ¢islo 1 a to nepatri do mnoziny G. Preto (G,~) nie

je monoid, a teda ani grupa.
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Uloha:

Dana je mnozina neparnych prirodzenych ¢isel G = {1,3, 5,7,9,1 1,...} a operacia nasobenia.
Rozhodnite, ¢i dvojica (G,-) je grupoid, pologrupa, monoid, grupa.

RiesSenie:

Pretoze sucinom dvoch neparnych prirodzenych ¢isel je opit’ neparne prirodzené Cislo, je
operacia - bindrnou operaciou na mnozine G. Preto (G,-) je grupoid.

Nakol’ko operacia nasobenia je asociativna, je (G,-) pologrupa.

Neutralnym prvkom operacie ndsobenia je Cislo 1 ato patri do mnoziny G. Preto (G,-) je

monoid.

Pretoze okrem Cisla 1 ziadne iné ¢islo z mnoziny G nemé inverzny prvok v mnozine G

vzhPadom na néasobenie, (G,-) nie je grupa.

Uloha:

Dana je binarna operéacia o na mnozine A4 = {O,l, 2,3, 4} pomocou Cayleho tabulky.

o 0 1 2 3 4 (49)

0 0 0 0 0 0 Rozhodnite, ¢i ’ je

1 0 1 2 3 4 grupoid, pologrupa, monoid,

2 0 2 4 1 3 grupa, Abelova grupa.

3 0 3 1 4 2 Prezradime, Ze operacia ° je

4 0 4 3 1 na mnozine 4 asociativna.
RieSenie:

Pretoze vo vysledkovej Casti Cayleho tabul’ky st iba prvky mnoZiny 4, je (A,o) grupoid.
PretoZe operacia o je na mnoZine A asociativna, je (A,o) pologrupa. Pretoze neutrdlnym

prvkom je 1, je (A,o) monoid. Pretoze 0 nemd inverzny prvok, (A,o) nie je grupa.
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Uloha:

Dana je binarna operacia o na mnozine A4 = {1,2,3,4} pomocou Cayleho tabulky.

° ! 2 3 4 Rozhodnite, ¢i (A’O) je
1 1 2 3 4 . .
grupoid, pologrupa, monoid,
2 2 4 1 3
grupa, Abelova grupa.
3 3 1 4 2 , y . .
Prezradime, ze operacia ° je
4 4 3 2 1 . .
na mnn7ine 4 acnciativna
RieSenie:

Pretoze vo vysledkovej Casti Cayleho tabul’ky st iba prvky mnoZiny 4, je (A,o) grupoid.
PretoZe operdcia o je na mnoZine A asociativna, je (A,o) pologrupa. Pretoze neutrdlnym
prvkom je 1, je (A,o) monoid. PretoZze 1 ma inverzny prvok 1, 2 ma inverzny prvok 3, 3 ma

inverzny prvok 2, 4 mé inverzny prvok 4 a operacia je komutativna, je (4,°) Abelova grupa.

Uloha:

Dana je binarna operacia o na mnoZine 4 = {0,1,2,3} pomocou Cayleho tabul’ky.

° 0 ! 2 3 Rozhodnite, ¢i (A’o) je
0 0 0 0 0 . .
grupoid, pologrupa, monoid,
1 0 1 2 3
grupa, Abelova grupa.
2 0 2 0 2 , y L .
Prezradime, ze operacia ° je
3 0 3 2 1 . .
na mnnvine 4 aenciativna
Riesenie:

Pretoze vo vysledkovej Sasti Cayleho tabulky su iba prvky mnoZiny 4, je (4,°) grupoid.
Pretoze operdcia o je na mnozine A asociativna, je (A,o) pologrupa. Pretoze neutrdlnym

prvkom je 1, je (4,°) monoid. PretoZe 0 ani 2 nemaju inverzny prvok, (4,¢) nie je grupa.
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Uloha:

Dana je binarna operacia o pomocou Cayleho tabul’ky a mnozina A = {1,2,3} .

o 1 2 3
1 1 2 3
2 2 0 2
3 3 2 1

Rozhodnite, ¢i (A,o) je grupoid, pologrupa, monoid, grupa, Abelova grupa.
Riesenie:
Pretoze vo vysledkovej ¢asti Cayleho tabulky je aj prvok 0, ktory nepatri do mnoziny 4,

(A,o) nie je grupoid. Teda nemdze byt ani pologrupa, ani monoid, ani grupa.

Uloha:

Dana je binarna operacia o na mnozine 4= {0, 1,2,3} pomocou Cayleho tabulky.

° 0 ! 2 3 Rozhodnite, ¢i (A’o) je
0 0 1 2 3 . .
grupoid, pologrupa, monoid,
1 1 2 3 0
grupa, Abelova grupa.
2 2 3 0 1 , y L .
Prezradime, ze operacia ° je
3 3 0 1 2 .. oy
na mnnzinga A acnciativna
Riesenie:

Pretoze vo vysledkovej Gasti Cayleho tabulky st iba prvky mnoZiny 4, je (4,°) grupoid.
Pretoze operacia o je na mnozine A4 asociativna, je (A,o) pologrupa. Pretoze neutralnym
prvkom je 0, je (A,o) monoid. PretoZze 0 mé inverzny prvok 0, 1 mé inverzny prvok 3, 2 ma

inverzny prvok 2, 3 mé inverzny prvok 1 a operacia je komutativna, je (A,o) Abelova grupa.

Nasledujuce dve vety nam ukazu dolezité vlastnosti, ktor¢ maji grupy. Po kazdej vete si

ukazeme jej aplikéaciu na znadmych prikladoch. Ako prvé si predstavime zédkony o krateni.

Nech (G,*) je grupa. Potom pre vSetky prvky a, b, c z mnozZiny G plati:
l.ak a*c=b*c, potom a=b, (pravidlo o krateni sprava)

2.ak a*b=a*c,potom a=c. (pravidlo o krateni zl’ava)

37




Pri s¢itani nam zakon o krateni hovori asi tol’ko, Zze k obom strandm rovnice mézeme pricitat’
a od oboch stran rovnice mozeme odcitat’ to isté Cislo.
Teda:

- aka+3=>b+3,potoma=>b,

- ak7x+11=13y+11,potom7x=13y,

- ak7x+11=13y+ 15 potom7x=13y+ 4,

- aka=b+3,potoma—-5=5b-2.

Pri nasobeni nam zékon o krateni hovori asi tol’ko, zZe obe strany rovnice mdézeme vynasobit
tym istym nenulovym ¢islom alebo ich tymto ¢islom vydelit.
Teda:

- ak3-a=3-b,potoma=>b,

- akll-a=22-bh,potoma=25,

- ak7-x+7=14-y,potomx+1=2"y,

- akx=y+3,potom3-x=3-y+9,

- aka=4-b+5 potom4-a=16-b+20.

Samozrejme, zakony o krateni neplatia iba pre s¢itanie a ndsobenie, ale v 'ubovol'nej grupe.

Teraz si ukazeme, Ze ak (4,*) nie je grupa, ale iba pologrupa, tak zakon o krateni platit’

nemusi.

Nech je dana binarna operacia o na mnozine A= {O, 1,2,3} pomocou Cayleho tabulky.

° 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

(A,°) je pologrupa. Neutrdlnym prvkom je 1. PretoZe 0 ani 2 nemaju inverzny prvok, (4,°)

nie je grupa.
Vsimnime si, ze 201=2,203=2,teda 201=203, ale 1+ 3,teda zakon o krateni zl'ava

neplati. Podobne 102=2,302=2,teda 102=302, ale 1#3,teda zdkon o krateni sprava
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neplati. Teda v monoide (A,o) by sme rovnicu 2ox =203 nemohli upravit na x=3 lebo

jej rieSenim je aj ¥ =1.

Teraz si uvedieme tvrdenie o pocte rieSeni linedrnej rovnice.

Nech (G,*) je grupa. Nech a, b su l'ubovolné prvky z mnoziny G. Potom existuju
jednoznacne urcené prvky x, a yoZ mnoZiny G také, Ze:
1. xo je rieSenie rovnice a * x = b,

2. yo je rieSenie rovnice y * a = b.

Uz na zékladnej Skoly sme si zvykli, zZe rovnice typu o+x =0 a x+o=0, kde do Stvor¢ekov
mozeme vlozit’ lubovolné dve ¢isla (rovnaké alebo rdzne), maju vzdy jedno rieSenie. Riesili

sme ich takto:

S+x=11 11+x=4 x+9=3
x=11-5 x=4-11 x=3-9
x=6 x=-7 x=-6

Podobne sme si zvykli, Ze rovnice typu O-x =0 a x-0=0, kde do Stvoréekov mdzeme vlozit
Iubovolné dve cisla (rovnaké alebo rézne, do prvého Stvorcéeka vSak rézne od nuly), maju

vzdy jedno rieSenie. Riesili sme ich takto:

5-x=15 11-x=132 x-9=-3
x=15:5 x=132:11 x:(—3):9
x=3 x=12 1
xX=——
3

Takto sme tieto rovnice mohli riesit preto, lebo mnozina redlnych Ccisel tvori spolu
s operaciou scitania grupu. Podobne, mnozina nenulovych redlnych Ccisel tvori spolu
s operaciou nasobenia grupu. Preto sme do prvého Stvorceka v rovniciach s néasobenim

nemohli vlozit’ nulu.
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A ako je to s nasobenim celych ¢isel?

Ked’ nasobime dve kladné Cisla, madme na to mnozstvo vhodnych modelov. Predstavme si, ze
mamicka ma 3 deti a kazdému da vreckové 5 Eur. Na to potrebuje 15 Eur. Zrejme 3 - 5 = 15.
Co ak nasobime kladné ¢&islo so zapornym? Predstavme si zaporné &islo ako dlZobu. Ak si od
3 veritel'ov pozi¢iame po 150 Eur, budeme mat’ dlh 450 Eur. Zrejme 3 - (-150) = (—450).
Modely pre nasobenie dvoch zapornych ¢isel vSak uz také prirodzené nie su. Vidime vsak, ze
je uzitocné, aby ¢iselnd mnozina tvorila spolu s operaciou ndsobenia grupu. V nej musia platit’
zakony o krateni.

Kolko teda ma byt (-2) - (-3)?

Ak by to bolo —6, potom by neplatil zakon o krateni, lebo (-2) - (-3) =-6, ale aj 2 - (-3) =—6.
Podrla zdkona o krateni by muselo platit’, Ze 2 = -2, a to neplati.

Aby mnozina nenulovych celych ¢isel bola grupou, musi teda platit, ze (-2) - (-3) = 6.

Podobne mozno zdovodnit’ aj to, ze 2 — (-3) =2 + 3.

2. Algebrické struktury s dvoma operaciami

V predchadzajtcej kapitole sme sa oboznamili s algebrickymi Struktirami s jednou operaciou.
Vysvetlili sme si, ¢o znamenaju pojmy grupoid, pologrupa, momoid, grupa.

V tejto kapitole sa budeme venovat dvom binarnym operacidm definovanym na tej istej
mnozine. Vysvetlime si pojmy polookruh, okruh, teleso, pole a obor integrity.

Nakol'ko teoria algebrickych Struktir s dvoma operdciami je velmi bohatd, ale pomerne
naro¢na, obmedzime naSe Uvahy a vysvetlenia najmi na ciselné mnozZiny ana operacie
s¢itania a nasobenia.

Najprv si vzdy uvedieme definiciu nového pojmu a potom si uvedieme priklady na tento
pojem.

Ak chcete, aby sa vam definicie zdali zrozumitel'nejsie, predstavujte si pod mnozinou G
mnozinu redlnych ¢isel, pod operaciou @ scitanie a pod operaciou ® nasobenie.

Nech je danid nepriazdna mnoZina G, na ktorej su definované dve binarne operacie © a
®. Potom trojicu (G,®,®) nazyvame polookruh, ak plati:

1. (G,®) je komutativna pologrupa,

2. (G,®) je pologrupa,

3. operacia @ je distributivna vzh’adom na operaciu ®.
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Polookruh je teda takd neprazdna mnozina, na ktorej st definované dve binarne operécie.
Naviac, prva z operacii musi byt komutativna, obe musia byt asociativne a druhé z operacii

musi byt distributivna vzhl'adom na prvu.

Teraz obmedzime naSe uvahy na mnoziny prirodzenych, celych, racionalnych a redlnych
¢isel. Budeme uvaZovat operacie sCitania a nasobenia. Obe tieto operacie su komutativne
a asociativne. Naviac, ndsobenie je distributivne vzhl'adom na s¢itanie.

Uz vieme, ze (N,+) je pologrupa. Taktiez vieme, ze (N,) je pologrupa. Preto (N, +,:) je
polookruh.

Podobne plati, ze (Z,+,"), (Q,*+,") a (R, +,") st polookruhy.

Nech je danid nepriazdna mnoZina G, na ktorej su definované dve binarne operacie © a
®. Potom trojicu (G,®,®) nazyvame okruh, ak plati:

1. (G,®) je komutativna grupa,

2. (G,®) je pologrupa,

3. operacia @ je distributivna vzh’adom na operaciu ®.

V ¢om je teda rozdiel medzi polookruhom a okruhom?

V polookruhu je (G,+) komutativna pologrupa, zatial’ ¢o v okruhu je to komutativna grupa.

Uz vieme, ze (N,+) je pologrupa, ale nie je grupa. Preto polookruh (N,+,") nie je okruh.
Taktiez uz vieme, ze (Z,1), (Q,%) a (R,+) su komutativne (Abelove) grupy. Preto polookruhy
(Z,+,), (0,+,) a (R,+,") su okruhy.

Teraz si predstavime niekol’ko pojmov stvisiacich s okruhmi.
Nech (G,®,®) je okruh. Potom:
1. Grupu (G, @) nazyvame aditivna grupa okruhu.
2. Pologrupu (G, ®) nazyvame multiplikativna pologrupa okruhu.
3. Neutralny prvok grupy (G, @) volame nulovy prvok okruhu a oznac¢ujeme ho 0.
4. Ak ma pologrupa (G, ®) jednotkovy prvok, potom ho voldme jednotkovym prvkom
okruhu a oznacujeme ho 1. Okruh (G, ©,®) potom nazyvame okruh s jednotkovym

prvkom.
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5. Ak je operacia - komutativna, potom okruh (G, ©,®) nazyvame komutativny okruh.

6. Inverzny prvok k prvku a vzhl'adom na operdciu @ oznacujeme — a.

Okruhy (Z,+,7), (0,*,") a (R,+,") st teda komutativne okruhy s jednotkovym prvkom.

Teraz si uvedieme dve tvrdenia, ktoré platia v 'ubovolnom okruhu a ilustrujeme si ich

v okruhu (R,+,"). Prvé sa bude tykat’ ndsobenia nulou, druhé nasobenia kladnych a zapornych

éisel.

Nech (G,0,®) je okruh. Nech 0 je neutrilny prvok grupy (G,®). Potom pre kazdy prvok
azmnoZiny Gplati0 ® a=0aa® 0=0.

Toto tvrdenie ndm teda hovori, ze ak je jednym zoperandov druhej operacie
(multiplikativnej) v okruhu nulovy prvok prvej operacie (aditivnej), vysledkom je vzdy

nulovy prvok.

V okruhu realnych C¢isel s operdciami scitania a ndsobenia to potom znamena, ze ak

akékol'vek redlne Cislo ndsobime nulou, vysledkom je vzdy nula.

Teraz si dokdZeme predchédzajtce tvrdenie.

Nech (G,®,®) je okruh. Nech 0 je neutralny prvok grupy (G,®). Potom pre kazdy prvok
azmnozZiny Gplati0 ®a=0aa® 0=0.

Najprv si dvoma réznymi spésobmi vyjadrime a ® a.
a®a=a®(a+0)=a®a+a®0 ... pouzili sme pricitanie nuly a distributivny zakon
a®a=a®a+0 ... pouzili sme pricitanie nuly

Pravé strany vyrazov dame do rovnosti a pouzijeme zakon o krateni v grupe.

a®a+a®0=a®a+0
a®0=0

Podobne sa dokaze aj vztah 0®a =0.
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Nech (G,®,®) je okruh. Nech a, b si Pubovol’né prvky z mnoZiny G. Potom plati:
1. (a®b)=(-a)®b
2. (a® b)=a® (-b)
3.(a)®(-b)=a®b

V okruhu redlnych Cisel s operdciami scitania a ndsobenia toto tvrdenie znamend, Ze ak
nasobime dve zaporné cisla, vysledkom je kladné cislo a ak nasobime kladné cislo so

zapornym, vysledok je zaporny.

Najprv si dokdzeme rovnost —(a ® b) = (-a) ® b.
Urobime to tak, ze ukaZzeme, Ze prvok na pravej i l'avej strane je inverzny k prvku a ® b.
Pretoze inverzny prvok méze byt iba jeden, rovnost’ bude dokéazana.

Prvok na l'avej strane je inverznym prvkom k prvku a ® b, ¢o vyplyva hned’ z jeho zapisu.
Teraz pocitajme (a ®b) S [(—a) ®b] = [a + (—a)] ®b=0®b=0.

Teda aj prvok (—a) ® b je inverznym prvkom k prvku a ® b, z ¢oho vyplyva,

7ze (a® b)=(—a) ® b.

Podobne sa dokaze aj to, ze —(a ® b) = a ® (-b).

Teraz pomocou tychto dvoch vzt'ahov pocitajme (—a) ® (-b).

(~a)®(-b) =~[a®(-b)]=[~(a®b)]=a®b

Tym je celé tvrdenie dokazané.

Teraz sa obozndmime s pojmami telesa a pola.

Nech (G,®,Q) je okruh s jednotkovym prvkom 1, ktory je rozny od nulového prvku.
Potom (G,®,®) je teleso, ak kazdy nenulovy prvok mnoZiny G ma inverzny prvok

vzhPadom na operaciu ®.

V ¢om sa teda lisi okruh a teleso?
Zatial’ ¢o pri okruhu ndm stacilo, aby (G,®) bola pologrupa, pri telese naviac vyzadujeme,

aby (G—{O},@) bola grupa.
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Teleso (G,D,®), v ktorom je operacia ® komutativna, nazyvame pole.

V ¢om sa teda lisi pole a teleso? V poli ziadame, aby boli komutativne obe operacie.
Nakol'ko my sa sustred’'ujeme najmé na mnozinu redlnych ¢isel a na nej st operacie s€itania aj

nasobenia komutativne, nebudeme sa blizsie rozdielmi medzi telesom a pol'om zaoberat’.

Uz vieme, ze (Z,+,), (O,%,) a (R,+,) su komutativne okruhy s jednotkovym prvkom.
Rovnako vieme, Ze (Z—{O},-) nie je grupa, zatial’ ¢o (Q—{O},-) a (R—{O},~) su grupy.

Preto (Z,+,") nie je pole, zatial’ ¢o (Q,+,") a (R, +,") st polia.

Pri nasobeni redlnych cisel plati, Ze ak chceme, aby vysledkom bola nula, potom musi byt
aspon jeden z Cinitel'ov nulovy. Je to preto, lebo redlne ¢isla su oborom integrity. Tento pojem

si teraz vysvetlime.

Nech (G,®,®) je okruh. Nech a, b st 'ubovol’né prvky mnoziny G rozne od nulového
prvku. Nech a ® b = 0. Potom prvky a, b nazyvame netrivialne delitele nuly. Trivialnym

delitePom nuly je iba nulovy prvok okruhu.

Pojem netrivialnych delitelov nuly si nemoZzno vysvetlit' v okruhu redlnych cisel, pretoze

v iom neexistuju. V d’al'Som texte vSak ndjdeme jednu ulohu, v ktorej sa vyskytna.

Okruh (G,®,®), ktory neobsahuje netrivialne delitele nuly, nazyvame oborom integrity.

Pretoze reédlne Cisla neobsahuju delitele nuly, su oborom integrity. Podobne aj raciondlne
a celé ¢isla.

Presnejsie: Okruhy (Z,+,), (Q,+,") a (R,+,") st obormi integrity.

Uvedomme si, Ze z definicie oboru integrity vyplyva nasledujice tvrdenie.3

Nech (G,®,®) je oborom integrity a nech a, b si Pubovol’né prvky mnoziny G rozne od

nulového prvku. Potom a ® b # 0.

Teda sti¢inom dvoch nenulovych cisel je vzdy nenulové Cislo.
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Napokon si uvedieme vzt'ah medzi telesom a oborom integrity, resp. medzi oborom integrity

a polom.

Kazdé teleso (G,©,®) je oborom integrity.

Kazdé pole (G,D,®) je oborom integrity.

Teraz si pojmy polokruh, okruh, teleso, pole a obor integrity precvicime na tlohéach.

Uloha:

Dané je mnozina parnych prirodzenych cisel G:{Z, 4,6, 8,10,12,...} a operacie scitania a
nasobenia. Rozhodnite, ¢i (G,+,') je polokruh, okruh, obor integrity, teleso, pole.

RieSenie:

Pretoze suctom aj sucinom dvoch parnych prirodzenych ¢isel je opat’ parne prirodzené Cislo,
st operacie + a - binarnymi operaciami na mnoZine G. Naviac vieme, Ze si komutativne,
asociativne a plati aj distributivny zakon. Preto (G,+) aj (G,-) su komutativne pologrupy,
z doho vyplyva, Ze (G,+,) je polookruh.

Neutralnym prvkom operdcie + je nula atd nepatri do mnoziny G. Teda (G,+) nie je

komutativna grupa. Preto (G,+,-) nie je okruh.

Uloha:
Dana je mnozina celych Cisel G = {...,—12,—9,—6,—3,0,3,6, 9,12,...} , ktoré s nasobkami ¢isla
3. Dalej su dané operacie séitania a nasobenia. Rozhodnite, &i (G,+,~) je polokruh, okruh,

obor integrity, teleso, pole.

Riesenie:

Pretoze sti¢tom aj su¢inom dvoch Cisel z mnoziny G je opét’ Cislo z mnoziny G, su operacie +
a - bindrnymi operaciami na mnozine G. Naviac vieme, Ze s komutativne, asociativne a plati

aj distributivny zakon. Preto (G,+) aj (G,-) st komutativne pologrupy, z ¢oho vyplyva, Ze

(G,+,") je polookruh.
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Neutralnym prvkom operacie + je nula a ta patri do mnoziny G. Inverznym prvkom k 0 je 0,
k3 je-3,k 6 je—6, atd. Teda (G,+) je komutativna grupa. Preto (G,+,-) je okruh. po
Pretoze su¢inom dvoch nenulovych ¢isel je vzdy nenulové Cislo, je (G,+, ) obor integrity.
Neutradlnym prvkom operacie - je ¢islo 1 a to nepatri do mnoziny G. Teda ( G—{O} ,-) nie je

komutativna grupa. Preto (G,+,-) nie je ani teleso, ani pole.

Uloha:

Dana je mnozina neparnych prirodzenych cisel G:{1,3, 5, 7,9,11,...} a operacie sCitania a
nasobenia. Rozhodnite, Ci (G,+,-) je polokruh, okruh, obor integrity, teleso, pole.

Riesenie:

Pretoze suctom dvoch neparnych prirodzenych cCisel nie je neparne prirodzené ¢islo, operacia -
nie je binarnou operaciou na mnozine G. Teda (G,-) nie je pologrupa. Preto (G,+,¢) nie je

polookruh, a teda ani okruh, obor integrity, teleso, pole.

Uloha:

Dané st binarne operacie ®@,® na mnozine G = {O,l, 2} pomocou Cayleho tabulky.

®@ | o 1 2 ® 0 1 2
0| o 1 2 0 0 0 0
1 1 2 0 1 0 1 2
2 | 2 0 1 2 0 2 1

Rozhodnite, &i (G,+,-) je polokruh, okruh, obor integrity, teleso, pole.

Prezradime vam, Ze obe operacie su asociativne a operacia ® je distributivna vzh'adom na
operaciu @.

RieSenie:

Pretoze vo vysledkovej Casti Cayleho tabuliek st iba prvky mnoZiny G, st @,® binarnymi
operaciami na mnoZine G. PretoZe su obe komutativne aj asociativne, su (G,®) aj (G,®)
komutativne pologrupy. PretoZe operdcia ® je distributivna vzhl'adom na operaciu @, je
(G,+,-) polookruh.

Neutradlnym prvkom operacie @ je Cislo 0. Inverznym prvkom k0 je 0, k1 je 2 ak 2 je 1.

Preto (G,®) je komutativna grupa. Teda (G,+,-) je okruh.
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PretoZe operdcia ® nemad netrividlne delitele nuly, je okruh (G,+,-) aj oborom integrity.

Neutralnym prvkom operacie ® je ¢islo 1. Inverznym prvkom k 1 je 1, k 2 je 2. Preto
(G -{0} ,®) je komutativna grupa. Teda (G,+,") je teleso a aj pole.

Uloha:

Dané st binarne operacie ®,® na mnozine G = {0,1, 2,3} pomocou Cayleho tabulky.

®@ | 0 1 2 3 ® 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Rozhodnite, &i (G,+,-) je polokruh, okruh, obor integrity, teleso, pole.

Prezradime vam, Ze obe operacie su asociativne a operacia ® je distributivna vzh'adom na
operaciu @.

RieSenie:

Pretoze vo vysledkovej Casti Cayleho tabuliek st iba prvky mnoZiny G, st ©,® binarnymi
operaciami na mnozine G. PretoZe s obe komutativne aj asociativne, su (G,®) aj (G,®)
komutativne pologrupy. PretoZe operdcia ® je distributivna vzhl'adom na operaciu @, je
(G,+,) polookruh.

Neutralnym prvkom operacie @ je €islo 0. Inverznym prvkomk 0je 0,k 1je3,k2je2ak3
je 1. Preto (G,®) je komutativna grupa. Teda (G,+,-) je okruh.

Operacia ® ma netrivialneho delitel’a nuly. Je nim ¢islo 2, pretoze 2 ® 2 = 0. Preto okruh
(G, +, ) nie je oborom integrity, teda ani telesom a ani pol'om.

3. Ciselné mnoziny ako Struktiry

V tejto Casti si zhrnieme doterajSie poznatky o prirodzenych, celych, raciondlnych a realnych
¢islach vo vztahu k pojmom grupoid, pologrupa, monoid, grupa, polookruh, okruh, obor
integrity, teleso a pole.

Taktiez sa zozndmime s uréitymi vyznamnymi podmnoZzinami mnozin celych a realnych ¢isel
asich vztahom kvys§ie uvedenym pojmom. Zoznadmime sa aj s operaciami scitania

a nasobenia modulo 7.

Prirodzené Cisla
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Presnt definiciu mnoziny prirodzenych cisel si vysvetlime neskdr. Teraz sa uspokojime
s tym, 7e pod mnozinou prirodzenych Cisel rozumieme mnozinu

N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,..} .

Vsimnime si, Ze nulu nepovazujeme za prirodzené ¢islo.

Uz vieme, Ze operacie s¢itania a ndsobenia st komutativne aj asociativne na mnoZine
prirodzenych c¢isel. Naviac, operacia nasobenia je distributivna vzhl'adom na operaciu

s¢itania. Preto dvojice (N,+) a (N,-) st pologrupy a trojica (N,+,-) je polookruh.
Neutralnym prvkom vzhl'adom na nasobenie je Cislo 1. Okrem tohto ¢isla Zziadne iné cislo
nema inverzny prvok vzhl'adom na ndsobenie. Preto (N , ) je monoid, ale nie je grupa.
Neutralnym prvkom vzhl'adom na scitanie je Cislo 0, ktoré vSak nepatri do mnoziny N. Preto
(N,+) nie je monoid, a teda ani grupa. Potom (N, +,-) nie je okruh.

Operacie odc¢itania a delenia nie st bindrnymi operadciami na mnoZine prirodzenych cisel,
nakol’ko nemozno urcit' vysledok napriklad pre 4 — 8 alebo 4 : 8. (vysledkom nie su
prirodzené Cisla)

Celé nezaporné Cisla

Pod mnoZinou celych nezédpornych ¢isel rozumieme zjednotenie mnoziny prirodzenych cisel
ajednoprvkovej  mnoziny  obsahujicej Cislo 0. Zvyéajne ju  oznaCujeme
N, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,...} .

Uz vieme, Ze operacie sCitania a nasobenia si komutativne aj asociativne na mnoZine celych
nezéapornych ¢isel. Naviac, operdcia ndsobenia je distributivna vzh'adom na operaciu s¢itania.

Preto dvojice (N,,+) a (N,,-) st pologrupy a trojica (N,,+,-) je polookruh.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na nasobenie je ¢islo 1. Okrem tohto ¢isla Ziadne iné Cislo
nema inverzny prvok vzhl'adom na ndsobenie. Preto (NO, ) je monoid, ale nie je grupa.
Neutralnym prvkom vzhl'adom na s¢itanie je ¢islo 0. Okrem tohto Cisla ziadne iné ¢islo nemé
inverzny prvok vzhladom na séitanie. Preto (NO,+) je monoid, ale nie je grupa. Potom
(Ny,+,-) nie je okruh.

Operacie odcitania a delenia nie su bindrnymi operaciami na mnozine celych nezapornych
¢isel, nakol'’ko nemozno urcit’ vysledok napriklad pre 4 — 8 alebo 4 : 8. (vysledkom nie su celé
nezaporné Cisla)
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Celé cisla

Presnt definiciu mnoziny celych ¢isel si vysvetlime v kurze ,,Celé, racionalne, redlne ¢isla“.
Podobne to bude aj s racionalnymi ¢islami. Teraz sa uspokojime s tym, Ze pod mnozinou

celych &isel rozumieme mnoZzinu Z ={...,—6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...} .

Uz vieme, Ze operacie sCitania a nasobenia su komutativne aj asociativne na mnozine celych
Cisel. Naviac, operacia nasobenia je distributivna vzhl'adom na operaciu sc¢itania. Preto

dvojice (Z,+) a (Z,-) sa pologrupy a trojica (Z,+,) je polookruh.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na nasobenie je ¢islo 1. Okrem tohto Cisla a ¢isla —1 ziadne iné
¢islo nema inverzny prvok vzhl'adom na nasobenie. Preto (Z , ) je monoid, ale nie je grupa.
Neutralnym prvkom vzhl'adom na scitanie je Cislo 0. Kazdé celé Cislo z ma vzhl'adom na
s¢itanie inverzny prvok, ktorym je ¢islo —z. Preto (Z,+) je grupa. Potom (Z,+,-) je okruh.
Pretoze suc¢inom dvoch nenulovych ¢isel je opét’ nenulové Cislo, je (Z ,+,-) obor integrity.
Operacia odcitania je binarnou operaciou na mnozine celych ¢isel, pretoze rozdielom dvoch
celych ¢isel je vzdy celé Cislo. Operacia delenia nie je binarnou operaciou na mnozine celych
¢isel, nakol'’ko nemozno urcit’ vysledok napriklad pre 4 : 8. (vysledkom nie je celé ¢islo)

Racionalne éisla

Teraz sa uspokojime s tym, ze pod mnoZinou racionalnych ¢isel rozumieme mnozinu cisel,
. . a
ktora sa da vyjadrit’ v tvare zlomkuz,a eZ,beN.

Uz vieme, ze operacie sCitania a nasobenia su komutativne aj asociativne na mnozine
racionalnych ¢isel. Operdcia nasobenia je distributivna vzhladom na operaciu scitania.
Neutralnym prvkom vzhladom na nasobenie je Cislo 1. Okrem nuly vsetky Cisla maja
inverzny prvok vzhl'adom na nasobenie (ziskame ho ,,zamenou citatel'a a menovatel’a). Preto
(Q,-) je monoid, ale nie je grupa a (Q—{O} ,-) je grupa.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na s¢itanie je ¢islo 0. Kazdé racionélne ¢islo ma vzhl'adom na
sCitanie inverzny prvok, ktorym ziskame zmenou znamienka. Preto (Q,+) je grupa. Potom

(O,+,) je okruh, obor integrity, teleso a aj pole.

Operéacia odc¢itania je binarnou operaciou na mnozine racionalnych cisel, pretoze rozdielom
dvoch racionalnych &isel je vZdy raciondlne ¢islo. Operacia delenia nie je bindrnou operaciou
na mnozine racionalnych ¢isel, nakol'’ko nemozno delit’ nulou. Je vSak binarnou operaciou na

mnozine O — {0} .
Realne ¢isla

Mnozinu redlnych ¢isel zatial’ budeme chapat’ intuitivne tak, ako sme ju chéapali pocas Stadia
na strednej skole.

Uz vieme, Ze operacie s¢itania a ndsobenia st komutativne aj asociativne na mnoZine

redlnych ¢isel. Operacia ndsobenia je distributivna vzhladom na operaciu scitania.
Neutrdlnym prvkom vzhladom na ndsobenie je ¢islo 1. Okrem nuly vSetky ¢isla » maju
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inverzny prvok vzhl'adom na néasobenie (je to Cislo 1 : 7). Preto (R,-) je monoid, ale nie je

grupa a (R—{O},-) je grupa.

Neutralnym prvkom vzhladom na scitanie je Cislo 0. Kazdé reédlne ¢islo ma vzhladom na
s¢itanie inverzny prvok, ktorym ziskame zmenou znamienka. Preto (R,+) je grupa. Potom
(R,+.-) je okruh, obor integrity, teleso a aj pole.

Operéacia od¢itania je bindrnou operaciou na mnozine realnych ¢isel, pretoze rozdielom dvoch
realnych cisel je vzdy redlne Cislo. Operacia delenia nie je bindrnou operaciou na mnozine
realnych cisel, nakol’ko nemozno delit nulou. Je vSak bindrnou operaciou na mnozine
R-{0}.

Parne prirodzené ¢isla
Pod mnoZinou parnych prirodzenych ¢isel rozumieme mnoZinu N, = {2, 4,6,8,10,12, } .

Pretoze suctom aj suc¢inom dvoch parnych prirodzenych ¢isel je opat’ parne prirodzené Eislo,
st sCitanie aj nasobenie bindrnymi operaciami na mnozine parnych prirodzenych ¢isel. Uz
vieme, Ze operacie sitania a nasobenia su komutativne aj asociativne na mnozine parnych
prirodzenych ¢isel. Naviac, operacia ndsobenia je distributivna vzhladom na operaciu

s¢itania. Preto dvojice (N,,+) a (N,,-) sa pologrupy a trojica (N,,+,) je polookruh.
Neutralnym prvkom vzhl'adom na nésobenie je ¢islo 1, ktoré nepatri do mnoziny N, . Preto
( N,, ) nie je monoid, teda ani grupa.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na scitanie je Cislo 0, ktoré nepatri do mnoziny N, . Preto

(NP,+) nie je monoid, a teda ani grupa. Potom (NP,+,-) nie je okruh.

Operacie odc¢itania a delenia nie st binarnymi operaciami na mnozine parnych prirodzenych
¢isel, nakol’ko nemozno urcit’ vysledok napriklad pre 4 — 8 alebo 4 : 8. (vysledkom nie st
parne prirodzené Cisla)

Neparne prirodzené ¢isla
Pod mnozinou neparnych prirodzenych ¢isel rozumieme mnoZinu N, = {1, 3,5,7,9,11, } )

Pretoze suctom dvoch neparnych prirodzenych cisel nie je neparne prirodzené Cislo, s¢itanie
nie je binarnou operaciou na mnozine neparnych prirodzenych cisel. Preto (N N,+) nie je ani
grupoid a (Ny,+,-) nie je ani polookruh.

Sucinom dvoch neparnych prirodzenych ¢isel je neparne prirodzené Cislo. Preto nasobenie je
binarnou operaciou na mnozine neparnych prirodzenych cisel. Uz vieme, ze
operacia nasobenia je komutativna aj asociativna na mnozine neparnych prirodzenych cisel.
Preto dvojica (N,,-) je pologrupa.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na nasobenie je ¢islo 1. Ziadne iné &islo viak nema inverzny
prvok vzhl'adom na nasobenie. Preto (N o ) je monoid, ale nie je grupa.

50



Operacie odcitania a delenia nie su bindrnymi operdciami na mnozine neparnych
prirodzenych cisel, nakol’ko nemozno urcit' vysledok napriklad pre 3 — 7 alebo 3 : 7.
(vysledkom nie st neparne prirodzené ¢isla)

MnoZina Z, ={2k:k e Z}

Pod mnozinou Z, = {2k :k € Z} rozumieme mnoZinu

Z, = {...,—12,—10,—8,—6,—4,—2,0,2,4,6,8,10,12,...} .

Vidime, Ze suctom aj sucinom dvoch ¢isel z mnozZiny Z, je opit’ ¢islo z mnoZiny Z,. Preto
sCitanie aj nasobenie st bindrnymi operaciami na mnozine Z,. UZ vieme, Ze operacie sCitania
a nasobenia su komutativne aj asociativne na mnozine Z,. Naviac, operacia nasobenia je
distributivna vzhl'adom na operéciu s€itania. Preto dvojice (Zz,+) a (ZZ,-) su pologrupy
a trojica (Z,,+,) je polookruh.

Neutralnym prvkom vzhl'adom na nasobenie je ¢islo 1, ktoré nepatri do Z,. Preto (Zz,-) nie

je monoid, a teda ani grupa.
Neutralnym prvkom vzhladom na scitanie je Cislo 0. Kazdé ¢islo zzmnoziny Z, ma

vzhl'adom na s¢itanie inverzny prvok, ktorym je ¢islo —z z mnoziny Z,. Preto (Zz,+) je
grupa. Potom (ZZ,+,-) je okruh. PretoZe sti¢inom dvoch nenulovych ¢isel zo Z, je opit
nenulové ¢islo zo Z,, je (Zz,+,-) obor integrity. Nie je vSak teleso ani pole.

MnoZina Z, ={n-k:keZ}

Pod mnozinou Z, = {3k :k € Z} rozumieme mnozinu Z, ={...,-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...} .
= {4k ke Z} rozumieme mnozinu Z, = {...,—12, -8,-4,0,4, 8,12,...} .
Pod mnozinou Z; = {5k :k € Z} rozumieme mnozinu Z; ={...,~15,-10,-5,0,5,10,15,...} .

Pod mnoZinou Z,

Pod mnoZinou Z, = {n-k:k € Z} rozumieme mnozinu Z, = {...,—3n,—2n,—n,0, n, 2n,3n,...}

pre l'ubovol'né pevne zvolené prirodzené ¢islo n vacsie ako 1.

Mnozina Z, mé rovnaké vlastnosti ako mnozina Z,. Teda dvojice (Z,,+) a (Z,,-) su
pologrupy a trojica (Zn, +, ) je polookruh.
(Zn,-) nie je monoid, a teda ani grupa.

(Z,,+) je grupaa (Z,,+,) je okruh a aj obor integrity. Nie je viak teleso ani pole.
Iracionalne ¢isla
Pojem iraciondlneho ¢isla si najprv podrobnejsie vysvetlime.

Uz na zékladnej skole sme sa stretli s Pytagorovou vetou. Podl'a nej preponu ¢ pravouhlého

trojuholnika s odvesnami a, b vypocitame podla vzorca c=+a’+b>. (moZno je nam
znamejsi vzorec ¢> =a’ +b%)
Vezmime si pravouhly trojuholnik, ktorého obe odvesny maji dlzku 1. Potom podla tohto

vzorca ma jeho prepona dizku ¢ =+1I* +1> =v1+1= V2.
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Pokusme sa vyjadrit’ ¢islo J2 v tvare zlomku £, peZ,geN ,( p,q) =1. (posledny vyraz
q

znamena, ze Cisla p a ¢ su nesudelitel'né, teda Ze ich najvacsim spolocnym delitelom je Cislo

1)

2
Nech £ =2 . Potom zrejme p_2 =2,z &oho vyplyva, ze p’> =2¢".
q q

Urobme si rozklad ¢isla p na sucin prvocisel. Nech sa v iom dvojka nachadza s exponentom k
(k je nezaporné celé &islo). Potom v rozklade &isla p* na sucin prvoéisel sa dvojka nachadza
s exponentom 2k.

Podobne si urobme rozklad ¢isla ¢ na siin prvocisel. Nech sa v ilom dvojka nachadza
s exponentom / (/ je nezaporné celé &islo). Potom v rozklade &isla ¢* na stéin prvoéisel sa
dvojka nachadza s exponentom 2/ a teda v rozklade &isla 2¢” na sudin prvocisel sa dvojka
nachadza s exponentom 2/+1 .

Vidime, Ze rozklade &isla p® na suéin prvocisel sa dvojka nachadza s parnym exponentom
avrozklade &isla 2¢° na sigin prvoéisel sa dvojka nachadza sneparnym exponentom.
Nakol’ko vieme, Ze rozklad c¢isla na sucin prvocisel je jednoznacne urceny, nemdze nastat’

rovnost p° =24q°, z &oho vyplyva, Ze V2 saneda vyjadrit’ v tvare zlomku.

Vidime teda, ze ¢islo J2 nie je racionalne.
Podobne by sme vedeli ukdzat, Ze racionalne nie st ani Cisla \/5,\/3,\/3,\/7,\/5,

3/5,%/5,3/1,3/5 a mnoh¢é d’alSie.

Pri vypocte obvodu kruznice sme sa na zakladnej Skole stretli s ¢islom, ktoré sme oznacovali
7 . Ani toto Cislo nie je racionalne, dokaz je vsak omnoho zlozitejsi.

Vidime teda, Ze v mnozine realnych ¢isel sa nachadza mnozstvo Cisel, ktoré nie su raciondlne.
Takéto ¢isla nazyvame iracionalne ¢isla. MnoZinu iracionalnych ¢isel ozna¢ime R—-Q.

Teda iracionalnymi ¢islami su napriklad:

\/59 \/ga \/ga \/75 \/ga —\/§’ _\/ga _\/g: _\/7: _\/ga
T,

e, (Eulerovo cislo)

sin10°,cos10°,tgl0°,cotgl 0°.

Ako je to s operaciami s€itania, od¢itania, nasobenia a delenia?

Operéacia séitania nie je binarnou operaciou na mnozine iracionalnych ¢isel, pretoze suctom
dvoch iraciondlnych ¢isel nie je vzdy iracionalne c¢islo, ako vidime na priklade

\5+(—\/§):0.

Ani operacia odcCitania nie je bindrnou operdciou na mnozine iracionalnych ¢isel, pretoze
rozdielom dvoch iracionalnych ¢isel nie je vzdy iraciondlne ¢islo, ako vidime na priklade

J2-2=0.
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Ani operacia nasobenia nie je bindrnou operaciou na mnozine iracionalnych cisel, pretoze
su¢inom dvoch iraciondlnych ¢isel nie je vzdy iraciondlne cislo, ako vidime na priklade

V22=2.

Napokon, ani operacia delenia nie je bindrnou operdciou na mnozine iracionalnych cisel,
pretoze podielom dvoch iracionalnych ¢isel nie je vzdy iracionédlne ¢islo, ako vidime na

priklade V2:2=1.

Teda (R—0,+),(R-0,-),(R-0,"),(R—0,:) nie st ani grupoidy.

Algebrické ¢isla

Pojem algebrického ¢isla si najprv podrobnejsie vysvetlime na konkrétnych prikladoch.

Uz na zékladnej Skole sme riesili linearne rovnice nasledujiuceho typu:

3x+6=0 2x-5=0 -3x+5=14
3x=-6 2x=5 -3x=9
x=-2 5 x=-3
X=—
2

Cisla a, b vrovnici a - x + b = 0 sme nazyvali koeficienty a volili sme za ne 'ubovol'né
raciondlne ¢isla.

Neskor sme riesili aj kvadratické rovnice nasledujuceho typu:
2x" —6x-56=0 3x*—6x—5=0
D:(—6)2 —4.2-(-56)=36+448 =484 D:(—6)2 —4-3-(—5):36+60:96
VD =484 =22 VD =96
—(-6)+22 28 _—(-6)+v9%6 6+9

x1=—=—=7 X, =

2.2 4 ! 2.3 6
_(-6)-22 16, ~(-6)-9%6 6-+/%
x2 X, = =
2.2 4 2 2.3 6

M . . 2 ’ . . ey
Cisla a, b, ¢ vrovnici a - x* + b - x + ¢ = 0 sme nazyvali koeficienty a volili sme za ne
Pubovol'né raciondlne ¢isla.

Ak by sme si zvolili 'ubovol'nt rovnicu typu
n n—1 n-2 2 _
ax"+a, x"" +a, ,x""+.+ax +ax+a,=0,
za koeficienty a,,a,  ,a, ,,....a,,a,,a, by sme si zvolili lubovol'né raciondlne cisla a keby

sme tato rovnicu vyriesili, dostali by sme jej korene. Tieto korene by boli algebrickymi
¢islami.

Algebrické ¢islo je teda také Ccislo, ktoré je korelom nejakej rovnice typu

n n—1 n-2 2 _ 4 . .
ax"+a, x"" +a, ,x""+..+ax" +ax+a,=0, kde a,,a, ,a,,,..,a,,a,,a, su racionalne

n—-1°

¢isla.
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Algebrickymi ¢islami st napriklad:

J2 a =2, lebo st korefimi rovnice x> =2,
J3 a =3, lebo su koreiimi rovnice x> =3,
32, 1ebo je korefiom rovnice x° =2,

32 , lebo je koretiom rovnice x* =-2.

Existuju aj také redlne cisla, ktoré nie st algebrické. Takéto Cisla nazyvame transcendentné.
St to napriklad 7z, e (Eulerovo ¢islo), sin10°,cos10°,tgl0°,cotgl 0°.

D4 sa dokézat’, ze sictom, sucinom, rozdielom a aj podielom algebrickych ¢isel su algebrické
¢isla. D4 sa dokonca dokazat, ze mnozina algebrickych ¢isel spolu s operaciami scitania
a ndsobenia tvori pole, ale to presahuje ramec tychto u¢ebnych textov.

Pole (Z,,8,0)

Nech Z, je mnozina obsahujuca ¢isla 0 a 1. Nech st na nej dané bindrne operacie @,0.
Operacia @ priradi dvojici [a,b] zvySok po deleni suctu a + b Cislom 2 a operacia © priradi
dvojici [a,b] zvySok po deleni sucinu a - b ¢islom 2.

Cayleho tabul’ky operacii ®©,O vyzeraju takto:

S 0 1 O] 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Vidime, Ze vo vysledkovej Casti Cayleho tabuliek st iba prvky mnozZiny Z,. Teda ©,0 st
binarne operacie na mnozine Z,. Nakolko obe tabul'ky st simerné podl'a hlavnej diagonaly,
st obe operacie komutativne.

Obe operéacie st aj asociativne. Mohli by sme sa o tom presved¢it’ overenim tychto 8 rovnosti
pre operaciu @ :

(0@0)@020@(0@0), (0690)691 :0®(0®1), (0@1)@020@(1@0),

(0@1)@1 :0®(1@1), (1®O)®0=1®(0®0), (1@0)@1 :169(0@1),
(1o1)@0=10(1®0), (1®1)@1=1®(1®1) a analogickych 8 rovnosti pre operaciu O .
Operacia © je distributivna vzhl'adom na operaciu @, o ¢om by sme sa presvedcili overenim
8 rovnosti typu (0©1)01=(001)®(101) a 8 rovnosti typu 10(0®1)=(100)®(101).
Neutradlnym prvkom operacie @ je 0. Inverznym prvkom k prvku 0 vzhl'adom na operaciu @
je 0 a inverznym prvkom k prvku 1 vzhladom na operaciu @© je 1. Preto (22 , @) je

komutativna (Abelova) grupa.
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Neutralnym prvkom operacie © je 1. Inverznym prvkom k prvku 1 vzh'adom na operaciu ©
je 1. Prvok 0 nemda inverzny prvok vzhladom na operaciu ©. Preto (Z2 —{O},O) je

komutativna (Abelova) grupa.

Z uvedeného vyplyva, ze (ZZ,(JB,O) je pole, ateda aj polookruh, okruh, obor integrity
a teleso.

Pole (Z,,0,0)

S tymto pol'om sme sa v tomto u€ebnom texte uz stretli. Nech Z, je mnozina obsahujuca ¢isla
0, 1 a 2. Nech sl na nej dané binarne operacie @©,0. Operacia @ priradi dvojici [a,b]
zvysok po deleni suétu a + b ¢islom 3 a operdcia @ priradi dvojici [a,b] zvySok po deleni

sucinu a - b ¢islom 3. Cayleho tabulky operacii @, vyzeraju takto:

S 0 1 2 © 0 1 2
0 0 1 2 0 0 0 0
1 1 2 0 1 0 1 2
2 2 0 1 2 0 2 1

Vidime, Ze vo vysledkovej Casti Cayleho tabuliek su iba prvky mnoziny Z,. Teda ©,0 st
bindrne operacie na mnozine Z,. Nakol'ko obe tabulky s simerné podl'a hlavnej diagonaly,

si obe operacie komutativne.

Obe operacie su aj asociativne. Mohli by sme sa o tom presvedcCit’ overenim 27 rovnosti pre
operaciu @ typu (1©2)®0=1®(2®0) a 27 rovnosti pre operdciu © typu
(102)00=10(200).

Operacia © je distributivna vzhl'adom na operaciu @, o com by sme sa presvedcili overenim
27 rovnosti typu (0©2)©1=(001)®(201) a 27 rovnosti typu
1o(281)=(102)®(101).

Neutralnym prvkom operacie @ je 0. Inverznym prvkom k prvku 0 vzh'adom na operéaciu @
je0,k1je2ak?2jel. Preto (Z3,G-)) je komutativna (Abelova) grupa.

Neutralnym prvkom operacie O je 1. Inverznym prvkom k prvku 1 vzh'adom na operaciu ©
je 1 ak2je2. Prvok 0 nema inverzny prvok vzhladom na operaciu © . Preto (Z3 —{0}, (D) je

komutativna (Abelova) grupa.
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Z uvedeného vyplyva, ze (Z,,®,0) je pole, ateda aj polookruh, okruh, obor integrity

a teleso.

Okruh (Z4,@,O)

S tymto okruhom sme sa v tomto u¢ebnom texte uz stretli. Nech Z, je mnoZzina obsahujica
¢isla 0, 1, 2 a 3. Nech su na nej dané binarne operacie @,0O. Operacia @ priradi dvojici
[a,b] zvySok po deleni stctu a + b Cislom 4 a operdcia © priradi dvojici [a,b] zvySok po

deleni stcinu a - b ¢islom 4. Cayleho tabul'ky operacii ®@,O vyzeraju takto:

@ 0 1 2 3 O] 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Vo vysledkovej casti Cayleho tabuliek su iba prvky mnoziny Z,. Teda @©,O su binarne
operacie na mnozine Z,. Tabulky st simerné podla hlavnej diagondly, teda obe operacie st

komutativne.

Obe operacie su aj asociativne. Mohli by sme sa o tom presvedcCit’ overenim 64 rovnosti pre
operaciu @ a 64 rovnosti pre operaciu ©.

Operacia © je distributivna vzhl'adom na operaciu @, o ¢om by sme sa presvedc¢ili overenim
128 rovnosti.

Neutralnym prvkom operacie @ je 0. Inverznym prvkom k prvku 0 vzh'adom na operaciu @

je0,k1je3,k2je2ak3jel.Preto (Z4,®) je komutativna (Abelova) grupa.

Neutralnym prvkom operacie © je 1. Vidime, ze 2 nemd inverzny prvok vzhl'adom na
operaciu ©. Preto (Z4,O) je monoid a (Z4 —{0},@) nie je grupa.

Z uveden¢ho vyplyva, Ze (Z,,®,0) je okruh, teda aj polookruh. Nie je viak oborom

integrity, nakol’ko ma netrivialneho delitel’a (prvok 2). Rovnako nie je ani teleso a ani pole.
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Okruhy (Z,,®,0)

Nech Z, je mnoZina obsahujtca celé Cisla 0, 1, 2, ..., £ — 1. Nech st na nej dané binarne
operacie @,0. Operacia @ priradi dvojici [a,b] zvySok po deleni suctu a + b Cislom k a

operacia O priradi dvojici [a,b] zvySok po deleni si€inu a - b &islom k.

Uz sme sa dozvedeli, ze (Z,,®,0) a (Z,,®,0) st polia. Taktiez sme sa dozvedeli, ze
(Z 4,®,O) je okruh, avsak nie je pole a ani obor integrity.

Ako je to pre l'ubovolné celé Cislo k vacsie ako 4?

D4 sa dokazat, ze vSetky trojice (Z @D, @) su okruhy pre 'ubovol'né cel¢ ¢islo & vécsie ako 1.

Tieto okruhy st poliami (obormi integrity) prave vtedy, ak & je prvocislo.

Uloha:

Zostrojte Cayleho tabulku operacie © v okruhu (26,69,@). Ktoré cisla st netrividlnymi

deliteI'mi nuly?

Riesenie:
©) 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Netrividlnymi deliteI'mi nuly su ¢isla 2, 3 a 4.
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