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9. LAGRANGEOVA VETA

Symbolom Z[x] budeme ozna¢ovat mnozinu v8etkych polynémov s celodisel-
nymi koeficientami. V nagich d’alsich avahach bude mat velky vyznam nasledujtce
tvrdenie.

Veta 11. Nech f(z) € Z[z] a n = st f(x),n > 0. Ak kongruencia

f(x)=0 (mod p), (14)

kde p je prvodislo, ma viac ako n primitivnych rieSeni, potom kazdy koeficient
polynému f(z) je delitelny prvoéislom p.

Dokaz tejto vety najdeme v nasledujtcich tlohéch.

Uloha 203. Nech a,b € Z, p je prvoéislo a pre x, # xs € Z,, plati
ax; +b=0 (mod p),
aze +b=0 (mod p).

Potom pla a p|b. Dokazte.

Dokaz vety 11 urobime matematickou indukciou vzhladom na stupeii polynému
f(z). Pripad, kedy st f(x) = 1, je dokdzany v ulohe 203.

Uloha 204. Nech f(z) € Z[z] a st f(x) > 1. Ak a € Z, potom existuje polynom
g(x) € Z[z] taky, 7e stg(x) = st f(z) —1 a
f(@) = g(z)(z —a) + f(a).

Dokézte.
(Navod: Uvedomte si, 7e 2F — a* = (z — a) (2" + 2% 2a 4+ - + 2a?" 2 + aF~ 1))
Uloha 205. Nech st f(z) =naxy,..., T, st primitivne korene kongruencie (14).

Nech

f(@) = g(x)(x — zni1) + f(@ns1).
Dokézte, ze x1,...,x, st primitivne korene kongruencie

g(z) =0 (mod p),
kde p je prvocislo.

Uloha 206. Matematickou indukciou dokazte vetu 11 pomocou tiloh 203, 204 a 205.

Veta 11 sa nazyva Lagrangeova veta. Pod tymto ndzvom pozname viacero
tvrdeni. Tato veta je analégiou tvrdenia o korenioch polynomu stupna n.
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Joseph Luis Lagrange (1736-1813) patril medzi vyznamnych matematikov,
akymi boli aj Euler a Fermat. Na vrchole svojej slavy posobil J. Langrange ako
profesor v PariZi na univerzite Sorbona, kde jedna z posluchéarni nesie jeho meno.
TaktieZ je po iom pomenovand aj jedna stanica metra.

Najskor si pouzitie Lagrangeovej vety ukiZeme na dokaze Wilsonovej vety
(veta 9), ktory sa tym zjednodusi.

Uloha 207. Nech p je neparne prvoéislo. Uvazujme polynom
f@)=(@—-1)..(z—(p-1) —aP 1 +1.
a) Dokazte, ze stf(x) = p — 2.
b) Dokazte, ze kazdé z &isel 1,...,p — 1 je primitivnym korefiom kongruencie
f(@) =0 (mod p).

(Néavod: V dokaze casti b) pouzite mali Fermatovu vetu.)

Uloha 208. Dokazte vetu 9 pomocou tlohy 207 a vety 11.

Najst vietky primitivne rieSenia kongruencie f(x) =0 (mod m), ked m = p
je prvocislo, méze byt dost ndroéné na cas. Tdto iloha sa ale dd zjednodusit, ak
m je zloZené ¢islo. UvaZujme najprv pripad, ked m = p®, pricom p je prvocislo.
Kazdé riesenie kongruencie

f(x) =0 (mod p*t1)
je aj rieSenim kongruencie
f(@) =0 (mod p®).
Teda niekedy sa dd riesenie kongruencie f(x) =0 (mod p®*1) previest na riesenie

kongruencie f(x) =0 (mod p®) a tak postupne aZ na rieSenie kongruencie f(x) =

0 (mod p).

Nech xg,t € N. Potom z binomickej vety dostavame
(wo + tp™)) = + jag ' tp™ + kpH!
pre j =0,1,2,.... Teda
(zo + tp®)7 = a) + jai 'tp® (mod poth).
Z toho pre kazdy polynom s celoéiselnijmi koeficientami dostdvame
fxo +1p*) = f(xo) + f'(xo)tp™ (mod p**).
Teda ak x; je primitivne riesenie kongruencie f(z) = 0 (mod p®*!) a g = 2y

(mod p®*1), potom xq je primitivne riesenie kongruencie f(xr) = 0 (mod p®) a
plati k1 = 2o +1tp®, kde t € {0,1,...,p—1}. Podla f(xo+tp®) = f(xo)+ f/(x0)tp®
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(mod p**1) dostdvame f(xo)+ f'(zo)tp® =0 (mod p**1) a po vydeleni p* dostd-
vame % +tf' (xg) =0 (mod p). Z tejto kongruencie moZeme niekedy vypocitat
t. Ak (f'(xo),t) =1, také t existuje jediné.

Uvazujme kongruenciu
224+ 2+3=0 (mod 25).

Nagprv riesime kongruenciu
22+ 2+3=0 (mod 5).

Tato kongruencia md dve primitivne rieSenia 1 a 3. Prz’mitz’vne’ rieSenie prvej
kongruencie budeme hladat v tvare 14 5ty,3+ bto. Vieme, Ze t1 spliia kongruenciu
1+ 3t; =0 (mod 5).

Teda t; = 3. Podobne, to spliia kongruenciu
3+ Tt =0 (mod 5).
Teda to = 1. Mdme dve primitivne rieSenia, 16 a 8.

Nakoniec ok riesime kongruenciu
f(z) =0 (mod m),
kde m = p'p3?..p%m je kanonicky rozklad éisla m, tak riesime n kongruencii
f(x) =0 (mod p?j),j =1,2,...,n
a ku kaZdej n-tici rieseni x1, xa, ..., Ty, (z; je rieSenie kongruencie f(x) =0 (mod p?j )

ndjdeme rovnakym postupom ako v dékaze cinskej zvyskovej vety také x, aby v = x;
(mod p37),j =1,2,...,n ax € {0,1,...,m—1},



