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���� �������� ������� ��������	
�$������ �������	�� ����� �� ��� ���
����

����� ���� )��� p1, ..., pn �' �������	
� (��!���� �� ���	� p1...pn +1 ��� �� ��	���%��
��
��*� 
 ����	 p1, ..., pn�

����� ���� +� p1, ..., pn �' �������	
� ����� �$������ �������	� pn+1 �#
�� ��
p1, ..., pn�

,)!���- .��� �� ��������	�" ��	���% ���	
 p1...pn + 1�/

����� ��	� (��!���� �� �$������ ��������� ��%
 ��������	�

����� ��
� )��� 2 = p1 < p2 < ... < pn < ... �� ���������0 �����"�� ��������	
������
�
�! ���%
 ��%������ �����

pn+1 ≤ p1...pn + 1.
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,)!���- ������� ������ 
 '	��* 123�/

(��� �� ��
�!�� ��%�� ��%
 �#�

�� � �$�������� ��������	� &������� ��
���� ������ ����" �*����
 �	
������� ���4�������� 5� 

	����" �
 ������������ ��
���������0 ����	 22n

+ 1 ���! ���	���"�� ��	���%���

����� �� )��� p|(22n

+ 1� 22n+1
+ 1). ����� 1 ≡ −1 (mod p)�

����� �� )��� d|(22n

+ 1� 22m

+ 1) ��� m < n� ����� d = 1�

����� 
� ������� '	��* . ���!���� �� �$������ ��������� ��%
 ��������	�
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��� ����� �
�� �� p1, p2, ..., pk ���� ��
��� ������
��� �����
∞∑

n=1

1
n

=
∞∑

α1=0

∞∑
α2=0

...
∞∑

αk=0

1
pα1
1 ...pαk

k

= (
∞∑

α1=0

1
pα1
1

)...(
∞∑

αk=0

1
pαk

k

) =

=
p1

p1 − 1
· · · pk

pk − 1
<∞.
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�!���"# $��������� ����!�� � ��� 
��! n �����	�� ����	����% �� ���� �!�&
���� �����!������ ������ 
���� 
� n ������ � �������	�� ���!�� ���������#

����� ���� '��� n ≥ 2# (�
����� �� 
��! � �����

(n + 2)! + 2, ..., (n + 2)! + n + 2
�� ������ �����#

)����*��
�
 ����	��
 �
� ��� +	
��!���
 !,
��� �� ����� !�
���
� !��
��������� �����!" ��
������ ����������	�
 	���#

	
�
���
���� �
��� )
 a, b ∈ N � (a, b) = 1� ����
 � ����
����
�� ����	������
{an + b}∞n=1 �����	�� ��
������ ���� ���������#

(,
�� ����� ���" �� ���
� �������� � ����� �� �"�����
�#

����� ���� (�
����� �� 
��! ��������� p > 2 
,��
� �"��!��% � ����� p = 4k +
1, p = 4k + 3#

-'���!. 4k, 4k + 2 ��� �� ���������#/

����� ���� )
 p1 = 4k1 + 1, ..., pn = 4kn + 1 �� �����!��� ������ ����
 �����	��
K ∈ N ��
 � ��

p1...pn = 4K + 1.

(�
����#

-'���!. $���	�	��� 
���
����
�	 ��!	
���	 ����� �"	���� ����	 0�1#/

����� ���� )
 p1, ..., pn �� ��������� �2���� �
� 3� ����
 ����� 4p1...pn + 3 ��� ��
!������� ���!�"
 � ����� p1, ..., pn# (�
����#

����� ���� )
 p1, ..., pn �� ��������� �2���� �
� 3� 
��� 
��� ���� 4k + 3� ����

�����	�� 3����� ��������� pn+1� 
��� 
� ���� 4k + 3# (�
����#

-'���!. $�	���� ����" 04�� 045 � 044# 6���	���� �
 �� ���������� !������� �����
4p1...pn + 3#/

����� ���� (�
����� �� �����	�� ��
������ ���� ���������� 
��� 
��� ���� 4k + 3#

����� ���� (�
����� �� �����	�� ��
������ ���� ���������� 
��� 
��� ���� 6k + 5#
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����� �
 ������� ����� � ����� ����	�� ������ �!���� �
��
" #
 �����$
��
������$ #���� �� ����#�����

����� ���� %� n ∈ N �� ������$ #���� ����� �&
����� #���� d ∈ N ���$ �� 1 < d ≤√
n � d|n� ��������

����� ���� %� n ∈ N �� ������$ #���� ����� �&
����� ����#���� p ≤ √
n � p|n�

��������

����� ��	� '
��
�� #
 #���� 101 � 103 �( ����#�����

����� ��
� ������� �� �������� ��
������) ���
��* �+#�� ��� � ��
������$�� #����
�+#�
��� ��� � �� ����#�����

����� ���� ,���
�� �����
	�) ������� #���� 1977�

-��( 	��������
��	
� ��������
� ����#���� �� #������� ��
 ��� ���� ��������(	�
������
��

�
�� ��� �
�� m,n, r ∈ N� �� ����� � ���
�

m,m + r, m + 2r, ..., m + (n− 1)r
�
 �
����
 �� ������! ����" ��
 ����� �� ������ p < n ����� p|r�

.�*�� �������$ ���� �/ ��� ������ �� ��
����
	�� ���������" ����� �0�
������ �� ��0� ��������(	
 �+#�� ��#�� ����#���� ���� ��" �������#�� ��*�( �
1���
��	
� � ����� ���&
����� ��
����
	�� ���������" ����� �0������ *�0���*�� ���$
(���
 ������$ 
0� � ����#�����

����� �)������ ������� � ���� �233 1���	(���
 �������
� ���0����� �!���
�� �������	�) � ����� �
 �� ��������

����� ��#� %� ����
� ����������
 ���
 10 ����� m ≥ n� ��������

4,����5 %� m < n ����� m + mr ∈ {m,m + r, m + 2r, ..., m + (n− 1)r}�6

����� ��$� ,�	� p, q1, ..., qr r ≥ p �( �!��� ����#����� 7���� �&
����( #���� i �= j
���$ �� qi ≡ qj (mod p)� ��������

4,����5 '�
��
 q1 mod p, ..., qr mod p ����0(���( ����
�	 p−1 ����!� ����*��
��
 ����� �� ������� 0�6
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���	��� �� p < n� ����� p� q1 = m� q2 = m + r, ..., qp−1 = m + (p − 1)r ��
��	����� ����� ��	���� �
 !�
�"�� � �#
 �$%
&

����� ��

�& '�(�� �� ��)� "��*"*# ������+*# ��	����� ���� �)��#�	�, ��"����"*�� ����
�-
���, {1 + 8k}.
)& '�(�� �� ��)� "��*"*# ������+*# ��	����� ���� �)��#�	�, ��"����"*�� ����
�-
���, {3 + 64k}.

����� 	� ��*# q �� ������� ��� �
 �������� �� ��"����"*�� ����
����, {a + kq}∞k=1

���)��#
�� ��	����� �/ ���� �"����� �0��+ 	1�2�� ��� 1


����� 
� ��� �� ��3"�� �� ����� �0��� ��	����� �4#� ����
 	 ��"����"*��� ���-
�
�����" {a + 2 · 3 · · · · · q · k}∞k=1� �� 2, 3, ..., q �� �� ��)�
 ��� ��
��*� ��	���� �.

����� �� �������� �� ���3"��
�� ��"����"*�� ����
����,� ����� )+ �)��#�	� �
(
)�	�(�� � #4 ��	����� �4 ����+


����� �� ��� �� �"�"�� �� ����� �"5����*"� ��"����"*��� ����
�����"� ����� �)-
��#
�� ����, ������+*# ��	����� �� ��)�.

�� p �� ��	���� � � n ∈ N� ����� �+�)� �� degp(n) �����
���� �3������� �
����/� p 	+��
�
�� 	 �����"*��� ���� ��� ��� � n
 �� p �"� �� �� "��(�� ��� � n�
����� degp(n) = 0


����� ��
� ��*# p �� ��	���� � � n ∈ N
 !���� k = degp(n) ���	� 	���+� ��6 pk|n
� pk+1 � |n


7�
������,� �� degp(n) = k� )
���� ������	�, ����"�� �+�)� �� pk||n


����� �
�� ��*# p �� ��	���� � � n1, n2 ∈ N
 !����

degp(n1n2) = degp(n1) + degp(n2).
�������


����� �
�� ��*# p �� ��	���� � � n ∈ N
 !����

degp(n!) =
n∑

k=1

degp(k).

�������


����� �
�� ��*# m,n ∈ N
 !���� 	 ����"�� {1, ..., n} �3"��
�� ���	�
[

n
m

]
���� 

�� "��(�/*# ��� �� m
 �������
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����� ���� ���� p �� ��	
��
�
 � n ∈ N� k ∈ Z� k ≥ 0� �
�
� ��
���� {1, ..., n}

�
����� ���	� [

n
pk

]
−

[
n

pk+1

]

����
������� ��
�� m ������� �� degp(m) = k� �
������

 ��	
�! �
����� "�
�# $%&� $&'�(

����� ��	� ���� p �� ��	
��
�
 � n ∈ N � r �� ���) ���) ��
�
� �� pr ≤ n < pr+1�
�
�
�

degp(n!) =
r∑

k=0

k
([

n
pk

]
−

[
n

pk+1

])
.
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������

 ��	
�! �
����� "�
�# $&$� $&��(

����� ��
� ���� p �� ��	
��
�
� n ∈ N � r �� ���) ���) ��
�
� �� pr ≤ n < pr+1�
�
�
�

degp(n!) =
r∑

k=1

[
n
pk

]
.

�
������

 ��	
�! *���	�� 	���� � "�
�# $&+ �� �
����� �	
�� 
"� � 	 ������ 
��� ���,��

������ ����-�(

����� ���� ���� p �� ��	
��
�
 � n ∈ N� �
�
�

degp(n!) =
∞∑

k=1

[
n
pk

]
.

�
������

 ��	
�! .�
�� 
� ��� /
������ 
���0��� 
� "�
�# $&�� ���
1�
 ��� k > r ��
[

n
pk

]
=

0�(

����� ���� ���� p �� ��	
��
�
� n ∈ N � r �� ���) ���) ��
�
� ��� ��
�) pr ≤ n < pr+1.
�
�
�

r ≤ log n
log p .

�
������

����� ��
� ���� p �� ��	
��
�
 � n ∈ N� �
�
�

degp(n!) = n
p−1 + h(p, n),
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��� |h(p, n)| ≤ log n
log p � ����	
��

���
��� ���	�
� ����� ���� ���� ��� � 
����� ���  �!�
 "��#�
�����$ �� 
��%� 
��&

����� ���� ���� p $� ��
�!' ��� ��
�#

limN→∞ 1
N

N∑
n=1

degp(n) = 1
p−1 .

����	
��

���
��� ���	�
� ����� ���� ��(�&

���%�#�%�$#�� 	� �� g $� ���
#�
���� )�%����� ��
�# ���%�
�

limN→∞ 1
N

N∑
n=1

g(n),

 � %��*
� ������� ��� ��	�
��	���
 �����	� g� �� 
�
� ��#�
� �+� 
�$��

−−−−−−−−−−−
�
 ���� ��	���
� ���� �����	������� ������ ����
��	�� �� ���������� ���	 ���

������� �� � 
����
 ���������	 
���
��	��� ����� ����
 �	��!�	� �����"�� 
�����	�#

$���	���
� %	���� ����	�	��� ������� ��
���� ����"��  � �
� 
���	 ��
���	& ������

���������# '���	�% ������� ���	�
�� �	 ���
���� x2 + 1 ���� ��� ��������� ����

������������� ����(� ��)#

−−−−−−−−−−−
,��$'#�
� 
�� 
%� - ��
�!' �� �. ���$� 

���%��� �
��/ ���%�#� ��� %��
�#�

�	
�
��
�� ��������� 0� n ∈ N � n > 1� ��
�# �+� 
�$� 
��/ ��
�!' �� p� ��� �
��/
���
'� 	� n < p < 2n�

�1��� 
��
� 

���%�� �
����#� %� �1�� ,�
��2 ���%�#�%�$#�� 	� $� ���#�%3

��%� � $� � 
�2��$ #���� ����	�%* %� ����� ���� 4��	�#�  � 
5�� ���$'#�
* �1 ��3
��� 6��
��%��
�� �� 
���
��

����� ���� 0� n ∈ N � n > 1� ��
�# !' �� (2n)! %�� $� ������ #��%�%�� 	���%���
��������%/�� !' ��� ����	
��

���
��� 0� p $� ��
�!' �� � n < p < 2n� ��
�# p||(2n)!�&

����� ���� 0� n, k ∈ N � n, k > 1� ��
�# !' �� (n!)
1
k $� ������%��%�� ����	
��

����� ����
�& 0� n, k ∈ N � n, k > 1� ��
�# !' �� [1, ...n]

1
k $� ������%��%�� ����	
��

.& ����	
�� 	� !�� 
�!%*  �!�
 ���#�%���/�� ���� ��� n > 1
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1 + 1
2 + · · ·+ 1

n
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