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8. PRVOCISLA

Prvocislami sa zaoberali uz anticki Gréci. Od nich, presnejSie od Euklida,
pochédza prvy dokaz toho, Ze existuje nekone¢ne vela prvocisel. UkéZeme si ho na
nasledujucich troch tlohach. Dokézeme, Ze ku kazdej koneénej mnozine prvocisel
existuje prvocislo, ktoré do nej nepatri.

Uloha 170. Nech py, ..., p,, st prvodisla. Dokazte, 7e &islo py...p, + 1 nie je delitelné
ziadnym z ¢isel py, ..., pn.

Uloha 171. Ak py,...,p, st prvoéisla, potom existuje prvocislo p,41 rozne od
P1;--3Pn-

(Navod: Bude to prvociselny delitel éisla p;...p, + 1.)
Uloha 172. Dokaite, Ze existuje nekonecne vela prvocisel.

Uloha 173. Nech 2 = p; < py < ... < p, < ... je postupnost vietkych prvoéisel
usporiadané podla velkosti. Potom

Pn+1 S P1.--Pn + 1.
Dokazte.

(Navod: Pouzite postup z tulohy 170.)

Dnes uZ poznidme velmi vela dokazov o existencii prvodisel. Uvedieme si
eSte jeden, ktory vyuZziva vlastnosti kongruencii. Je zaloZzeny na skutocnosti, ze
postupnost ¢isel 22" + 1 nema spolocénych delitelov.

Uloha A. Nech p|(22" +1, 22" +1). Potom 1= —1 (mod p).
Uloha B. Nech d|(2%" + 1, 22" + 1) pre m < n. Potom d = 1.

Uloha C. Pomocou tlohy B dokaite, Ze existuje nekone¢ne vela prvotisel.

Dalsi dokaz nekonecnosti mnoZiny proocisel spociva v divergencii harmonick-
ého radu. Nech by p1,po, ..., pr boli vSetky prvocisla. Potom
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Dostavame spor s divergenciou harmonického radu. Na tomto dékaze je zaujimavad
skor tato suvislost ako novy poznatok.
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Teraz si ukdzeme, 7e v postupnosti vSetkych prvocisel existuji T'ubovolne
velké medzery. PresnejSie povedané, pre kazdé n existuje postupnost po sebe ida-
cich prirodzenych ¢isel, ktord ma n ¢lenov a neobsahuje ziadne prvoéislo.

Uloha 174. Nech n > 2. Dokéite, 7e kazdé z Gisel
m+2)!+2,..,(n+2) +n+2
je zlozené Cislo.

Analogickym postupom ako pri Euklidovom dokaze si teraz dokdZeme dva
Specialne pripady takzvanej Dirichletovej vety.

Dirichletova veta. Ak a,b € N a (a,b) = 1, potom v aritmetickej postupnosti
{an + b}, existuje nekonecne vela prvocisel.

Dokaz tejto vety je velmi naro¢ny, a preto ho vynechédme.

Uloha 175. Dokaste, 7e kazdé prvocislo p > 2 mézeme vyjadrit v tvare p = 4k +
1,p =4k + 3.

(Navod: 4k, 4k + 2 nie su prvocisla.)

Uloha 176. Ak p, = 4k, + 1,...,p, = 4k, + 1 st prirodzené ¢&isla, potom existuje
K € N takeé, ze

p1...pn = 4K + 1.
Dokézte.

(Navod: Postupujte matematickou indukciou alebo vyuzite ulohu 108.)

Uloha 177. Ak py,...,p, st prvodisla vicsie ako 3, potom ¢islo 4p;...p, + 3 nie je
delitelné ziadnym z ¢isel pq, ..., p,. Dokazte.

Uloha 178. Ak py, ..., p, st prvodisla viicsie ako 3, ktoré maju tvar 4k + 3, potom
existuje dalgie prvocislo p,y1, ktoré ma tvar 4k + 3. Dokazte.

(Néavod: Pouzite tlohy 175, 176 a 177. Uvazujte, aké st prvociselné delitele ¢isla

Uloha 179. Dokaite, 7e existuje nekoneéne vela prvocisel, ktoré maja tvar 4k + 3.

Uloha 180. Dokaite, 7e existuje nekone¢ne vela prvocisel, ktoré maju tvar 6k + 5.
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Dalsi Specialny pripad Dirichletovej vety dokazeme v kapitole primitivne ko-
rene.

Teraz si ukdZeme jednu z metodd, pomocou ktorej mozeme zistit, ¢i nejaké
prirodzené ¢islo je prvodislo.

Uloha 181. Ak n € N je zloZené &islo, potom existuje ¢islo d € N také, 7e 1 < d <
Vi a d|n. Dokazte.

Uloha 182. Ak n € N je zlozené ¢islo, potom existuje prvoéislo p < /n a pln.
Dokazte.

Uloha 183. Zistite, ¢i ¢isla 101 a 103 st prvoéisla.

Uloha 184. Dokéite, Ze najmensi prirodzeny delitel viicsi ako 1 prirodzeného &sla
vacsieho ako 1 je prvodislo.

Uloha 185. Najdite kanonicky rozklad &isla 1977.

Istu charakterizaciu rozlozenia prvocisel na ¢iselnej osi ndm déva nasledujtice
tvrdenie.

Veta 10. Nech m,n,r € N. Ak kazdé z ¢isel
m,m-+r,m+2r,..,m+ (n—1)r

je neparne prvodislo, potom pre kazdé prvoéislo p < n plati p|r.

Volne povedané, veta 10 nam hovori, Ze aritmetickd postupnost, ktora ob-
sahuje po sebe nasledujici va¢si pocet prvocisel, musi mat dostatoéne velku difer-
enciu, a preto neexistuje aritmeticka postupnost, ktora obsahuje lubovolne dlhé
tseky zlozené iba z prvocisel.

Tento vysledok dokizal v roku 1944 franctzsky matematik Thebault. Dokaz
je jednoduchy, a preto si ho ukazeme.

Uloha 186. Ak platia predpoklady vety 10, potom m > n. Dokéite.
(Navod: Ak m < n, potom m +mr € {m,m+r,m+2r,...m+ (n —1)r}.)

Uloha 187. Nech p, q1, ..., -, 7 > p su rozne prvodisla. Potom existuja ¢isla i # j
také, ze ¢; = ¢; (mod p). Dokazte.

(Néavod: Zvysky g1 mod p, ...,q- mod pnadobudajia najviac p—1 hodnot, nakol'ko
ani jeden sa nerovna 0.)
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Uloha 188. Dokazte vetu 10.

(Navod: Ak p < m, potom p, g1 = m, g2 = m+7,...,¢p—1 = m+ (p — 1)r sa
navzajom rézne prvocisla. Pouzite tlohu 187.)

Uloha A.

a) Kol'ko po sebe idticich neparnych prvocisel moze obsahovat aritmeticka postup-
nost {1+ 8k}?

b) Kolko po sebe idtcich neparnych prvoéisel méze obsahovat aritmeticka postup-
nost {3 + 64k}?

Uloha B. Nech ¢ je nepéarne ¢islo. Dokazte, 7e aritmeticka postupnost {a+kq}$2,
neobsahuje prvociselny tsek ziadnej dizky viicsej ako 1.

Uloha C. Ak4 je maximélna mozné dizka prvociselného tseku v aritmetickej pos-
tupnosti {a +2-3-----¢q- Kk}, ak 2,3, ..., ¢ st za sebou nasledujiice prvocisla?

Uloha D. Dokéite, 7e neexistuje aritmetickda postupnost, ktora by obsahovala
Tubovolne dlhé prvoé&iselné tseky.

Uloha E. Aké je minimalna mo7na diferencia aritmetickej postupnosti, ktora ob-
sahuje desat neparnych prvocisel po sebe?

Ak p je prvocislo a n € N, potom symbolom deg,(n) ozna¢ujeme exponent, s
ktorym p vystupuje v kanonickom rozklade ¢isla n. Ak p nie je delitelom ¢&isla n,
potom deg,(n) = 0.

Uloha 189. Nech p je prvocislo a n € N. Potom k = deg,(n) prave vtedy, ked p*|n
a pFtt m.

Skutocnost, 7e deg,(n) = k, budeme oznacovat taktiez symbolom p*||n.

Uloha 190. Nech p je prvocislo a ny,ns € N. Potom

degp(ning) = degp(n1) + degp(ne).
Dokéazte.

Uloha 191. Nech p je prvocislo a n € N. Potom
degp(n!) = > degp(k).
k=1

Dokazte.

Uloha 192. Nech m,n € N. Potom v mnozine {1,...,n} existuje prave {%] ¢isel
delitelnych ¢islom m. Dokazte.
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Uloha 193. Nech p je prvoéislo a n € N, k € Z, k > 0. Potom mnozina {1,...,n}
obsahuje préave
n n
[ - [7]

prirodzenych ¢isel m takych, 7e deg,(m) = k. Dokazte.

(N4avod: Pouzite ulohy 189, 192.)

Uloha 194. Nech p je prvoéislo a n € N a r je také celé ¢islo, 7e p” < n < p"t1.
Potom

ato = £ (3] - [2-])

Dokazte.
(Navod: Pouzite ulohy 191, 193.)

Uloha 195. Nech p je prvodislo, n € N a r je také celé ¢islo, ze p” < n < p"t1.
Potom

degp(n!) =
1

-
—
3
ML

k
Dokéazte.

(Navod: Upravte vyraz z tlohy 194 na rozdiel dvoch stim a v druhej sume zmente
sumadcny index.)

Uloha 196. Nech p je prvocislo a n € N. Potom
[e.e]
degp(n!) = > {p%]
k=1
Dokazte.

(Navod: Uloha sa iba formalne odlisuje od tlohy 195, nakol'ko pre k > r je L%} =
0.)

Uloha 197. Nech p je prvoéislo, n € N a r je také celé &islo, pre ktoré p™ < n < p™t1.
Potom

r < loan
— logp

Dokéazte.

Uloha 198. Nech p je prvocislo a n € N. Potom
degy(n!) = 55 + h(p,n),
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kde |h(p,n)| < &% Dokaite.

og
logp
(Navod: Pouzite ulohy 195, 196, 197 a vzorec pre stdet geometrickej postupnosti.)

Uloha 199. Nech p je prvocislo. Potom

N
limy oo & 21 degp(n) = ]ﬁ.
=

Dokazte.
(N4avod: Pouzite ulohy 191, 198.)
Poznamenajme, ze ak g je aritmetickd funkcia, potom hodnota
limy oo % f: g(n),

n=1

sa nazyva stredny rdad aritmetickej funkcie g, ak tato limita existuje.

Aj dnes existuje vela nevyrieSengjch otdizok tykajicich sa prvocisel, hoci pr-
vocisla si objektom pozornosti matematikov pocas celej historie ludského myslenia.
Neexistuge Ziadny explicitng vzorec, pomocou ktorého by sme mohli vyjadrit vSetky
prvocisla. TaktieZ doteraz nevieme, ¢i dvojélen x> + 1 nadobida nekonecne vela
prvociselngych hodndt atd.

Zaujimavu vlastnost prvocisel obsahuje tvrdenie, ktoré pozname pod nazvom:
Bertrandov postulat. Ak n € Nan > 1, potom existuje také prvocislo p, pre ktoré
plati, Ze n < p < 2n.

Dokaz tohto tvrdenia uvedieme neskor. Zatial poznamenajme, Ze je elemen-
tarny a je z velkej miery zaloZeny na tlohe 196. UkéZeme si v8ak zaujimavy dosle-

dok Bertrandovho postulatu.

Uloha 200. Ak n € N an > 1, potom ¢slo (2n)! nie je druhou mocninou Ziadneho
prirodzeného ¢isla. Dokézte.

(Navod: Ak p je prvocislo a n < p < 2n, potom p||(2n)!.)
Uloha 201. Ak n,k € N an,k > 1, potom &islo (n!)% je iracionalne. Dokazte.
Uloha 202.

a) Ak n,k € Nan,k > 1, potom ¢islo [1, n]% je iracionalne. DokéaZte.
b) Dokazte, 7e ¢iastoény sucet harmonického radu pre n > 1
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