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7. KONGRUENCIE

Nech m € N. Hovorime, ze dve ¢isla a,b € Z st kongruentné modulo m préave
vtedy, ked maji ten isty zvySok po deleni ¢islom m. Symbolicky to mozeme zapisat

a mod m =b mod m.

Kvoli jednoduchosti budeme skutoc¢nost, ze ¢isla a,b st kongruentné modulo m,
zapisovat nasledujtcim spésobom, ktory je v teérii ¢isel zauzivany.

a=b (mod m).

Uloha 106. Nech a,b € Z a m € N. Potom
a=b (mod m) <= m|b—a.
Dokézte.

Uloha 107. Nech a,b,c € Z a m € N. Potom:

a) a = a (mod m),

b) a =b (mod m) <= b =a (mod m),

c)a=b (mod m)Ab=c (mod m) = a=c (mod m).
Dokazte.

Uloha 108. Nech ay, ag, by, by € Z am € N. Ak a; = by (mod m) a ay = by
(mod m), potom

a1 + az = by + by (mod m),
ajas = bibe (mod m).
Dokéazte.

Teraz ukdZeme riesenie Pellovej rovnice, ktoru sme uZ spominali na konci casti
Diofantické rovnice vyssieho stupria. Najprv dokdZeme tvrdenie, pomocou ktorého
dokdzeme, Ze Pellova rovnica md aspofi jedno riesenie:

Dirichletova veta o aproximacii: Nech « je iraciondlne ¢islo. Potom existuje nekoneéne
vela dvojic x,y, x € Z,y € N pre ktoré plati

1

Dokaz: Urcite existuje aspoti jedna takd dvogica, lebo |a—[a]| = |[{a}| < 1. Predpok-
ladajme, Ze existuje k takyjch dvojic x1,y1,...,Tk, Y. Z iracionality a dostdvame,
Ze ani jeden z vgrazov |yjo — x;],j = 1,...,k sa nerovnd 0. Zvolme prirodzené
¢islo N tak aby platilo % < lyja — x|, = 1,...,k. Uvazujme zlomkové casti
{la},1 =1,..,N + 1. Z iracionality « vyplgva, Ze vietky tieto hodnoty si rozne,
(preco?). Interval < 0,1) moéZeme rozdelit na N intervalov tvaru < I_Tl, %),l =
1,...N. Mdme N + 1 hodnét {la} a N intevalov, teda aspori jeden obsahuje

dve rozne. Teda ezistujii 1 < l1,lo < N + 1 pre ktoré [{lia} — {la}| < %.
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Teda |[(I1 — lo)a — [lha] — [laa]| < 4. Predpokladajme l; > ly. PoloZme ypy1 =
i = lg, x4 = [ha] — [l2a]. Potom plati |yji100 — Tpy1| < . Po vydelend yiiq
% ykle. Ale wréite Y1 < N a teda i1, ypr1 spliia
(*).Dvofica xiy1, Yr+1 sa nerovnd Ziadnej z dvojic xj,y;,j = 1,....,k (Preco?). O
Teraz prejdeme k Pellovej rovnici tak ako je definovand vztahom (%) na
strane 24. V tomto pripade je /A iraciondlne cislo. Podla Dirichletovej vety o
aprorimdcii existuje nekoneéne vela dvojic x,y v tomto pripade prirodzengch &isel,
takyjch, Ze

dostdvame |o —

1
‘\/A — f‘ <=
Y Yy
Pre vsetky takéto dvojice x,y potom plati
1
22 — Ay?| = |z — VAy||x + VAy| < e VAy| < VA + g < oVA+1.

Teda pre tieto dvojice je hodnota |v2— Ay?| ohranicend. Z toho vypljva, Ze nadobiida
iba konecne vela hodndt v mnoZine prirodzengch é&isel a teda niektoré prirodzené
éislo, oznaéme ho m, musi nadobudnit nekonecne vela krdt. Pre nekonecne vela

dvojic prirodzenyjch &isel x,y potom plati |x* — Ay?| = m. Preto ewistuji také
dve rozne dojice prirodzengjch cisel x,y,u,v, Ze |x? — Ay?| = m, |u? — Av?| =
m pre ktoré plati © = u (mod m),y = v (mod m). Po vyndsobeni dostdvame

|22 — Ay?||u? — Av?| = m2. Ked si uwvedomime |2? — Ay?| = |z — vV Ay||z + vV Ay
a |u? — Av?| = |u — VAv||lu + VAv| dostdvame po prislusngjch ipravich (zu —
Ayv)? — A(uy — zv)? = m?.Polozme X = |vu — Ayv|,Y = |uy — av|. A teda

|X? — AY?| = m?. (%)

Z 4ilohy 108 vyplyva, Ze m|Y a preto aj m|X. UkdZeme, 2e Y # 0. Ak by Y = 0,

. _u _ _ . 2002 _
dostdvame % = % =r. Preto x = ry,u = v 2 toho po tprave vypljva y*|r* — A| =
m = v2|r? — A| a teda y = v, preto aj x = u. Dostdvame spor s tijm, Ze dvojice

x,y,u,v i rézne. Ak polozime X = mX')Y =mY’ dostdvame podla (xx)
X"? — AY"? = 41.

Ak je v poslednej rovnosti 1 tak X', Y’ si riesenia Pellovej rovnice v N. Ak je tam
—1 wmocnime poslednii rovnost na druhi o dostdvame, Ze X'? + AY'? 2X'Y" si
riesenia v N. Teda sme dokdzali, Ze Pellova rovnica, tak ako je definovand vztahom
(%) na strane 24, md aspofi jedno rieSenie v mnoZine prirodzengch éisel.

Teraz si ukdiZeme ako ndjdeme vsetky riesenia tejto rovnice v mnoZine priro-
dzengjch éisel. Nech xq,yo su také prirodzené cisla, Ze

2o+ yoVA = min{z + yVA, z,y € N,2? — y?A = 1}.

Je zreymé, Ze aj xo,yo je rieSenie tejto rovnice. Toto rieSenie sa nazgva funda-
mentalne rieSenie. DokdZeme, Ze ak x,y € N a 22 — Ay? = 1, tak ezistuje n € N,
Ze

x4+ yVA = (zo + yo VA" (3 % %)
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Predpokladajme, Ze to meplati. Potom existuje také n € N, Ze
(zo + yoVA)" <z +yVA < (z0 + yoVA)" 1,
a teda
1< (z+yVA)(z0 — yoVA)" < (0 + yoVA),
pretoze xo — YoV A = (zo + yO\/Z)’l. Je zrejmé, Ze (v + y\/Z)(xO — yO\/Z)" =
¢+ dvVA, kde c,d je tiez rieSenie nasej rovnice. Teda sme nasli riesenie c,d také,

Ze 1 < c+ dVA < xg + yoV/A. Lahko sa preveri, Ze ¢,d € N a preto dostdvame
spor s minimalitou xo + yox/z.

Uloha 109. Nech a,b,c € Z am € N. Ak (m,c) = 1, potom
ac =bc (mod m) = a =b (mod m).
Dokazte.

Uloha 110. Nech a,b,c € Z, c|a, c|b a m € N, ¢|m. Potom
a=b (modm) = 2 =2 (mod |Z|).

Dokéazte.

Tvrdenia v ulohdch 106 az 110 ndm davaji névod, ako mozno transfor-
movat vlastnosti operacii s rovnostami na kongruencie. Tvrdenie tlohy 109 sa
Casto nazyva zdkon o krdateni v kongruencii. Citatel iste pochopi, 7e podmienka
(m,c) =1 ma pre platnost tvrdenia velmi dolezity vyznam.

Uloha 111. Nech a,b € Z am € N. Ak a = b (mod m), potom
m|a <= m]b.
Dokézte.

Uloha 112. Nech a,b € Z a m, m; € N. Ak my|m, potom
a=b (mod m) = a=b (mod my).
Dokazte.

Dokazané tvrdenie teraz pouzijeme na odvodenie niektorych znamych kritérii
delitelnosti.
Uloha 113. Nech n € N. Potom

10" =1 (mod 9).
Dokazte.

(Néavod: Postupujte matematickou indukciou alebo priamo pomocou binomicke;
vety rozviiite 10" = (9 + 1)™.)

Uloha 114. Ozna¢me symbolom cs(a) ciferny stcet prirodzeného ¢isla a. Dokazte,
ze
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a = cs(a) (mod 9).

(Navod: Pouzite ulohu 113.)

Uloha 115. Nech cs(a) oznacuje ciferny stéet ¢isla a. Dokazte, ze pre kazdé a € N.
a) 9)a < 9)es(a),

b) 3|a < 3|cs(a).

(Navod: Pouzite tlohy 111, 112, 114.)

Uloha 116. Nech n € N. Potom
10" = (—=1)" (mod 11).
Dokazte.

Uloha 117. Prirodzené ¢slo je delitelné 11 prave vtedy, ked je rozdiel suctu cifier
na parnych miestach a sic¢tu cifier na neparnych miestach delitelny 11. Dokazte.

Uloha 118. Nech a,b € Z am € N. Ak a = b (mod m), potom (a,m) = (b,m).
Dokazte.

Tvrdenie, ktoré teraz dokdzeme, sa nazyva Fulerova veta.

Veta 7. Nech m € N. Ak a € N a (a,m) = 1, potom

a?™ =1 (mod m).
Dokaz vety 7 si rozdelime do niekolkych tloh.

Uloha 119. Nech a,b,m € N. Ak (a,m) = 1,(b,m) = 1, potom (ab,m) = 1.
Dokazte.

(Navod: Pouzite napriklad vetu 2 alebo tlohu 30.)

V nasledujtcej ¢asti budeme pouZzivat takéto oznacenie. Nech a,m st z Vety 7
aap, ..., Ay(m) St vietky Cisla patriace do mnoziny {1, ..., m}, ktoré st nestdelitelné
s ¢islom m. Mnozinu {ai, ..., a,(m) } budeme nazyvat redukovangm zvyskovym sys-
témom modulo m a oznacovat symbolom R,,.

Uloha 120. Ak aa; = aa; (mod m), potom a; = a;. Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 109.)

Uloha 121. Pre kazdé i < ¢(m) existuje j(i) < p(m) také, ze

aa; = aj;) (mod m).
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Ak iy # i9, potom j(i1) # j(i2). Dokazte.
(Néavod: Pouzite nlohu 118. Pri dokaze druhej ¢asti pouzite tlohu 120.)

Uloha 122. Ak b; = ¢; (mod m) pre i = 1,..., k, potom
b1...by, = c1...c, (mod m)
pre b;, c; € Z. Dokézte.

Uloha 123. Dokazte, 7e

(aay)...(aGp(m)) = @1...Gp ) (Mmod m).

Uloha 124. Dokazte, 7e

(a1...ap(m),m) = 1.
(Navod: Pouzite ulohu 119.)

Uloha 125. Pomocou tloh 109, 123 a 124 dokazte vetu 7.

Leonard Euler pochadzal z mesta Bazilej vo Svajéiarsku. Bol ¢lenom Petrohradske;j
akadémie vied. Je autorom priblizne 800 vedeckych prac. Zaoberal sa trigonometriou,
analyzou, newtonovskou mechanikou, varianym poctom a tiez aj tedriou Cisel.
Napisal mnoho ucéebnic a bol taktiez aktivny aj v oblastiach mimo matematiky.
Napisal napriklad knihy o delostrelectve a stavbe lodi.

Jednym z dosledkov Eulerovej vety je nasledujtci zaujimavy vztah medzi ar-
itmetickymi a geometrickymi postupnostami, ktory davame citatelovi na precvice-
nie.

Tvrdenie. Kazda aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel obsahuje geometricki
potupnost.

Uloha A. Ozna¢me A = {a+kr:k=0,1,...} pre a,r € N. Potom
VeeN; 2€ A < z=a (modr).

Uloha B. Nech a,7 € N, a (a,r) = 1. Oznatme ¢ = a®™ a A = {a+kr : k =
0,1,...}. Dokézte, 7e ag™ € Apren=1,2,....

(Navod: Pouzite Eulerovu vetu a ulohu A.)
Uloha C. Dokazte tvrdenie.
Veta 7 bola znama najskor pre pripad, ked m = p bolo prvocislo. V tomto

pripade sa veta 7 nazyva mald Fermatova veta. Je pomenovand po svojom ob-
javitelovi. Pierre Fermat (1601-1665) sa neZzivil matematikou, ale bol pravnik.
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Vytvoril v8ak velké matematické dielo. Mala Fermatova veta je obsahom nasledu-
jucej ulohy.

Uloha 126. Nech p je prvocislo. Ak a € N a (a, p) = 1, potom
a?~' =1 (mod p).
Dokéazte.

(Navod: Pouzite vetu 7.)

Malu Fermatovu vetu mozeme dokézat aj bez pouzitia Eulerovej vety. Takyto
dokaz ndjdeme v nasledujicich tlohéach.

Uloha A. Dokézte, Ze mal4 Fermatova veta je ekvivalentné s tvrdenim: Pre kazdé
prvocislo p a prirodzené ¢islo a plati

aP = a (mod p).

Uloha B. Nech p je prvoéislo. Potom pre 1 < k < p je binomicky koeficient (Z)

delitelny p.

Uloha C. Dokazte mala Fermatovou vetu pomocou tloh A, B a s pouZitim matem-
atickej indukcie podla a.

Veta 7 nam ukazuje jednu zaujimavi moznost.

Uloha 127. Ak a,m € N a (a,m) = 1, potom existuje @’ € N, o’ < m takeé, ze
aa’ =1 (mod m).
Dokazte.

(Navod: Oznacéme o’ = a¥™ =1 (mod m). Toto a’ niekedy oznacujeme aj L mod m.)

Uloha 128. Ak a,m € N, potom (a, m) = 1 prave vtedy, ked existuje a’ € N take,
7e

aa’ =1 (mod m).
Dokéazte.

(Navod: Pouzite tlohu 17.)

Vidime, 7e kongruencie a rovnosti maji podobné vlastnosti. Uvazujme teraz
kongruencie obsahujice neznamu. Linedrnou kongruenciou s mezndmou I nazy-
vame kongruenciu

ar =b (mod m) (12)
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pre a,b,m € N. RieSenim tejto kongruencie nazyvame kazdé celé ¢islo x, ktoré
vyhovuje rovnici (12). Ak toto rieSenie naviac patri do mnoziny {0,...,m — 1},
budeme ho nazyvat primitivnym rieSenim.

Uloha 129. Ak z je rieSenim kongruencie (12), potom x mod m je primitivnym
rieSenim kongruencie (12). Dokazte.

Uloha 130. Ak (a,m) = 1, potom kongruencia (12) mé prave jedno primitivne
rieSenie. Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 128.)
Uloha 131. Ak z je rieSenim kongruencie (12), potom aj ¢isla = + tm,t € Z st

rieSenia kongruencie (12). Dokéazte.

Uloha 132. Ak (a,m) = 1 a xp je primitivnym riefenim kongruencie (12), potom
x € Z je rieSenim kongruencie (12) prave vtedy, ked = = z¢ (mod m). Dokéazte.

Uloha 133. Kongruencia (12) m4 rieSenie prave vtedy, ked (a,m)|b. Dokazte.
(Navod: Pouzite vetu 2.)

Uloha 134. Ak (a,m)|b a g je primitivne riesenie kongruencie

_ b

@ = @y (mod i),
potom x = xo—I—t%, t=0,..., (a,m)—1 st vietky primitivne rieSenia kongruencie
(12). Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 132.)
Vidime, Ze kongruencia (12) bud nema Ziadne rie§enie alebo ma prave (a,m)
primitivnych rieSeni.

FEulerova veta sa dd pouZit na vypocet hodnoty a', ak (a,m) = 1. Ak m je malé
¢islo, hodnotu a’ mézZeme ndjst preskisanim. Ale ak m je velké cislo, je tento postup
velmi pracny. Vtedy moZeme pousit to, Ze z Eulerovej vety vypljva o/ = a1
(mod m). Vyuzijeme, Ze vypocitat mocninu je podstatne rijchlejsie ako preski-
mat vietky moznosti. Napriklad chceme vypocitat L (mod 101) = a'. Hned dostd-
vame, Ze o' = 5919D=1 (mod 101) = 5% (mod 101) = (5%)3* (mod 101) = 2433
(mod 101) = 40! (mod 101) = 40-((40)?)® (mod 101) = 40-85° (mod 101) = ....

Dalsie pouzitie Eulerovej vety spociva v rieSeni kongruencii tvaru

z*=a (mod m), (%)
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kde (a,m) = 1 a (a,p(m)) = 1. Polozme o/ = a*®(™)=1 (mod ¢(m)). Podla
Eulerovej vety dostdvame o - o' = 1 (mod p(m)). Ked umocnime (xx) na o,
dostavame z*® = a® (mod m). Ale a - o' = k-@(m)+1, a teda opit podla

Eulerovej vety dostdvame z*® =z (mod m) a teda z = a® (mod m) .

Teraz sa vratime k tvahdm z predchadzajicej kapitoly, teda k odvodeniu
vzorca pre Eulerovu funkciu ¢ pomocou ¢inskej zvyskovej vety. Najskor si ju
sformulujeme a dokdzeme. Predtym si zavedieme nasledujice uZito¢né oznacenie.
Ak m € N, potom mnozinu {0,...,m — 1} budeme oznacovat symbolom Z,, a
budeme ju nazyvat diplngm zvyskovim systémom modulo m. Teraz prejdeme k
¢inskej zvyskovej vete.

Veta 8. Nech my,...,mj, € Na (m;,m;) = 1 pre i # j. Oznaéme m = m;...my. Ak
b1, ...,bx € Z, potom existuje jediné éislo = € Z,,, ktoré vyhovuje kongruenciam

x =b; (mod myq)

x = by, (mod my).

Toto tvrdenie nam teda hovori o nejakom ¢isle x, ktoré moZeme nazvat prim-
itivnym rieSenim sustavy kongruencii. Dokaz tohto tvrdenia budu obsahovat nasle-
dujuice ulohy. Najskor dokdzeme jednoznacnost ¢isla x.

Uloha 135. Nech m € N a x1,29 € Z,,. Ak 2; = x5 (mod m), potom z; = xs.
Dokéazte.

Uloha 136. Nech m;,...,m; € N a (my,m;) =1 pre i # j. Ak pre z1, x5 € Z plati

1 = a9 (mod my)

x1 = x2 (mod my),
potom
x1 = x2 (mod my...my).
Dokézte.

(Néavod: Postupujte matematickou indukciou vzhladom na k, pouZite vetu 3 a jej
dosledok.)

Uloha 137. Dokéite, 7e existuje najviac jedno € Z,,, ktoré vyhovuje kongruencii
7 vety 8.
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(Navod: Pouzite tlohy 135 a 136.)
Teraz postacuje dokézat iba existenciu prirodzeného ¢isla x s uvedenymi
vlastnostami. Budeme predpokladat, ze plati oznacenie a predpoklady vety 8.

Uloha 138. Dokazte, 7e pre i = 1, ..., k plati (4, myg) = 1.

Uloha 139. Dokéite, 7e pre i,j = 1, ..., k, i # j plati

m
m;

=0 (mod m;).

Uloha 140. Dokéite, 7e pre i,j = 1, ..., k, i # j plati

( m )W(mi) =1 (mod m;)

mg

<H>W(mi) =0 (mod m;).

(Navod: Pouzite tlohy 138 a 139.)

Uloha 141. Oznaéme

xozbl(mﬂl +...+bk(

Dokéazte, ze xy vyhovuje kongruenciam z vety 8.

)@(ml) )@(mk).

my,
(Navod: Pouzite tlohu 140.)

Uloha 142. Nech zy méa vyznam ako v tlohe 141. Ozna¢me z = z, mod m.
Dokazte, 7e x spliia poziadavky vety 8.

Tymto sme dokézali ¢insku zvyskovi vetu.

Cviéenie 1. Najdite x € {0,1,2,...,104}, aby

=1 (mod 3),
x =3 (mod 5),
=6 (mod 6).

Praktické pouzitie ¢inskej zvySkove] vety si mozeme predstavit aj tak, Ze
potrebujeme oznamit n informacii n prijimatelom. Prijimatelom priradime navzajom
nesudelitelné ¢isla mq, ma, ..., m, a informacidm &isla 1 € Zy,, , &2 € Zpmy, .oy Ty, €
Ly, - Pomocou ¢inskej zvySkovej vety ndjdeme x1 € Zp,,..m, také, Zze z = z;
(mod m;),7 = 1,2,...,n. Tato hodnota x v sebe uz nesie vietky informacie z1, z2, ..., .
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Uloha 143. Nech my, my € N a (m1,ms) = 1. Oznaéme m = mymsy. Ak by, by € Z,
potom existuje jediné ¢islo x € Z,,, ktoré vyhovuje kongruenciam

x =by (mod myq)

x = by (mod my).
Dokazte.

(Néavod: Aplikujte tvrdenie vety 8 pre k = 2.)

Dalsie pouzitie ¢inskej zvySkovej vety je pri urcovani poctu rieSeni poly-
nomickej kongruencie.

Tvrdenie. Nech f(x) je polynom s celoéiselnymi koeficientami a m1, ms € N, (mq, mg) =
1. Oznac¢me Ny pocet primitivnych rieseni kongruencie f(z) =0 (mod m1) a No
pocet primitivnych rieseni kongruencie f(x) = 0 (mod ms). Potom kongruencia
f(x) =0 (mod my - mg) md Ny - Ny primitivnych riedent.

Dékaz. Nech x je primitivne riefenie kongruencie f(x) =0 (mod mq-ms). Potom
x mod my je primitivne riefenie kongruencie f(z) =0 (mod my) a x mod msg je
primitivne rieSenie kongruencie f(x) =0 (mod my).

Naopak, ak z1 je primitivne rieSenie kongruencie f(xz) =0 (mod mq) a x2 je
primitivne rieSenie kongruencie f(x) = 0 (mod my), tak podla éinskej zvyskovej
vety existuje prave jedno x € Ly, .m,, Ze plati x = x1 (mod mq),xz = x2 (mod my)
a teda f(z) =0 (mod my),f(x) =0 (mod m2) a teda f(x) =0 (mod mq - ma2).

Podobny postup teraz pouzijeme na dokaz toho, 7e funkcia ¢ je multip-
likativna. Nebudeme pouzivat vysledky uvedené v predchéazajacej kapitole.

Uloha 144. Dokate, 7e pre m € N plati |R,,| = ¢(m).

(Navod: Tvrdenie v tlohe vyplyva z definicie funkcie ¢.)
Teda na to, aby sme dokézali multiplikativnost funkcie ¢ ndm staéi dokéazat,
7e pre m,n € N, (m,n) = 1 plati

|Rmn| = |RmHRn|-

Uloha 145. Nech a,m,n € N. Ak (a,mn) = 1, potom (¢ mod m,m) = 1 a (a
mod n,n) = 1. Dokazte.

Nech m,n € N, (m,n) = 1. Definujme zobrazenie
F:R,,— R, xR,
nasledujiicim spésobom: pre a € R,

F(a) = (¢ mod m,a mod n).
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Definicia funkcie F' je korektna vd’aka tilohe 145.

Uloha 146. Dokazte, ze F je injektivne zobrazenie.

Uloha 147. Dokéite, 7e F je surjektivne zobrazenie.

(Navod: Pouzite tlohu 143.)

Uloha 148. Dokéite, 7e ¢ je multiplikativna aritmeticka funkcia.

Cviéenie. Dokéazte rovnost z tlohy 103 pomocou multiplikativnosti aritmetickej
funkcie
o(n) => p(n).
d|n
Uloha 149. Nech p je prvocislo a a € N. Dokazte, ze
e(p*) = p* (1 - %)
(Navod: Pouzite tlohu 21.)

Uloha 150. Nech n e Nan = it je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom

p(n) = n(l - p%)(l - pik)

Existuju aj dalsie dokazy platnosti tohto vzorca. Jeden z nich je zaloZeny na
tvrdeni, ktoré nazyvame princip zapojenia a vypojenia. Je viak pomerne nepre-

hladny.

Dokéazte.

Teraz sa budeme zaoberat kongruenciami, v ktorych sa nezndma z vyskytuje
s druhou mocninou. Tieto kongruencie nazyvame kvadratické kongruencie.

Nech m € N. Cislo a € N nazyvame kvadratickym zvySkom modulo m, ak
kongruencia

22 = a (mod m).
ma rieSenie.
Pripomeifime, 7e uvazujeme a # 0.

Uloha 151. Nech a,m € N. Dokazte, ze

(m —a)? = a® (mod m).

Dalej sa budeme zaoberat pripadom, ked m = p je pevne zvolené neparne
prvocdislo.
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Uloha 152. Nech a,b € Zy. Ak
a’? = b? (mod p),
potom a = b alebo a = p — b. Dokazte.

(Navod: Pri rieSeni tuloh 151 a 152 je vhodné pouzit dlohu 106 alebo tlohu 21.)
Pouzitim tloh 151 a 152 dokézte:
Uloha 153. V mnozine Zy je préave % kvadratickych zvyskov.

Uloha 154. Ak a je kvadraticky zvysok modulo p a (a,p) = 1, potom

p—

a*= =1 (mod D).

2

(Navod: Uvedomte si, Zze ¢ = a (mod p) pre (z,p) = 1 a pouzite tlohu 126.)

2

Vidime, Ze kongruencia z* = a (mod p) ma rieSenie iba pre polovicu ¢isel

ae€{l,...p—1}

Teraz si ukdZzeme, ako mozeme rie§it vieobecnejsie kvadratické kongruencie s
prvoéiselnym modulom p. Budeme sa zaoberat kongruenciami typu

22 +ar+b=0 (mod p) (13)

kde a,b € Zj,.
Ak a je kvadraticky zvySok modulo p, potom symbolom sg,a budeme z
dovodov jednoznac¢nosti ozna¢ovat najmengie prirodzené rieSenie kongruencie
2

z* =a (mod p).
Existuje algoritmus pre vypocet sgpa.

Uloha 155. Ak z € Z, je riesenim kongruencie z?

alebo x = p — sqpa. Dokazte.

= a (mod p), potom z = sg,a

(Navod: Pouzite tlohu 152.)

Uloha 156. Dokazte, ze pre kazdé celé &slo x plati

x2+am+bz(x+%a)2—w (mod p).

Uloha 157. Kongruencia (13) ma rieSenie prave vtedy, ked ¢&islo
(p+1)?a®—4b _
V%Pt _

je kvadraticky zvySok modulo p. Jej rieSenia st ur¢ené vztahmi
T = —p—‘gla + sq,D (mod p)
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T = —%a +p—sqpD (mod p).

(Navod: Pouzite tlohy 152 a 155.)
Uloha 158. Najdite vietky kvadratické zvysky modulo 7.
(Riesenie: 0, 1, 2, 4.)

Uloha 159. Rieste kvadraticka kongruenciu
22+ 22+ 6=0 (mod 7).

Uloha 160. Pokuste sa zovieobecnif postup z tloh 155, 156 a 180 na l'ubovolny
modul. Bude platit tvrdenie dlohy 155 7

Kvadratickych zvyskov sa tyka jeden z najelegantnejSich vysledkov elemen-
tarnej teodrie Cisel, takzvany Gaussov kvadraticky zdkon reciprocity. Budeme sa mu
venovat neskor.

Tuto ¢ast ukonéime tvrdenim, ktoré nazyvame Wilsonova veta.

Veta 9.Nech p je neparne prvoéislo. Potom
(p—1)!'=-1 (mod p).

V dalsej ¢asti budeme predpokladat, Ze p je nepéarne prvocislo.

Uloha 161. Ak a € Z, a
a’> =1 (mod p),
potom a = 1 alebo a = p — 1. Dokazte.

Uloha 162. Ak a,b;,bs € Zy a
aby =1 (mod p)

abs =1 (mod p),
potom by = by. Dokaite.

Ak a € Z, a a # 0, potom podla tlohy 128 existuje o’ také, Ze aa’ = 1
(mod p). Podl'a tlohy 162 existuje v mnozine Z, iba jediné také a’. Budeme ho
nazyvat inverznym prvkom k a modulo p. V pripade, Ze nebude hrozit nejednoz-
nac¢nost, budeme ho oznacovat a~!, pri¢om p vynechame.

Uloha 163. Ak a € Zy, potom a = a~! prave vtedy, ked‘ a = 1 alebo a = p — 1.
Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 161.)
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Uloha 164. Nech a,b € Z,. Potom a~! = b~! prave vtedy, ked a = b. Dokazte.

Oznatme pre a € {2,...,p — 2}
I, = {a,a"1}.

Uloha 165. Dokaite, ze
Uz;g Ia = {2a D= 2}

Uloha 166. Dokazte, Ze pre vietky a,b € {2,...,p — 2} plati : I, N I, # () prave
vtedy, ked @ = b alebo a = b~! a vtedy plati, ze I, = I.

Uloha 167. Dokéite, 7e existuje % prvkov aq,...,a»—s takych, Ze plati
2

p—3
Uj:21 Iaj = {277]77 2}
al,, NIy, =0aki#j.

k
Uvazujte najmensie také k, ze |J I, = {2,...,p — 2} pre nejaké a1, ..., ay.
j=1

Uloha 168. Dokazte, ze
(p—2)!=1 (mod p).

(Navod: Pouzite ulohu 167.)
Uloha 169. Dokazte vetu 9.
Pouzitie Wilsonovej vety si ukdzeme na dokaze nasledujiiceho tvrdenia.

Tvrdenie. Nech p je neparne prvocislo a
1+5+-+

D=

Potom A = —1 (mod p).
Uloha A. Dokaite, ze ¢isla
st delitelné ¢islom p.
Uloha B. Dokazte tvrdenie.

Uloha C. Dokaite, 7e stidet 1+ 3 + -+ + - nie je celé &islo pre ziadne p.



