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"��
� �
��� '����$� �#������! �
��� τ, ϕ

 ��� ��	���� ��	��� ���
"��
� τ(n), ϕ(n)�

(��� n ∈ N� )���� �$������ τ(n) ��	��� ���
"��
� ��"�� �����	������
"#���! ����� �& 	�����*�� "#��
 n� +$�������$ �� ��	��� �
�����
�

τ(n) =
∑
d|n

1, (11)

�	� ���� ��
�������� ��� �,���$ 	������� d "#��
 n� (
,�� ��
��� ��	� �$�
	���
��	���� τ(n) ������� �
��������� �����
	� "#��
 n� (���-� �� ������� ��
����

������������ ������#! ������� ��	���$ ����� �
����� ��-����� �$�
	����

����� ��� (��� n = pα1
1 ...pαk

k �� �
������� �����
	 "#��
 n� )���� d|n ����� ���	$!
��.

d = pβ1
1 ...pβk

k ,

�	� 0 ≤ βi ≤ αi ��� i = 1, ..., k�

����� ��� (��� m,n ∈ N 
 (m,n) = 1� )���� �
�	� 	�����* "#��
 m · n �
 	�

��	����
"�� �$�
	��� � ��
�� d = d1d2! �	� d1|m 
 d2|n� (
��
�! 
� d1|m 
 d2|n!
����� d1d2|m · n�

����� �	� (��� m,n ∈ N 
 (m,n) = 1� )����
τ(m · n) = τ(m) · τ(n).

����� �
� (��� p �� ����"#��� 
 α ∈ N� /������! ��

τ(pα) = α + 1.

����� ��� (��� m1, ...,mk ∈ N 
 (mi,mj) = 1 ��� i �= j� )����

τ(m1...mk) = τ(m1)...τ(mk).
/�������

����� ��� (��� n = pα1
1 ...pαk

k �� �
������� �����
	 "#��
 n� )����

τ(n) = (α1 + 1)...(αk + 1).
/�������
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� ��� �
�	�m,n ∈ N
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��

(m,n) = 1 ⇒ f(m · n) = f(m) · f(n).

����� ��� ���� m1, ...,mk ∈ N � (mi,mj) = 1 ��� i �= j	 
���
 ��� 
��������������
����
������ ������� f �����

f(m1...mk) = f(m1)...f(mk).

�������	

�� f, g �� ��� ����
������ �������� ����
 ����
������ ������� h ������ � !�"
��


h(n) =
∑
d|n

f(d)g(
n

d
)

��� n ∈ N �� #��
� ����������	�
 ���	��
���
 ������� f, g � � ����$�
� $� �%
"
&���


h = f ∗ g.

�	
��

� �� �������� �� τ = E ∗ E� ��� E(n) = 1 ��� n = 1, 2, ...	

�	
��

� �� ���� f, g �� ���������� ����
������ �������	 �������� �� ��� s > 1 �����

( ∞∑
n=1

f(n)
ns

)
·
( ∞∑

n=1

g(n)
ns

)
=

∞∑
n=1

h(n)
ns

,

��� h = f ∗ g	

����� ��� �� f, g �� ��� ����
������ �������� ����


f ∗ g = g ∗ f.

�������	

����� ��� ���� f, g �� ��� 
�������������� ����
������ �������	 �� n ∈ N � p $�
���� ���������' ��� ����� ������ �� (p, n) = 1� ����
 ��� ����� α ∈ N �����

(f ∗ g)(npα) = (f ∗ g)(n)(f ∗ g)(pα).

�������	

����� ��� �� f, g �� ��� 
�������������� ����
������ �������� ����
 �$ f ∗ g $�

�������������� ����
������ �������	 �������	

(�����) 
������$�� 
���
������� ��������� ��
���� ����% *+	,

�� n $� ������ ��� ������ ����
 �%
&���
 σ(n) &���
� � ������! ����� $���
������-��	 .�����$�
� �� ����������)



��

σ(n) =
∑
d|n

d.

����� ��� �������	 �� σ 
� ��
���
�������� ����������� ��������

������� �������� ��	 �� σ = E ∗ i	 ��� E(n) = 1	 n = 1, 2, ... � i(n) = n	
n = 1, 2, ...	 E� ������� i �� ��
���
�������� ���������� �������� !������ �
�"� �#�$

����� ��� ���" n = pα1
1 ...pαk

k 
� ��������% ��&�
�� '��
� n� !����

σ(n) = p
α1+1
1 −1
p1−1 · ... · p

αk+1
k −1

pk−1 .

��������

������� !������ �
�"� �� � �
�"� �(� )*��'���
�� σ(pα) ��� ����'��
� p�$

���" ��� n ∈ N �*�+�
 σs(n) �&��'�
� ��'�� s,�%�" ������ ��
���-�� '��
� n�

����� ��� �������	 �� σs 
� ��
���
�������� ����������� ��������

����� �	� ���" n = pα1
1 ...pαk

k 
� ��������% ��&�
�� '��
� n� !���� ��� s �= 0

σs(n) = p
s(α1+1)
1 −1

ps
1−1 · ... · p

s(αk+1)
k −1

ps
k−1 .

��������

����� �
� ���" f 
� ��
���
�������� ����������� �������� !����

∑
d|n

f(d) =
k∏

i=1

αi∑
r=1

f(pr
i ),

��� n = pα1
1 ...pαk

k 
� ��������% ��&�
�� '��
� n� ��������

������� !������ �
�"� �# � �����'���.	 �� ������� E(n) = 1	 n ∈ N 
� ��
���,

���������$

����& �� +����� &��+���. ��������	 ���� 
� &���� ��� ��&��� ������� ���

�	
��� 
�
����� !������ ��
 �/���� �*��'���. "�����* ����������%�" �������	 ��
��&���� "�����* ��%�" ����������%�" �������� !������ ���&���� ������� 
������	
����� �&��'�
��� µ � ��0��
��� 
� ���
�������

���"

µ(1) = 1.

1� p1, ..., pk �� �/&�� ����'��
�	 �����
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µ(p1...pk) = (−1)k

� �� �����	
� a > 1� a ∈ N ����� 
� a2|n� �����
µ(n) = 0.

����� ��� ����
��� 
� µ 
� �	������������� �	������

����� ����	
�� �	����	 I �����������

I(n) = 1� �� n = 1,

I(n) = 0� �� n > 1.

����� ��� ����
��� 
� I 
� �	������������� �	������

����
  	���� �������! �	����	

E(n) = 1, n = 1, 2, ...

���� E 
� ����������� �	����� ����� 1�

����� �	� ����
��� 
�

I ∗ g = g = g ∗ I

��� ��
�" ����������" �	����	 g�

����� �
� ����
��� 
�

µ ∗ E = I.

#$����% &�	
��� "��'	 ���(

��
���
� �� ����
��� 
� ��� s > 1 �����
∞∑

n=1

1
ns

=
( ∞∑

n=1

µ(n)
ns

)−1

.

��
���
� �� ����
��� 
� ��� s > 1 �����
∞∑

n=1

1
ns

=
( ∏

p

(
1− 1

ps

))−1

.

����� ��� ����
��� 
�

(h1 ∗ h2) ∗ h3 = h1 ∗ (h2 ∗ h3)
��� )	 ���)�� ����������� �	����� h1, h2, h3�

���� 
� ���� g, h �� ��
����
��� �����
�� �����



��

h(n) =
∑
d|n

g(d)

����� ������ 	�


g(n) =
∑
d|n

µ(d)h(
n

d
).

��
�� ��� ������� 	��
 ��


��	��� ����� �� 
	������� �� ��	� ��	���� �������� �� h = E ∗ g� ��
��� ��
g = µ ∗ h � ��
��� � ��! "#� "� � "$�%

&��� � '� 
� ��������� ()*��	� ��	����� +���
 �� ,�' ��
����� �� 
������
�� 	-����� �.� �/���0�� 	���/� ��� ��	� 1
 ���	
 +
��/�
�

2� A '� ������� �������� ����� �!�*� �� |A| �����
'��� ����� ��	��	
������! A� 3���� �� �� �4���� 	!'����� |A| =

∑
a∈A

1� 2�� �
����- ����. �


	!��
�
'� ��	�! ������! A � ����
'��� '������!�
��/� n ∈ N� 5���� �!�*� �� ϕ(n) �����
'��� ����� ���������-/� ���� 

���6�/� � �*� ��	�-/� n� ����0 �� � ��� �� n ������ ���7�0� 8���� ��9��	���
��������/�� +
��/�
 ϕ ���-	��� �������� ��	
���� 5��������'��� �� 	 ��:��� ���� 
�� 	�7�� �4 ����� � ��
� (4���� '
 ���� 	!'����� 	������

ϕ(n) = |{k ≤ n : (n, k) = 1}|
� �*� ���� �������0

ϕ(n) =
∑

k≤n,(n,k)=1

1

��� ����0 n ∈ N�

& ��� ��
'�/�� ��.�� 
	������ �� ���� ������� �� �*��	��- 	-�����

��
�� ��� ��/� n, d ∈ N � d|n� 5���� ��� ����0 ���������0 ��� � k � ���

(k, n) = d ⇐⇒ k = k′d � ��� (k′, n
d ) = 1.

��������


��	��� 5�
���� 	��
 ; � � ��! <� � ���%

��
�� ���� ��/� n, d ∈ N � d|n� =������ Md = {k ≤ n : (n, k) = d}� �������� ��
|Md| = ϕ(n

d )�



��

����� ���� ���� ��� n, d ∈ N � d|n	 Md 
� ��
���� 
����
 ��� 
 ����� ����
�������	 ���

�� Md1 ∩Md2 = ∅ ��� d1 �= d2,

��
⋃
d|n

Md = {1, 2, . . . , n}�

����� ���� ���� n ∈ N� �������	 ��

∑
d|n

ϕ
(n

d

)
= n.

����� ��	� ���� n ∈ N� �������	 ��

∑
d|n

ϕ(d) = n.

����� ��
� ���� n ∈ N� �������	 ��

n
∑
d|n

µ(d)
d

= ϕ(n).

���
��� ���� �� !"� �
�  �
����� #��
���	 ���� 
��� $ � %���� � ���� ��& �����
�����

����� ���� ���� n ∈ N � n = pα1
1 ...pαk

k %� ����� ��� ������� '()�� n� ����


ϕ(n) = n
(
1− 1

p1

)
...

(
1− 1

pk

)
.

��������

��
��� ���� �� 
��� �� ���(
��)* �� �
�� ���% #���� �

h(n) =
∑
d|n

µ(d)
d

.

+�� �,��� ����� 
����� %� �������� �� ��
	 �� ���� �(
 ����
���% '(�)��%
�
-.��
�% 
��- ������
� 
��� �� ���(
��)* /�����
�% #���� � � 
-��'(��
� %�% ���0
���- 
 
��� ���� ��
�'()��� 1���� �,��� ��%��
� 
 ��)����%���% ��� �����
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������ ������
���� �� ���
 ����
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�� ������
	�



��

���� ��

lim
N→∞

1
N ���N

∑
n≤N

τ(n) = 1.

������ 	
� N = 1, 2, ... ���
�

∑
n≤N

τ(n) =
∑
n≤N

∑
d|N

1 =
∑

d≤N,k·d≤N

1.

	������� 
������ ��� ���
��� 
��� �� ��� n �����
��� � 
��
� k · d� ���� ���
�����

∑
n≤N

τ(n) =
∑
d≤N

∑
k≤N

d

1 =
∑
d≤N

[N

d

]
.

��� �������� �� [N
d ] = N

d − {N
d } � 0 ≤ {N

d } ≤ 1, ���
����� ������� � ���������


�����
�

∑
n≤N

τ(n) = N ·
∑
d≤N

1
d

+ EN ,

��� |EN | ≤ N � 	
�
� �
� N = 2, 3, ...

1
N · ���N =

∑
d≤N

1
d

���N
+

EN

N · ���N .

	������! �"�
��� �����
���� � ����� #
�"� �������� ��

lim
N→∞

∑
d≤N

1
d

���N
= 1. (∗)

$ ����
%����
� &��� �� 1
x �� 〈1;∞) ���
�����

1
d + 1

≤
∫ d+1

d

1
x

dx ≤ 1
d

� 
���
1

d+1 ≤ ���(d + 1)− ���d ≤ 1
d �

	� �"�
��� ���
�����

N−1∑
d=1

1
d + 1

≤ ���N − ���2 ≤
N−1∑
d=1

1
d
.
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� ������ ����	��
�� �
 	����	� �∗��

������� ����	���� ������	�� 
������� ������� 
� �� ��	���� �� ���
�����

����� ��� ∑
d≤N

1
d

��� �∗��
��������� ������ �� �� ������	� ������� ϕ(n)�  ���
��� ������! �������

��� ����������" �������� ��
�����
��
ϕ(n)

n �

���� ��

lim
N→∞

1
N

∑
n≤N

ϕ(n)
n

=
6
π2

.

#� �$��� ���
����� �	������ %� ������� &�������	�� ������� �� �������"' 
�

∞∑
d=1

1
n2

=
π2

6

� ���� ���(� �	������ % ��
��	���

∞∑
d=1

µ(d)
d2

=
6
π2

.

 $����

���(� !���� )*% ��
��	��� ��� N = 1, 2, ...

∑
n≤N

ϕ(n)
n

=
∑
n≤N

∑
d|N

µ(d)
d

. (∗∗)

����+�� ��� 	 �$���� 	��� , ����� �����

∑
n≤N

ϕ(n)
n

=
∑

k·d≤N

M(d)
d

=
∑
d≤N

∑
k≤N

d

µ(d)
d

=

=
∑
d≤N

[N

d

]µ(d)
d

= N ·
∑
d≤N

µ(d)
d2

−
∑
d≤N

{N

d

}µ(d)
d

.

-����� �����



��

∣∣∣ ∑
d≤N

{N

d

}µ(d)
d

∣∣∣ ≤ ∑
d≤N

1
d

� ����� ����� �∗� ����	
���

lim
N→∞

1
N

∑
d≤N

{N

d

}µ(d)
d

= 0.

� ��
� ����� �∗∗� ����	
��� 
��� ��

��������� ���	���

lim
N→∞

1
N2

N∑
n=1

ϕ(n) =
3
π2

.


