26

6. ARITMETICKE FUNKCIE

Funkcie definované na mnozine N budeme nazyvat aritmetické funkcie. V
tejto kapitole sa zozndmime s niektorymi jednoduchymi aritmetickymi funkciami a
ich vlastnostami. Ak f je aritmetickd funkcia, potom jej hodnotu v ¢isle n budeme
oznacovat symbolom f(n). V pripade, %e existuje pre dand aritmeticka funkciu
dohodnuté oznacenie, budeme ju oznacovat malym gréckym pismenom, napr. 7,
a jej hodnotu budeme oznacovat 7(n), p(n).

Nech n € N. Potom symbolom 7(n) budeme oznacovat pocet prirodzenych
¢isel, ktoré su delitelmi ¢isla n. Symbolicky to budeme zapisovat

T(n)=>_1, (11)

d|n
kde sumu realizujeme cez vSetky delitele d ¢isla n. NaSou snahou bude vyjadrit
hodnotu 7(n) pomocou kanonického rozkladu ¢isla n. Neskor si ukdzeme viacero
aritmetickych funkcii, ktorych hodnoty vieme takymto spésobom vyjadrit.

Uloha 78. Nech n = p{*...p¢* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom d|n prave vtedy,
ked

d:pll...pgk,
kde 0 < 3; <a;prei=1,.. k.

Uloha 79. Nech m,n € N a (m,n) = 1. Potom kazdy delitel ¢isla m - n sa da
jednoznatne vyjadrit v tvare d = dyda, kde di|m a da|n. Naviac, ak di|m a da|n,
potom dida|m - n.

Uloha 80. Nech m,n € N a (m,n) = 1. Potom

7(m-n) =7(m)-7(n).

Uloha 81. Nech p je prvocislo a a € N. Dokazte, ze
T(p*) = a+ 1.

Uloha 82. Nech my,...,m; € N a (m;,m;) =1 pre i # j. Potom
7(my..my) = 7(my)...7(my).
Dokazte.

Uloha 83. Nech n = p{* ...pp* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom
T(n) = (a1 + 1)...(ax + 1).
Dokéazte.

Aritmeticka funkciu f budeme nazyvat multiplikativna, ak pre kazdé m,n € N
plati
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(m,n) =1= f(m-n) = f(m)-f(n).

Uloha 84. Nech my, ..., m; € Na (m;, m;) = 1 pre i # j. Potom pre multiplikativnu
aritmeticka funkciu f plati

flmy..mg) = f(my)...f(mg).
Dokazte.

Ak f, g st dve aritmetické funkcie, potom aritmetickd funkciu h uréenu vzta-
hom

h(n) = 3" f(d)g(%)
d|n

pre n € N nazyvame dirichletovou konvoliciou funkcii f,g a oznacujeme ju sym-
bolom

h=f=xg.
Cviéenie 1. Dokazte, 7e 7 = E« E, kde E(n) =1 pren=1,2,....

Cviéenie 2. Nech f, g sti ohranic¢ené aritmetické funkcie. Dokézte, Ze pre s > 1 plati

(5 10)- (S -5

n= n=1

kde h = f x g.

Uloha 85. Ak f,g su dve aritmetické funkcie, potom

fxg=g=*f.
Dokéazte.

Uloha 86. Nech f, g su dve multiplikativne aritmetické funkcie. Ak n € N a p je
také prvoéislo, pre ktoré plati, ze (p,n) = 1, potom pre kazdé « € N plati

(fxg)(np®) = (f * g)(n)(f * 9)(p®)-

Dokézte.

Uloha 87. Ak f,g st dve multiplikativne aritmetické funkcie, potom aj f % g je
multiplikativna aritmetickd funkcia. Dokéazte.

(Navod: Postupujte matematickou indukciou pomocou tlohy 86.)
Ak n je prirodzené ¢islo, potom symbolom o(n) budeme oznacovat stucet jeho
delitelov. Zapisujeme to nasledovne:
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o(n) = Z d.

d|n

Uloha 88. Dokazte, ze o je multiplikativna aritmeticka funkcia.

(Navod: Uvedomte si, ze 0 = E %14, kde E(n) = 1, n = 1,2,... a i(n) = n,
n=1,2, ..., E. TaktieZ i st multiplikativne aritmetické funkcie. PouzZite ilohu 87.)

Uloha 89. Nech n = p§'...p¢* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom

plalJrl_l p:kJrl_l
o(n)==— .. —

Dokézte.
(Navod: Pouzite tilohu 88 a tilohu 84. Vypocitajte o(p®) pre prvodislo p.)

Nech pre n € N symbol o4(n) oznacuje sucet s-tych mocnin delitelov &isla n.
Uloha 90. Dokaizte, 7e o, je multiplikativna aritmeticka funkcia.

Uloha 91. Nech n = p§'...pY* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom pre s # 0
pi@(a1+1)71 pz(ak+1)71

O's(n) = pi—1 pi—1

Dokazte.

Uloha 92. Nech f je multiplikativna aritmeticka funkcia. Potom

k oy
S @ =112 r@h,

d|n i=1r=1

kde n = p{*...pp* je kanonicky rozklad ¢isla n. Dokéazte.

(Navod: Pouzite tlohu 87 a skuto¢nost, 7e funkcia E(n) = 1, n € N je multip-
likativna.)

Teraz sa budeme zaoberat tvrdenim, ktoré je zname pod nazvom Mdébiova in-
verznd formula. Pomocou nej mozeme vypocitat hodnoty aritmetickych funkcii, ak
poznédme hodnoty inych aritmetickych funkcii. PouZiva takzvana Mébiovu funkciu,
ktoru oznacujeme p a definujeme ju nasledovne.

Nech

p(1) =1.
Ak pq, ..., pi st rozne prvocisla, potom



29

w(p1...pr) = (*Uk

a ak existuje a > 1, a € N také, ze a?|n, potom
p(n) = 0.

Uloha 93. Dokaizte, 7e u je multiplikativna funkcia.

Teraz definujme funkciu I nasledovne.
In)=1,akn=1,
I(n)=0,akn>1.

Uloha 94. Dokazte, ze I je multiplikativna funkcia.

Dalej budeme definovat funkciu
En)=1, n=12,..

Teda E je aritmeticka funkcia rovna 1.

Uloha 95. Dokazte, ze
Ixg=g=gx1

pre kazdua aritmetickt funkciu g.

Uloha 96. Dokazte, 7e
wxE=1.

(Navod: Pouzite tlohu 92.)

Cvidenie 3. Dokazte, 7ze pre s > 1 plati

> o= ()
n=1 ° n=1 n’
Cvidenie 4. Dokazte, 7ze pre s > 1 plati
=1 1\ !
> = (-5)
n=1 P P

Uloha 97. Dokazte, ze
(h1 % ha) * hg = hy * (ha * h3)

pre I'ubovolné aritmetické funkcie hq, ha, hs.

Veta 6. Nech g, h si aritmetické funkcie. Potom
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h(n) = g(d)

d|n

prave vtedy, ked’
n
o) = S (™).
d|n

Uloha 98. Dokazte vetu 6.

(Néavod: Stadi si uvedomit, 7e prva rovnost znamené, 7e h = F x g, druha, 7e
g = p* h a pouzit dlohy 95, 96 a 97.)

Veta 6 je uz spominand Mdbiova inverzna formula. Jej pouZitie si ukazeme
na vypocte explicitného vzorca pre tzv. Eulerovu funkciu.
Ak A je konetna mnozina, potom symbolom |A| oznac¢ujeme pocet prvkov
mnoziny A. Formalne to mozeme vyjadrit |A] = > 1. Ako sumacny index tu
acA
vystupujd prvky mnoZiny A a s¢itujeme jednotky. ©
Nech n € N. Potom symbolom ¢(n) oznatujeme pocet prirodzenych ¢isel
mensich alebo rovnych n, ktoré su s ¢islom n nestudelitelné. Takto definovant
aritmeticka funkciu ¢ nazyvame Eulerova funkcia. Poznamenajme, 7e v teérii ¢isel
méa velmi dolezitu tulohu. MéZeme ju teda vyjadrit vztahom
o(n) =k <n:(nk) =1}

alebo inak zapisané

pre kazdé n € N.
V nasledujiacom texte uvidime, Ze tdto mnozina méa obrovsky vyznam.

Uloha 99. Nech n,d € N a d|n. Potom pre kazdé prirodzené ¢islo k plati
(k,n) =d<=k=Fkd ,kde (K,5)=1
Dokazte.

(Néavod: Pouzite vetu 2 a tulohy 16 a 30.)

Uloha 100. Nech n,d € N a d|n. Oznacme My = {k < n : (n,k) = d}. Dokaite, ze
|Ma| = ¢(5)-
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Uloha 101. Nech pre n,d € N a d|n, My ma rovnaky vyznam ako v tlohe 100.
Dokazte, 7e:

a) My, N My, =0 pre di # da,
b) U Mg =1{1,2,...,n}.

d|n
Uloha 102. Nech n € N. Dokézte, Ze

d|n

Uloha 103. Nech n € N. Dokazte, ze

Z o(d) =n.

d|n

Uloha 104. Nech n € N. Dokazte, 7e

nz @ = ¢(n).
d|n

(Navod: Pouzite Mobiovu inverznt formulu, teda vetu 6 a jednu z tloh 102 alebo
103.)

Uloha 105. Nech n e Nan = pit...py" je kanonicky rozklad éisla n. Potom

p(n) = n(l - pil)(l - p%)

Néavod: Pouzite multiplikativnost aritmetickej funkcie
p(d)
d|n

Iny dokaz tohto vzorca je zaloZeny na tom, Ze pouZzitim takzvanej c¢inskej
zvyskovej vety dokdZzeme multiplikativnost Eulerovej funkcie a vypocitame jej hod-
noty v mocninich prvocisel. Tento dokaz ndjdeme v nasledujticej kapitole.

Dokazte.

Spominané aritmetické funkcie sa sprdivaji dost nepravidelne, ¢o siuvisi s
rozloZenim prvocisel, resp. s kanonickym rozkladom. Elementdrne sa vSak daji
odvodit niektoré limitné rovnosti.



32

Veta A. )
li =1.
NES NlogN n;NT(n)

Dékaz. Pre N = 1,2, ... plati

ZT(n)zZZl: Z 1.

n<N n<N d|N d<N,k-d<N

Posledni rovnost sme dostali tak, Ze sme n vyjadrili v tvare k - d. Teda dostdvame

PIEOED S IEED BicIE

n<N d<N kg% d<N

Ked wodzime, Ze [5] =25 — (&} a0 < {5} <1, dostdvame nakoniec z poslednej
rovnosti

S rm) =N Y 3+ B,

n<N d<N
kde |Enx| < N. Preto pre N =23, ...

1
1 _dv En
N -logN  logN ~ N -logN’

Posledniyj scitanec konverguje k nule. Staci dokdzat, Ze

1

lim =Y
N—oo logN

=1. (%)

Z monotdnnosti funkcie L na (1;00) dostdvame

1 /d+11
< —dx <
d+1=J, 2~

ISHE

a teda
5 < log(d +1) — logd < 3.
Po scitani dostdvame

N1
et d+1

SHE

N-1
< logN — log2 < Z
d=1
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Z tijchto nerovnosti uz vyplgva (x).

Pomocou takzvanej Eulerovej sumacnej formuly sa dd odvodit aj presnejsi

odhad pre
Z 1
d
d<N

ako (x).
Predmetom zdujmu je aj Eulerova funkcia o(n). DokdZeme limitni formulu

pre aritmetické priemery postupnosti L(nn).

Veta B.

Jm SO

n<N

Na dokaz pouzZijeme cvicenie 4. Pomocou Fourierovej analijzy je dokdzané, Ze

(V]

nz 6
d=1
a teda podla cvidenia 4 dostdvame
youd _ 6
2 2
d=1
Dokaz.

Podla ilohy 104 dostdvame pre N = 1,2, ...

7;
&
—~
*
*
~—

PR

n<N

Podobne ako v dokaze vety A potom plati

o) <~ M) ud)
Pl D R b

n
n<N k-d<N d<N g<X

_C;V[N}@_N'KNMM) _d<N{Jc\lf}u(d).

Urcite plati
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Z toho podla (x*) dostdvame vetu B.

Cvicenie. Dokdzte



