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5. PYTAGOROVSKE TROJUHOLNIKY

Uvazujme pravouhly trojuholnik so stranami, ktoré maju celo¢iselna dizku.
Nech z,y st odvesny tohto trojuholnika a z je prepona tohto trojuholnika. Z
Pytagorovej vety vyplyva, Ze plati vztah

2?4+ y? =22 9)

Vidime, Z%e ak chceme najst vSetky Pytagorovské trojuholniky, staci néjst
vietky rieSenia diofantickej rovnice (9) s neznamymi x,y, z. Trojicu celych klad-
nych &isel {x,y, z} budeme nazyvat pytagorovskgm trojuholnikom, ak spliia rovnicu
(9). Takto sme geometricku predstavu transformovali do jazyka ¢isel a odteraz pri
rieSeni tohto problému budeme pracovat iba s ¢islami.

Uloha 67. Ak {z,v, z} je pytagorovsky trojuholnik, potom aspoii jedno z &isel x,y
je parne. Dokéazte.
(Navod: Pouzite tlohu 66.)

Najskor dokdzeme, Ze existuje nekonecne vela pytagorovskych trojuholnikov.

Uloha 68. Dokaizte, 7e trojica {3n,4n,5n} pre n = 1,2,... je vzdy pytagorovskym
trojuholnikom.

Teraz budeme hladat vietky pytagorovské trojuholniky.

Trojicu {z,y, z} budeme nazyvat primitivnym pytagorovskgm trojuholnikom,
ak je pytagorovskym trojuholnikom a ak (z,y,z) = 1.

Uloha 69. Dokézte, Ze pytagorovsky trojuholnik {x, v, z} je primitivny pytagorovsky
trojuholnik prave vtedy, ked (z,y) =1 alebo (z,z) =1 alebo (y, z) = 1.

Teraz si ukazeme jedno jednoduché pomocné tvrdenie.

Uloha 70. Nech z,y, z su prirodzené &isla. Potom

€T Yy z —
(G Gw Gwe) = L
(Navod: Pouzite ulohu 16.)

Ulohu si najskor zredukujeme na hladanie primitivnych pytagorovskych tro-
juholnikov. Ich vlastnosti st obsahom nasledujtcej tlohy.

Uloha 71.
a) Ak {z,y, 2z} je primitivny pytagorovsky trojuholnik, potom prave jedno 7z ¢isel
T,y je parne.
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b) Ak {z,y,z} je pytagorovsky trojuholnik a a € N, potom aj {az,ay,az} je
pytagorovsky trojuholnik.

c) Kazdy pytagorovsky trojuholnik mozeme vyjadrit v tvare {az,ay,az}, kde
{z,y, 2z} je primitivny pytagorovsky trojuholnik.

(Navod: Na dokaz ¢asti a) pouzite ulohu 66.)

Nech z je parne. Rovnicu (9) si moZeme transformovat na tvar

(z—x)(z+ ) =92 (10)

Teraz je vhodné pripomenut si tlohu 37. Aby sme ju mohli pouZit, musime
dokazat nasledujticu tlohu.

Uloha 72. Ak {x,y, 2} je primitivny pytagorovsky trojuholnik, potom
(z—z,z+z)=1

Dokazte.

(Néavod: Cisla z — z, z 4+ x st podl'a tlohy 71 neparne a ich delitel deli aj ich stcet

a rozdiel.)

Uloha 73. Nech {z,y, 2z} je primitivny pytagorovsky trojuholnik. Potom existujt
také prirodzené ¢isla uq, vy, ze plati

2 2 2 2
uy—v ui+v
T = 12 lgy_ulvl72_ 12 1'

Uloha 74. Nech uy, v, st &isla 7 alohy 73. Dokazte, 7e 2|u; — vy.

Uloha 75. Nech {z,y, 2z} je primitivny pytagorovsky trojuholnik a nech 2|x. Potom
existuju prirodzené ¢isla u, v také, ze plati

x=2uv, y =u? -2, z=u?+ 0%

(Navod: Pouzite uy — v1 = 2v,u1 + v1 = 2u, pretoze podla tlohy 74 st to péarne
Cisla.)

Uloha 76. Nech {z,y, z} je primitivny pytagorovsky trojuholnik a pre prirodzené
¢isla u, v plati

= 2uv, y=u® -2, z=u?+ 0%

Potom (u,v) = 1. Dokazte.

Uloha 77. Dokazte, 7e kazdy pytagorovsky trojuholnik {z,y, 2} mézeme vyjadrit
v tvare

r = 2auv, y = a(u?® —v?), z = a(u? + v?),
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kde a,u,v € N a (u,v) = 1.
(Navod: Pouzite tlohu 76 a ulohu 70.)

Cvidenie. Rieste diofanticka rovnicu

V minulosti sa vyskytol problém, ako riesit diofantickd rovnicu
pre n > 2. Pre niektoré n, napriklad pre n = 3, bolo uZ ddvno dokdzané, Ze tdto
rovnica nemd netrividlne rie§enie, teda také, Ze © > 0,y > 0,z > 0. Problém
neexistencie rieSenia tejto rovnice pre n > 2 je zndmy pod ndzvom Fermatova
hypotéza. Tdto hypotéza bola pomenovand podla francizskeho matematika Pierre
Fermata, ktory ju uviedol ako prvy. Viac ako 300 rokov nebola tdto hypotéza ani

dokdzand, ani vyvrdtend. AZ v roku 1995 ju definitivne dokdzal anglicky matematik
John Wiles.



