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23. MOCNINOVE ROZVOJE REALNYCH CiSEL

V zavere¢nej kapitole tychto u¢ebnych textov sa budeme venovat rozvoju real-
neho ¢isla do tvaru mocninového radu, teda takzvanym g- adickym rozvojom. Ich
Specidlnym pripadom st dekadické rozvoje, v ktorych g = 10. DokaZeme existen-
ciu tohto rozvoja pre kazdé reélne ¢islo a pomocou vysledkov zo siedmej kapitoly
si ukdzeme kritéria racionality a iracionality. Budeme sa zaoberat iba kladnymi
redlnymi ¢islami.

Kazdé reélne ¢islo mozeme vyjadrit v tvare

a=[a] + {a}. (38)

Preto najskor vyrieSsime pripad prirodzenych ¢isel a potom ¢&isel patriacich do in-
tervalu [0, 1). DokaZzeme nasledujice tvrdenie.

Veta 31. Nech g € N\ {1}. Potom kazdé prirodzené &islo ¢ mézeme jednoznaéne
vyjadrit v tvare

a=cpg" +..+c19+ co, (39)
kde 0 <¢; < g,i=0,...,n.

Rozvoj (39) nazyvame g-adickgym rozvojom ¢isla a. Najprv matematickou
indukciou dokazeme jeho existenciu.

Uloha 540. Dokate, 7e kazdeé ¢islo a € [0, g) sa da vyjadrit v tvare (39).

Uloha 541. Ak a € [¢""', g"), potom
a =adg+r
kde a’ € [¢"2,g""1),0<r < g.

Uloha 542. Dokazte matematickou indukciou vzhladom na n, kde a € [¢"*, g")
existenciu vyjadrenia (39) pomocou uloh 540 a 541.

Este je potrebné dokazat jednoznacnost koeficientov ¢; vo vztahu (39).

Uloha 543. Nech a ma tvar (39). Dokazte, Ze
a mod ¢ = ¢j_1¢ "+ ...+

pre 5 =0,...,n.

Uloha 544. Nech a ma tvar (39). Dokéazte, Ze
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cj = L;%] mod g
pre 5 =0,...,n.

Pretoze zvysok je uréeny jednozna¢ne, tloha 544 nam zarucuje jednoznacnost
rozvoja (39). Tento rozvoj oznacujeme aj a = (Cp...Co)gq-

Uloha 545. Dokazte, 7e vo vyjadreni (39) plati
en+ ...+ c=a (mod g—1).

Uloha 546. Pomocou tilohy 545 dokazte, Ze pre d|g — 1 plati
dla < d|cp + ... + co.

Vidime, Ze tiloha 546 je zovSeobecnenim znAmych kritérii delitelnosti ¢is-
lami 3 a 9 pomocou dekadického rozvoja. Podobne zovSeobecnime aj kritérium
delitelnosti 11.

Uloha 547. Nech a = (cy...co),. Potom
(cotea+...)—(c1+c3+...) =a (mod g+ 1).
Dokazte.

Uloha 548. Pomocou tilohy 547 dokazte, Ze pre d|g + 1 plati
dla <= d|(co+c2+...)—(c1+c3+...).

Teraz si ukdZeme eSte jedno trividlne kritérium, ktoré je analégiou kritérii
delitelnosti 2 a 5.

Uloha 549. Dokazte, ze pre d|g plati
dla <= d|co,

ak a = (cp...co)g-
Teraz prejdeme k otazke rozvoja ¢isla a € [0,1).
Veta 32. Nech g € N\ {1}. Pre kazdé « € [0, 1) existuji také jednoznaéne urcéené

prirodzené ¢&isla c¢;,i = 1,2, ..., ze 0 < ¢; < g, pre nekoneéne vel'a i plati 0 < ¢; <
g—1la

a=Y = (40)



127

Podmienka 0 < ¢; < g — 1 je pre nekonecne vela i nutnd, aby sme za-
chovali jednozna¢nost vyjadrenia. To mézeme vidiet na priklade 1 = 0,999999....
Vychodiskom pri dokaze bude nasledujiica tloha.

Uloha 550. Dokazte, Ze Gislo o € [0,1) mozeme vyjadrif v tvare

(Navod: Zvolte si ¢ = [ag], o = {ag}.)

Uloha 551. Pomocou tilohy 550 dok4zte matematickou indukciou, 7e existuje také
postupnost ¢isel {¢,}, 26 0 < ¢, < g a

QR
3

oz:z%—l—

i=1

S

kde o, € 0,1) pre n = 1,2, ....

Uloha 552. Dokazte, ze

Uloha 553. Dokéite, ze

g—1 __ 1
gt gl

o

1=y

Uloha 554. Nech ¢;_; # g — 1 a ¢, = g — 1 pre n > j. Dokéite, ze

gL
‘0

=2 +1
i C; Cj—1
gé = § g% + Jgf—l .
L =1

?

Il
-

Tym sme dokézali existenénu cast tvrdenia. Teraz budeme dokazovat jed-
nozna¢nost. Budeme pouzivat podmienku, ze 0 < ¢; < g — 1 pre nekoneéne vela
i.

Uloha 555. Nech o ma vyjadrenie (40). Dokazte, Ze

n—1 _ &S Ci
{9 af = gionFI

i=n

Uloha 556 Dokaite, 7e

cn=lg{g" ta}], n=1,2,.... (41)
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Ulohou 556 sme dokazali jednoznacnost rozvoja (40). Naviac, ziskali sme
explicitny vzorec pre vypocet ¢isel ¢,. Tento vzorec budeme pouzivat na charak-
terizdciu racionalnosti a iracionalnosti ¢isla a pomocou jeho g—adického rozvoja.

Uvedomme si, ze v pripade dekadického rozvoja nadm tlohy 555 a 556 pripomi-
naju dobre znamy fakt, ze ak ¢islo vyndsobime mocninou desiatky, jeho dekadicky
zapis je rovnaky, iba sa v iom zmeni poloha desatinnej ¢iarky.

Rozvoj (40) nazyvame periodicky, ak existuju také prirodzené Cisla m, j, Ze

. m

pre vietky n > m plati ¢, = ¢;4;. Usek >
i=1

1=

% nazyvame predperiddou.

Veta 33. Cislo a s rozvojom (40) je racionalne prave vtedy, ak jeho rozvoj (40) je
periodicky.

Uloha 557. Dokazte, 7e ak je rozvoj (40) periodicky, potom « je racionalne ¢islo.
Uloha 558. Nech o = 5 ma4 rozvoj (40). Dokéazte, 7e
cn = |2(g"p mod Q)]
Uloha 559.
a) Dokazte, 7e existuji také prirodzené ¢isla m, j, ze ¢™p = g™ p (mod q).
b) Dokaite, 7e pre vietky n > m plati g"p = ¢"*p (mod q).

Uloha 560. Dokazte vetu 33.

Rozvoj (40) nazyvame rijdzo periodicky, ak ¢, = c¢,1; pre vietky n=1,2, ...,
teda ak nemé predperidédu.

Uloha 561. Cislo o = %, (p,q) = 1 mé rydzo periodicky rozvoj (40) prave vtedy,
ked (q,g) = 1. Dokézte.

(Navod: Pouzite tlohy 558, 559 a 109).

Rozvoj (40) nazyvame koneény, ak existuje také prirodzené &islo m, 7e ¢, = 0
pre vietky n > m.

Uloha 562. Cislo v = g, (p,q) = 1 ma konetny rozvoj (40) prave vtedy, ked ¢|g"

pre nejaké n. Dokézte.
(Néavod: Pouzite ulohy 521 a 7.)
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Komplexné ¢&islo « sa nazgva algebrické, ak existuje polynom f(x) s celocisel-
nymi koeficientami, st(f(x)) > 1 taky, Ze f(a) = 0.

Algebrické ¢islo a sa nazjva algebrické ¢islo stuptia n, kde n € N, ak existuje
polynom. f(x) s celociselngmi koeficientami stupria n taky, Ze f(a) =0 a pre kazdy
polynom s celociselngmi koeficientami g(x), ktory nie je konStantny a jeho stuperi
je mensi ako n plati g(a) # 0. Napriklad /2 je algebrické cislo stupria 2. Cislo,
ktoré nie je algebrické, sa nazjva transcendentné.

7 hladiska tedrie mnoZin je transcendentnich c¢isel naprostd vicsina, kjym
algebrické ¢isla tvoria zanedbatelné vynimky. Ind otdzka je ndjst transcendentné
¢islo. To je mieco tazsie. Jeden zo spésobov, ako to urobit, nam ddva nasledujici
vijsledok.

Veta 34. Nech o je redlne algebrické ¢islo stuptia n,n > 2. Potom existuje takd
konstanta ¢ > 0, Ze pre kaZdé p,q € Z,q > 1 plati

o -2 > &

Dékaz. Nech f(x) je polynom s celodiselnymi koeficientami stupria n taky, Ze
f(a) =0. Nech p,q € Z,q > 1. Podla vety o strednej hodnote plati

F(2) = f(a) = F1OE - ),

kde & sa nachddza medzi o a 2. Ale f(a) =0 a teda z f(£) = f(a) = f'()(5 — )
dostdvame

FE) = 1£/(©)] - o 2].

Cislo o nie je korefiom Ziadneho polynomu s celociselnymi koeficientami stupiia

mensieho ako n a teda f(L) # 0 (preco?). Hodnotu f(2) mozeme teda vyjadrit v

tvare %,A €Z,A#0. Preto |f(L)] = qin. ZIfE) =[]l —E| dostavame
PO a2 > L.

Polozme M = max{|f(s)[;s € (« —1,a +1)}. Potom pre L € (o — 1,0+ 1) plati

L
n

_ b €
la = 1= 273

a pre 1;1 Z{a—1,a+1) plati

la=2[>1> 5.
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Teda ak c = min{;,1} dostdvame vetu 3. O

Dokdzany vysledok teraz pouZijeme na konstrukciu transcendentného cisla.
Polozme

= _1
a= 2 -
k=1

Predpokladajme, Ze « je algebrické &islo stuptia n. Urcdite n > 1. Potom podla vety
34 existuje c > 0, Ze

la—21> &.p,g€Zg>1.

K
Oznacme 2—’; =3 1&k!. Potom moézeme predpokladat, Ze qx = 105" a teda
k=1

|Ot* %' > 1051{!-

7 druhej strany

a teda

c 2
ot < orRTOT-

Po dprave dostaneme

2.10™ !
c< 10(KFD!

a pre K — oo dostdivame ¢ =0, ¢o je spor.

Cviéenie. Dokazte, ze algebrické ¢islo stupna 1 je racionélne.



