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α = [α] + {α}. (38)

+���� 

���*� �$���#��� ����
� ��������
��� 	���� 
 ����� 	���� �
���
���� �� �
�
����
�� [0, 1)! &���'��� 

������%�� �����
��!

���� ��� ���	 g ∈ N \ {1}� 
���� 
���� ���������� ����� a ������ �����������
�������� � �����

a = cngn + ... + c1g + c0, (39)


�� 0 ≤ ci < g, i = 0, ..., n!
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���
�� g�������� �������� 	���
 a! 1
���� �
���
������
�
������� ����'��� ���� ������
���!

���	�  !"� &���'�� '� �
'�� 	���� a ∈ [0, g) �
 �� �$�
���� � ��
�� -./0!

���	�  !�� 2� a ∈ [gn−1, gn) �����

a = a′g + r

��� a′ ∈ [gn−2, gn−1), 0 ≤ r < g!

���	�  !#� &���'�� �
���
������ �
������� ���3
��� 

 n ��� a ∈ [gn−1, gn)
������
��� �$�
���
�
 -./0 ������� %��� �45 
 �4�!

6#�� �� ������
� �����
� ���
��

	
��� ���7���
��� ci �� ���
�� -./0!

���	�  !�� 1��� a �� ��
� -./0! &���'�� '�

a mod gj = cj−1g
j−1 + ... + c0

��� j = 0, ..., n!

���	�  !!� 1��� a �� ��
� -./0! &���'�� '�



���

cj =
[

a
gj

]
mod g

��� j = 0, ..., n�

����	
� ��
�	� �� ������ ����	������� ��	�� ��� ��� �������� ����	�����	� 
�	��	�� !"#$� %���	 �	��	� 	��������� �� a = (cn...c0)g�

����� ���� &	��
��� 
� �	 �
������' !"#$ ����'

cn + ... + c0 ≡ a (mod g − 1).

����� ���� �	�	(	� ��	�
 ��� �	��
��� 
� ��� d|g − 1 ����'

d|a ⇐⇒ d|cn + ... + c0.

)*�'��� 
� ��	�� ��� �� �	���	+�(���'� ����
(� ��*�,�*' ���*��-�	��* �'�.
���* " � # �	�	(	� �����*(�,�	 �	��	��� �	�	+�� �	���	+�(�'�� �� ��*�,�*��
���*��-�	��* ���

����� ��	� /�(� a = (cn...c0)g� �	�	�

(c0 + c2 + ...)− (c1 + c3 + ...) ≡ a (mod g + 1).

&	��
���

����� ��
� �	�	(	� ��	�
 ��0 �	��
��� 
� ��� d|g + 1 ����'

d|a ⇐⇒ d|(c0 + c2 + ...)− (c1 + c3 + ...).

%���� �* ���
��� ���� ����	 ��*�*���� ��*�,�*��� ��	�, �� ����12*	� ��*�,�*'
���*��-�	��* � � ��

����� ���� &	��
��� 
� ��� d|g ����'

d|a ⇐⇒ d|c0,

�� a = (cn...c0)g�

%���� �������� � 	����� �	��	�� �'��� α ∈ [0, 1)�

�
�� ��� �
�� g ∈ N \ {1}� ��
 ����� α ∈ [0, 1) 
������� ���� �
��� ��!�
 ��!
��
"����� 
�� !#��� ci, i = 1, 2, ...$ �
 0 ≤ ci < g$ "�
 �
���
!�
 %
&� i "���# 0 ≤ ci <
g − 1 �

α =
∞∑

i=1

ci

gi
. (40)



���

������	
� 0 ≤ ci < g − 1 �� 
�� 	�
�	��	� ���� i 	��	�� ��� ��� ���
������� ���	��	��	��� �������	���  � �!"��� ������ 	� 
�#
���� 1 = 0, 999999...�
$%������
�� 
�� �!
��� ���� 	�������&�� &�����

����� ���� '�
�"��� "� �#��� α ∈ [0, 1) �!"��� �������� � �����

α = c
g + α′

g , 0 ≤ c < g, α′ ∈ [0, 1).

()����* +����� �� c = [αg], α′ = {αg}�,

����� ���� ������� &���� --. ��
�"�� ���������
�� �	��
����� "� �/������ ��
�

����
	��� �#��� {cn}� "� 0 ≤ cn < g �

α =
n∑

i=1

ci

gi + α′n
gn


�� α′n ∈ [0, 1) 
�� n = 1, 2, ...�

����� ��	� '�
�"��� "�

α =
∞∑

i=1

ci

gi .

����� ��
� '�
�"��� "�

∞∑
i=j

g−1
gi = 1

gj−1 .

����� ���� )��� cj−1 �= g − 1 � cn = g − 1 
�� n ≥ j� '�
�"��� "�

∞∑
i=1

ci

gi =
j−2∑
i=1

ci

gi + cj−1+1
gj−1 .

 %� ��� ��
����� �/����	�	& ���� �����	���  ���� ������ ��
������ ����
	��	��	���� 0����� 
��"#��� 
�����	
�� "� 0 ≤ ci < g − 1 
�� 	�
�	��	� ����
i�

����� ���� )��� α �� �������	�� (1.,� '�
�"��� "�

{gn−1α} =
∞∑

i=n

ci

gi−n+1 .

����� ��� '�
�"��� "�

cn = [g{gn−1α}], n = 1, 2, .... (41)



���

������ ��	 
�� 
������� ��
��������
� ������� ����� ������ �!
���� 
��
�"#����$�% ������ #�� �%#���$ �!
�� cn� &��$� ������ '�
��� #��(!��� �� ������)
$�������� ����������
$� � �����������
$� �!
�� α #������ ���� g−�
���*�� ��������

+��
���� 
� (� � #�!#�
� 
���
���*�� ������� ��� ,���- ��� � ��	 #��#��!)
���, 
�'�� ����- .��$ (� �� �!
�� �-��
�'!�� �������� 
�
��$�- ���� 
���
���%
��#�
 �� ������% �'� 
� � /�� ����! #����� 
�
�$����� �����-�

0����� ���� ���%���� ���������� �� �"�
$��, $��* #����
���* �!
�� m, j (�

#�� �1�$�- n > m #��$! cn = cn+j � �
��
m∑

i=1

ci

gi ���%���� ��������	��
�

���� ��� ���	
 α � �
�

�
� ���� �� ����
��	�� ���
� 
����� �� ���
 �
�

� ���� ��
����
������

�	
��   !� 2���($� (� �� �� ������ ���� #����
���% #�$�� α �� ���������� �!
���

�	
��   "� ���� α = p
q �� ������ ����� 2���($� (�

cn =
[

g
q (gnp mod q)

]
.

�	
��   #�
�� 2���($� (� �"�
$��, $��* #����
���* �!
�� m, j (� gmp ≡ gm+jp (mod q)�
'� 2���($� (� #�� �1�$�- n ≥ m #��$! gnp ≡ gn+jp (mod q)�

�	
��  $�� 2���($� ��$� 33�

0����� ���� ���%���� ����� ���������� �� cn = cn+j #�� �1�$�- n = 1, 2, ... 
$�
� �� ���� #��
#���4
��

�	
��  $%� 5!
�� α = p
q , (p, q) = 1 �� �%
�� #����
���% ������ ���� #���� �$�
- 

��6 (q, g) = 1� 2���($��

�����
7 8��(�$� ,���- ��� ��9 � ��9��

0����� ���� ���%���� ����
�� �� �"�
$��� $��* #����
���* �!
�� m (� cn = 0
#�� �1�$�- n > m�

�	
��  $&� 5!
�� α = p
q , (p, q) = 1 �� ������% ������ ���� #���� �$�
- ��6 q|gn

#�� �����* n� 2���($��
�����
7 8��(�$� ,���- ��� � :��

−−−−−−−−−−−



���

��������� 	
��� α �� ��
��� ���������	� �� �������� ������� f(x) � ����	
����
���� ������������� st(f(x)) ≥ 1 ����� �� f(α) = 0�

���������� 	
��� α �� ��
��� ���������	 
���
 ������ n� � � n ∈ N� �� ��������
������� f(x) � ����	
������� ������������ ����!� n ����� �� f(α) = 0 � ��� ��� �
������� � ����	
������� ������������ g(x)� ����� ��� �� ���"������ � ��#� �����!
�� ���"
 ��� n ����
 g(α) �= 0� $���
��� 

√
2 �� ���������� 	
��� ����!� %� &
����

����� ��� �� ����������� �� ��
��� �������������	�

' #(� ���� ��)��� ����
� �� �������� ������# 	
��� �������* �+	"���� ���
���������� 	
��� ������ 
��� ����(�� �������� ,�* ��*
�� �� �*��- �������� �����
	
���� .� �� ���	� -��"��� /� �� 
� ��0������ ��� �� �����-� �*�  *�� ����� ��1��
����� ���

���� ��� $��# α �� ��*��� ���������� 	
��� ����!� n, n ≥ 2� 2���� �������� ���*
���"����� c > 0� �� ��� ��� � p, q ∈ Z, q ≥ 1 ����


|α− p
q | ≥ c

qn .

30��
� $��# f(x) �� ������� � ����	
������� ������������ ����!� n ����� ��
f(α) = 0� $��# p, q ∈ Z, q > 1� 2� (� ���� � ���� ��� #� ���� ����


f(p
q )− f(α) = f ′(ξ)(p

q − α),

� � ξ �� ���#* 
� �� 
� α � p
q � ��� f(α) = 0 � �� � 
 f(p

q )− f(α) = f ′(ξ)(p
q −α)

 ���*����

|f(p
q )| = |f ′(ξ)| · |α− p

q |.

&
��� α ��� �� ����!�� ��� ��#� �������� � ����	
������� ������������ ����!�
���"��#� ��� n � �� � f(p

q ) �= 0 4���	�56� 7� ���� f(p
q ) �0���� �� � ���� ��- �

����� A
qn , A ∈ Z, A �= 0� 2���� |f(p

q )| ≥ 1
qn � ' |f(p

q )| = |f ′(ξ)| · |α− p
q |  ���*����

|f ′(ξ)| · |α− p
q | ≥ 1

qn .

2������ M = ���{|f(s)|; s ∈ 〈α− 1, α + 1〉}� 2���� ��� p
q ∈ 〈α− 1, α + 1〉 ����


|α− p
q | ≥ 1

M · 1
qn

� ��� p
q �∈ 〈α− 1, α + 1〉 ����


|α− p
q | ≥ 1 ≥ 1

qn �



���

���� �� c = ���{ 1
M , 1} ��	
����� ��

 ��� �

�������� ��	����� 
���� ��
������ �� ����
�
���
 
���	������
���� ��	���

�������

α =
∞∑

k=1

1
10k! �

�������������� �� α �� ��!�"����� ��	�� 	

�#� n� $���
� n > 1� ��
�� ���%� ��
&

�� �'�	

�� c > 0 ��

|α− p
q | ≥ c

qn , p, q ∈ Z, q ≥ 1�

(������ pK

qK
=

K∑
k=1

1
10k! � ��
�� �)���� �����������* �� qK = 10K! � 
���

|α− pK

qK
| ≥ c

10nK! .

+ ��
��� 	
���&

α− pK

qK
=

∞∑
k=K+1

1
10k! ≤ 2

10(K+1)!

� 
���

c
10nk! ≤ 2

10(K+1)! �

�� ,����� ��	
�����

c ≤ 2·10n·K!

10(K+1)!

� ��� K →∞ ��	
����� c = 0 �� �� 	����

��������� ������	
 �	 ��
	������ ����� ������ � �	 ���������	�


