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22. SUCTY MOCNIN

Je tplne jasné, ze nie kazdé prirodzené ¢&islo je druhou mocninou iného
prirodzeného ¢isla. To isté plati aj pre ostatné mocniny (tretiu, Stvrta, piatu,
...). Dokonca podla vety 19 plati, Ze mnozina tychto prirodzenych &sel ma asymp-
toticktl hustotu 0. Mo6Ze sa nam teda zdat, ze tychto &isel je zanedbatelne maélo.
Ktoré ¢isla mozeme ziskat, ak uvazujeme vietky saéty tvaru a? + b2?

Uloha 505. Dokéite, 7e 7iadne prirodzené ¢islo tvaru 4k + 3 nemozno vyjadrit v
tvare suc¢tu druhych mocnin dvoch prirodzenych ¢isel.

O to zaujimavejsie je tvrdenie vety, ktort dokdZeme v nasledujiicej casti.

Veta 29. Kazdé prirodzené ¢islo n méZeme vyjadrif v tvare

x%—i—x%—l—x%—i—xi =n.
Pri dokaze tejto vety bude hrat doleziti tlohu nasledujaca rovnost.

Uloha 506. Dokéite, 7e pre Tubovolné &isla z1, ..., 24, Y1, ..., ya plati
(2 + a3 + a3 + o) (¥ +y3 + 13 +yi) = AT+ A3+ AT + AL,
kde
Ay = z1y1 + Toy2 + T3ys + Tays, Az = —T1Y2 + Tay1 — T3Ya + T4y3,
Az = —T1y3 + T3y1 — Tay2 + T2ys, As = —T1ys + Tay1 — Tays + T3Ya.

Dalej budeme pouzivat isla Ay, Ao, A3, Ay 7 tlohy 506 ako standardné oz-
nacenie. Rovnost z tejto tlohy nazyvame Fulerova identita. DokaZzeme ju jednodu-
chou upravou.

Uloha 507. Dokaite, 7e veta 29 plati, ak sa kazdé prvocislo da vyjadrit v tvare
stictu mocnin §tyroch nezdpornych celych ¢isel.

(Navod: Pouzite tilohu 506 a zakladnu vetu aritmetiky.)

Teraz se budeme zaoberat iba vyjadrenim prvodcisel v tvare stuc¢tu druhych
mocnin §tyroch nezdpornych celych ¢isel. Vyuzijeme nasledujiice pomocné tvrde-
nie.

Lema 3 Pre kazdé prvocislo p kongruencia
22+ y?>+1=0 (mod p)

ma rieSenie.
Uloha 508. Dokéite lemu 3 pre p = 2.

Uloha 509. Nech p je prvocislo. Dokazte:
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a) Ak p = 4k + 1, potom kongruencia 22 +1 =0 (mod p) mé riefenie.
b) Ak p = 4k + 3 a ¢ je najmensi kvadraticky nezvysok modulo p, potom ¢—1,—c¢
st kvadratické zvysky modulo p.

Uloha 510. Pomocou tlohy 509 dokazte lemu 3.

Uloha 511. Dokéite, 7e pre kazdé prvocislo p existuje také prirodzené &islo ng > 0,
Ze

o} + 3 + 25 + 2f = nop (32)

pre nejaké celé ¢isla z;,1=1,2,3,4.

(Navod: Pouzite lemu 3 a zvolte si napriklad z4 = 0.)

Aby sme dokazali, Ze kazdé prvocislo mozeme vyjadrit v tvare su¢tu druhych
mocnin Styroch nezapornych celych ¢isel, stac¢i dokazat, Ze najmensie ng, ktoré
splha vztah (32) sa rovna 1. Na to pouzijeme nasledujtice tvrdenie.

Uloha 512. Nech m € N. Potom pre kazdé a € Z existuje také celé ¢islo b, 7e

a=b (modm) (33)

b <

%. (34)

Dokéazte.

Teraz budeme predpokladat, Ze ngp z rovnosti (32) je najmensi nasobok pr-
vocisla p, ktory mozeme vyjadrif v tvare su¢tu druhych mocnin $tyroch nezé-
pornych ¢isel. Budeme to dokazovat pre ng = 1. Je zrejmé, Ze ¢islo 2 sa da vyjadrit
ako sucet druhych mocnin Styroch nezapornych ¢isel. Preto predpokladajme, 7e
p> 2.

Uloha 513. Podl'a ulohy 512 dokazte, 7e ng < p.

Uloha 514. Ak ¢islo ng v rovnosti (32) je parne, potom ¢isla z; st neparne pre 0,
2 alebo 4 indexy.

Uloha 515. Pomocou tilohy 513 dokazte: Ak ¢islo ng v rovnosti (32) je parne, potom
¢isla x; mozeme oznadit tak, aby x1 + 22 a x3 + x4 boli parne. V tomto pripade
dokéazte pomocou ¢&isel z; = %2"”2, 29 = B 23 = %7 24 = 257 gpor s
minimalitou ng.
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Teraz budeme predpokladat, Ze ng je neparne a ng > 1.
Uloha 516. Dokazte, ze k &islu x; z rovnosti (32) existuju také celé &isla y; pre

i=1,2,3,4, 7e

z; = y; (mod ng)

lyi| < 5.

Uloha 517. Dokéite, 7e pre ¢isla y; z tlohy 516 plati:
y%+y§+y§+yz = nino, 0 <ni <nyg.

(Navod: Pouzite tilohu 513 a rovnost (32). Uvedomte si, Ze ak pre vsetky i y; = 0,
potom ng = p, ¢o je spor s ulohou 513.)

Uloha 518. Uvazujme Eulerovu identitu

(2% + 23 + a3 +23) (7 + 3 + 3 +yi) = AT + AF + AT + A3
kde ¢isla z; st z rovnosti (32) a ¢isla y; su z tlohy 515 pre i = 1,2, 3, 4. Oznacenie
A1, Ag, A3, Ay je rovnakeé ako v tlohe 505. Dokazte, 7ze ng|A; pre ¢ =1, ..., 4.
(Navod: Pouzite tlohu 516 a rovnost (32).)

Uloha 519. Nech A;, A, A, Ay st z predchadzajicej tlohy. Nech A; = ngz; pre
i=1,2,3,4. Dokazte, 7e
22+ 25+ 22 + 23 = nap.

Uloha 520. Dokazte, 7e ng = 1.
(Néavod: Pouzite spor s minimalitou, ktory ziskate pouzitim tloh 517 a 519.)
Uloha 521. Dokéite vetu 29.

Na zaciatku tejto kapitoly sme si ukéazali, Ze nie kazdé ¢islo mozeme vyjadrit v
tvare siétu druhych mocnin dvoch nezapornych celych ¢isel. Existuje ale rozsiahla

mnozina takych prirodzenych ¢&isel, ktoré sa daju v tomto tvaru vyjadrit.

Veta 30. Kazdé prvoéislo tvaru 4%k + 1 sa da jednoznaéne vyjadrif v tvare stiétu
druhych mocnin dvoch nezapornych celych éisel.

Pouzijeme identitu, ktora sa podoba na Eulerovu, ale ktord je pre pripad
sictu dvoch druhych mocnin nezapornych celych ¢isel jednoduchsia.

Uloha 522. Dokéite, 7e pre vietky ¢&isla x,y, z1,y; plati
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(22 + %) (2% + y}) = (zz1 +yy1)? + (zy1 — yz1)2

Budeme pouzivat oznacenie

By = zz1 +yy1, B2 = zy1 — 21y. (35)

Uloha 523. Ak p je prvodislo v tvare 4k + 1, potom kongruencia
2?2+ y? =0 (mod p)

mé nenulové rieSenie.
(Navod: Je to vlastne ¢ast a) ulohy 509.)

Uloha 524. Ak p je prvoéislo tvaru 4k + 1, potom existuje také ¢islo g > 0, pre
ktoré

z? +y? = gop. (36)

(Navod: Je to iba prepis ulohy 523.)

Aby sme dokazali vetu 30 sta¢i dokdzat, 7e minimélne &islo gg, ktoré vyhovuje
rovnici (36) sa rovna 1. Predpokladajme, 7e gy je minimalne nenulové prirodzené
Cislo, ktoré vyhovuje rovnici (36).

Uloha 525. Dokéite, 7e go < p.

(Navod: Pouzite tlohu 512.)
Uloha 526. Dokazte, Ze ¢islo go je nepérne.

(Navod: Postupujte analogicky ako v ulohe 514.)
Predpokladajme, Ze gy > 3 je neparne ¢islo.

Uloha 527. Dokéite, 7e existuju také celé ¢isla 1,1, 7e

z =11 (mod go), y =y (mod go)
pre ktoré plati |zq],[y1| < £ a2 +yi > 0.

(Navod: Na dokaz poslednej nerovnosti pouzite tlohu 525.)

Uloha 528. Nech 1,1, su celé &isla z alohy 527. Dokaite, 7e
3+ 97 = 9190, 0 < g1 < go.
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Uloha 529. Nech By, B, st uréené vzfahom (35). Dokézte, ze By = goz1, B2 = gozo,
kde z1, zo su celé ¢isla a

21 + 25 = gip.
(Navod: Pouzite ulohy 522 a 528.)
Uloha 530. Dokézte existenciu z vety 30.
(Névod: Uloha 529 nam déva spor s minimalitou go.)
Teraz budeme dokazovat jednoznac¢nost. Predpokladajme, Ze
2 ryi=p i tyl=p z<yz1 <y (37)
pre nejaké prirodzené ¢isla x,y, x1,y1.
Uloha 531. Dokéite, 7e 0 < x, 1y, z1,y1 < /D

Uloha 532. Dokazte, ze
(zy1 — yz1)(zyr +yz1) = p(y? — y?).

Uloha 533. Dokazte, 7e (z,y) = 1 = (z1,y1).

Uloha 534. Dokazte, 7e
plzyy —yr1 = r=x1, y=y1.

(Néavod: Pouzite ulohy 531 a 533.)

Uloha 535. Dokazte, 7e
pleyr +yry = p=xy1 + Y1

(Navod: Pouzite ulohu 531.)

Uloha 536. Dokazte, ze
(2% 4+ y?) (2] + yi) = (w21 — yy1)? + (@y1 + yz1)>

Uloha 537. Dokazte, ze pripad p|ay; + yz; nemoze nastat.
(Navod: Pouzite tilohy 536, 535 a nerovnosti v (37).)

Uloha 538. Dokéite jednoznacnost vo vete 30.
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(Navod: Pouzite tilohy 532 a 534.)

Uloha 539. Dokazte, 7e kazdé prirodzené &islo, ktoré ma vo svojom kanonickom
rozklade iba prvodisla tvaru 4k + 1, modZeme vyjadrit ako stucet druhych mocnin
dvoch nezépornych celych ¢cisel.

V zavere tejto kapitoly poznamenajme, Ze otdzky spojené s vyjadrovanim ¢isel
v tvare suc¢tu druhych mocnin prirodzenych ¢isel siahaju hlboko do histérie. Vetu
29 dokéazal v roku 1770 Lagrange. V tom istom roku Waring dokazal, ze kazdé
prirodzené ¢islo mozeme vyjadrit ako stcet deviatich tretich mocnin. Podobni
vlastnost dokézal aj pre Stvrté mocniny. Neskor bola sformulovana nasledujuca
hypotéza znama ako Waringov problém:

Ku kazdému celému cislu k > 1 existuje také prirodzené cislo g(k), Ze kazdé
prirodzené ¢islo méZeme vyjadrit ako sicet g(k) k-tych mocnin.

Tento problém tuplne vyriesil Hilbert. V stcasnosti sa zna¢né tsilie venuje
vyskumu vlastnosti funkcie g(k).



