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21. LINEARNE REKURENTNE POSTUPNOSTI NAD TELESAMI

7Z predchadzajicej kapitoly vyplyva, ze ak mame teleso F', potom v F mozeme
uskutoCiiovat operacie s¢itania, nésobenia, od¢itania a delenia, podobne ako v
mnozine raciondlnych, redlnych alebo komplexnych ¢&isel. Podobne tam moézeme
rozvinat aj analogickd tedriu o linearnych rekurentnych postupnostiach.

Nech {z,} je postupnost prvkov z F. Potom ju budeme nazyvat linedrne
rekurentnd postupnost, ak existuju také prvky A, B € F, ze pre n = 0,1, 2, ... plati

Tpt2 = Axpi1 + Bxy,. (28)

Uloha 468.

a) Ak {z,}, {y,} st také postupnosti, ktoré spliaji vztah (28), potom pre a,b € F
aj postupnost {az, + by, } splha vztah (28).

b) Ak zp = yg a x1 = y1, potom z, =y, pre n =0,1,2,....

Dokézte.

Budeme sa snazit ndjst explicitny vzorec pre n—ty ¢len linearnej rekurentnej
postupnosti. Na to vSak budeme potrebovat vediet vyrieSit kvadratickt rovnicu
podobne, ako sme to robili aj v predchadzajicom pripade.

Uloha 469. Nech )\ € F je rieSenim rovnice
A=X)(A=X2) =0.
Potom A = A1 V X = X\5. Dokéazte.

Uloha 470. Dokéite, ze v telese plati vzorec
(a+0b)(a—b) =a®— b2

Ak n je prirodzené ¢islo a a € F, potom symbolom na budeme oznacovat
prvok a + ... + a (nx s¢itame prvok a). Je to aditivna analdgia definicie mocniny.
Nazyva sa aj vonkajsi sucin alebo vonkajsie ndsobenie.

Uloha 471. Dokazte, Ze pre vietky m,n € N, a,b € F plati
n(ab) = (na)b = a(nb),
(m+ n)a = ma + na,
m(a +b) = ma + mb.

Teraz opat urobime isté zjednoduSenie. Pre prirodzené ¢islo n budeme sym-
bolom n oznacovat aj sucet n jednotiek telesa F.
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Uloha 472. Dokazte, ze v telese Zy, kde p je prvocislo, plati p-1 = 0.

Uloha 473. Dokazte, Ze v telese Zy, kde p je prvocislo, plati n -1 = 0 prave vtedy,
ak p|n.

Uloha 474. Dokazte, 7e v telese Zy, kde p je prvocislo, plati pre vetky m,n € N,
7e m-1=mn-1 prave vtedy, ak m =n (mod p).

Namiesto m -1 mozeme skratene pisat iba m. Ako vidime z predchadzajucich troch
tloh, v tomto pripade sa kongruencie menia na rovnosti.

Uloha 475. Dokazte, ze v Tubovolnom telese plati

(a+0b)? =a®+2ab+ V2,
a+b)" = > (" akon—k,
( k

k=0

Ak a,b € F, potom symbolom ¢ budeme oznacovat sii¢in a%.

Uloha 476. Nech v telese F plati, 7e 2 # 0. Potom pre a,b € F plati, 7e

2 2
AN +al+b= (A+%) - (%) +b.
Dokézte.

(Navod: Pouzite tlohu 475 a).)

3 2
Uloha 477. Ak a,b € F a 2 # 0 a ak existuje taky prvok c € F, 7e ¢ = (%) —b,
potom rovnica

N +a\+b=0

2
ma korene \; = —§ 4+ ¢, Ay = —§ — c. Dokédzte. (Hodnotu (%) — b nazyvame

diskriminant.)
(Néavod: Pouzite ulohy 476, 470 a 469.)

Teraz budeme postupovat podobnym sposobom ako sme postupovali pri
linedrnych rekurentnych postupnostiach celych ¢isel.

Uloha 478. Ak postupnost prvkov telesa F v tvare {ag"} splia vztah (28), kde
a,q # 0, potom ¢ je korefiom rovnice

AN —AN-B=0. (29)
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Dokéazte.

Uloha 479. Ak ¢1,q- su dva rozne prvky telesa F, potom pre kazdé zg,z; € F
vzdy existuju také prvky a,b € F, 7e

a+b=x,
aqi + bge = 1.
Dokéazte.

Uloha 480. Ak rovnica (29) mé dva rozne korene qi, g a postupnost {z,} splia
vztah (28), potom existuju také prvky a,b € F, Ze

Ty = aqy + bgy
pre n =0,1,.... Dokéazte.
Uloha 481. Nech {z,} je takd postupnost celych &isel, v ktorej zp = 2,2, = 5 a
Tpt2 = DTpy1 + T mod 7. Dokazte, Ze n—ty ¢len tejto postupnosti je zvySok po

deleni ¢isla 2™ + 3™ ¢islom 7.

Uloha 482. Nech {z,,} je postupnost z ulohy 481. Dokajte, 7e &, = x, ¢ pre vietky
n=0,1,2,...

(Navod: Pouzite tlohu 481 a mala Fermatovu vetu.)

Teraz sa budeme zaoberat linedrnymi rekurentnymi postupnostami modulo
7.

Uloha 483. Nech Tpyo = Axpi1 + Bx, mod 7 a ¢&islo A? + 4B je kvadraticky
zvySok modulo 7. Potom z,, = x,4¢ pre vSetky n =0,1,2,....

Vidime, Ze problém dokaZeme vyriegit, ak je diskriminant prislugnej kvadrat-
ickej rovnice kvadratickym zvygkom modulo 7. Ale ¢o ak nie je? V&imnime si
podobnost s pripadom nezaporného a zaporného diskriminantu kvadratickej rovnice

s realnymi koeficientami.

Uvazujme taka postupnost prirodzenych &isel {x,}, v ktorej

2o=2 21 =1 (30)

Tpt2 = Tpt1 + @, mod 7. (31)
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Uloha 484. Dokéite, 7e kvadraticka rovnica A2 4+ 6\ + 6 = 0 nema rieSenie v Zr.
Teraz pridajme k Z; taky prvok ¥, pre ktory 92 = 5!
Uloha 485. Dokazte, ze 4(1 4 9) a 4(1 — ¥9) st korefimi rovnice A% 4+ 6\ 4+ 6 = 0.

Uloha 486. Nech {zn} je postupnost prvkov zo Z; definovana pomocou vztahov
(30) a (31). Dokazte, 7ze

T = 41+ 9)" +47(1 — 9)", n=0,1,...

Uloha 487. Nech {zn} je postupnost prvkov Z; definovana pomocou vztahov (30)
a (31). Dokazte, 7e
(5]

Ty =4" 3" (;ll) mod 7, n=0,1,....

=0

(Navod: Upravte vzorec z ulohy 486 pomocou binomickej vety.)

Vsetko by teraz bolo vporiadku. Ale odkial sme vzali taky prvok o, ze 92 = 5.
To si prave teraz ukazeme.

Musime si v§imnit, Ze prvok ¢ ma podobné vlastnosti ako komplexné ¢islo
1. Pripomenime si, ako vytvarame komplexné ¢isla pomocou redlnych &isel. Nasle-
dujici postup bude analogicky.

Uvazujme kartezidnsky sicin Zr x Z;. Budeme ho oznacovat Z2. Definujme
operacie + a - nasledovne:

la1,b1] + [az, b2] = [a1 + a2, by + ba],
[al, bl} . [ag, bg] = [a1a2 -+ 51)1{)2,(11[)2 -+ blag].

Uloha 488. Dokaite, 7e (Z2,+,) je komutativny okruh s jednotkou.

Uloha 489. Dokazte, ze pre a € Z; plati
[(L, 0] : [a23 bQ} - a[a27 b2]7

kde posledné nasobenie je vonkajSie nésobenie, ktoré sme definovali pred tlohou
471.

Uloha 490. Dokazte, ze pre a,b € Z; plati
[a7 0] + [bv O} = [a + b, 0]7
[a,0] - [b,0] = [ab,0].
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Vidime, 7e prvky [a,0] maju rovnaké vlastnosti ako prvky telesa Z7. Preto
budeme stotoziiovat prvky a a [a, 0].

Uloha 491. Ozna¢me 9 = [0, 1]. Dokazte, 7e 92 = 5.

Uloha 492. Dokazte, Ze kazdy prvok zo 72 moézeme vyjadrit v tvare
a+bd, a,be Z.

Ozna¢me pre a + bi € Z2
N(a+b9) = (a+bd)(a—b9) = a® — 5b

Hodnotu N(a + b9) nazgvame normou prvku a + bd.

Uloha 493. Dokazte, Ze pre zy, 2, € Z2 plati
N(Zl . 22) = N(Zl)N(Z2)

Uloha 494. Dokazte, 7e N(z) = 0 prave vtedy, ked z = 0.
Uloha 495. Dokazte, ze (Z2,+,) je oborom integrity.
(Navod: Pouzite tilohy 493 a 494.)
Uloha 496. Dokazte, ze (Z2,+,) je telesom.
(Néavod: Pouzite ulohy 495 a 463.)
Toto teleso nazyvame kvadratickym rozsirenim telesa Z7. V zavere tejto kapi-
toly si ukdZeme, ako moZeme uvedeny postup zovSeobecnit pre konetné teleso F'.

Nech ¢ € F je taky prvok, pre ktory a? # ¢ pre kazdé a € F. Na mnoZine
F? = F x F si definujme operacie +, - takto:

[a1,b1] + [az, bo] = [a1 + a2, b1 + ba],
la1,b1] - [az, ba] = [araz + qb1ba, a1bs + brag],
pre kazdé ai,as,b1,bs € F.

Uloha 497. Dokazte, ze (F2,+,-) je komutativny okruh s jednotkou.

Ozna¢me pre [a,b] € F?
N([a7b]) = [av b] : [a7 7b] =a®— qb2~
Tuto hodnotu moézeme opit nazvat normou prvku [a, b].

Uloha 498. Dokazte, 7e
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N(la1,b1] - [az,b2]) = N([a1, b1]) - N([az, ba])
pre vSetky aq,as,b1,b2 € F.

Uloha 499. Dokazte, ze pre vietky a,b € F
N([a,b])) =0 <= a=0=0.

Uloha 500. Dokézte, ze F? je obor integrity a aj teleso.
(Néavod: Pouzite ulohy 498, 499 a 463.)

Uloha 501. Dokazte, Ze v telese F plati pre vietky prvky a,b € F
a?=b>=a=bVa= —b.

Uloha 502. Nech v kone¢nom telese F' plati 2 # 0. Potom existuje taky prvok
q € I, pre ktory a? # ¢ pre kazdé a € F.

(Navod: a? = (—a)? a teda mnozina {a?;a € F'} m4 menej prvkov ako F'.)

Uloha 503. Nech v kone¢nom telese F plati 2 # 0. Potom existuje teleso s mohut-
nostou |F|%.

(Néavod: Pouzite ulohy 500 a 502.)

Uloha 504. Nech p je neparne prvocislo. Potom pre kazdé n € N existuje teleso s
mohutnostou p?".

(Navod: Postupujte matematickou indukciou a pouZite tilohy 502, 503 a 457.)

Teleso F? z tilohy 500 nazyvame kvadratickim rozsirenim telesa F. Vzniklo
ako teleso, ktoré obsahuje F a korefi polynomu z? — g. V algebre je dokizané
(pozri napriklad [KOL]), ze k F moZeme pridat koren I'ubovolného polynomu s
koeficientami z F'. V takomto pripade hovorime o algebrickom rozsireni telesa F,
ktoré skima algebra a algebricka tedria Cisel. V literatire mozno néjst mnozstvo
elegantnych vysledkov o algebrickych rozsireniach telies.



