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��� �������� �������� �� �� �	�� ������ F � ����� � F ������
������������ ����	��� ����� ���  	��!� ��� ������ �� � ���� ��� ����! � ��� �
� ��� � ����� 	� ���� ��	� ��� ���!� ������" ��� �����# $���! � ��� ������
��
�� 
� �� � ���%���
 ��&��� � �� �	� ��� ������ � ��� ������ �������#

'��� {xn} �� ������ ��� ������ 
 F # $���� �� !�����  �
���� ��������

���������� 	
���	�
��� �� �"�����
 ���( ����� A,B ∈ F � �� ��� n = 0, 1, 2, ... �����

xn+2 = Axn+1 + Bxn. (28)

����� ����

�) *� {xn}� {yn} �
 ���( ������ ����� ����( ��+���
 �
��� ,-.)� ����� ��� a, b ∈ F
�� ������ ��� {axn + byn} ��+�� �
��� ,-.)#
!) *� x0 = y0 � x1 = y1� ����� xn = yn ��� n = 0, 1, 2, ...#
/��	���#

0����� �� � ����  	��� �"������ � �
���� ��� n−�� ��� �� �	� �� ������ � ��
������ ����# '� �� �1�� !����� �����!���� ������ �����1�� ����������
 ��� ���
����! �� ��� ��� �� ��!��� �� � ������	�
��
��� �������#

����� ��	� '��� λ ∈ F �� ���1� �� ��� ���

(λ− λ1)(λ− λ2) = 0.

$���� λ = λ1 ∨ λ = λ2# /��	���#

����� �
�� /��	���� �� � ������ ����� �
����

(a + b)(a− b) = a2 − b2.

*� n �� ������
� ( ����� � a ∈ F � ����� ���!���� na !����� �
 ������
����� a + ... + a ,n× ������� ����� a)# 2� �� ������ � � ��&%�� ��3 ���� ��� � �#
'�
��� �� �� 

������ ����� ���!� 

������� ���
�����#

����� �
�� /��	���� �� ��� �1���� m,n ∈ N� a, b ∈ F �����

n(ab) = (na)b = a(nb),
(m + n)a = ma + na,

m(a + b) = ma + mb.

4���
 ��5� ���!��� ���( 
��� ���1� ��# $�� ������
� ( ����� n !����� ���6
!���� n �
 ������ �� �
��� n ��� ����� ������ F #
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����� ���� �������	 �� 
 ������ Zp	 �
� p �� ��
������	 ����� p · 1 = 0�

����� ��	� �������	 �� 
 ������ Zp	 �
� p �� ��
������	 ����� n · 1 = 0 ���
� 
��
�	
�� p|n�

����� ���� �������	 �� 
 ������ Zp	 �
� p �� ��
������	 ����� ��� 
����� m,n ∈ N	
�� m · 1 = n · 1 ���
� 
��
�	 �� m ≡ n (mod p)�

�������� m ·1 ������ �������� ����� ��� m� ��� 
�
��� � ���
 !�
���" � ! ��� !
"��!	 
 ����� �����
� �� ���#�$�� �� ����� �� ��
������

����� ��
� �������	 �� 
 %$��
�%��� ������ �����

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2,

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k.

�� a, b ∈ F 	 ����� �������� a
b �$
��� ������
�� �"��� a 1

b �

����� ���� �� ! 
 ������ F �����	 �� 2 �= 0� &���� ��� a, b ∈ F �����	 ��

λ2 + aλ + b =
(
λ + a

2

)2

−
(

a
2

)2

+ b.

��������

'��
�
( &�$���� "��!$ �)* �+�+

����� ���� �� a, b ∈ F � 2 �= 0 � �� �,���$�� ���- ��
�� c ∈ F 	 �� c2 =
(

a
2

)2

− b	

����� ��
�� �

λ2 + aλ + b = 0

�� ������ λ1 = −a
2 + c, λ2 = −a

2 − c� �������� '.�
���$
(

a
2

)2

− b ���-
���


������������+

'��
�
( &�$���� "��!� �)/	 �)0 � �/1�+

2���� �$
��� ����$��
�� ��
���-� �������� ��� ��� ����$��
��� ���
�������� ! ���$�����- ! ����$������� !  ��- ! ������

����� ���� �� ����$����� ��
��
 ������ F 
 �
��� {aqn} ��34� 
���! '56+	 �
�
a, q �= 0	 ����� q �� ����4�� ��
�� �

λ2 −Aλ−B = 0. (29)
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�������	

����� ���� 
� q1, q2 �� 
�� ����� ����� ������ F � ����� ��� ���
� x0, x1 ∈ F
��
� �������� ���� ����� a, b ∈ F � ��

a + b = x0,

aq1 + bq2 = x1.

�������	

����� �	
� 
� ������� � !" �� 
�� ����� ������ q1, q2 � ���������# {xn} ��$%�
��#�& � '"� ����� �������� ���� ����� a, b ∈ F � ��

xn = aqn
1 + bqn

2

��� n = 0, 1, ...	 �������	

����� �	�� (��& {xn} �� ���� ���������# ���)�& *+���� � ������ x0 = 2, x1 = 5 �
xn+2 = 5xn+1 + xn mod 7	 �������� �� n−�) *��� ����� ����������� �� ���,�� ��

����+ *+��� 2n + 3n *+���� -	

����� �	�� (��& {xn} �� ���������# � ���&� .'�	 �������� �� xn = xn+6 ��� �,����
n = 0, 1, 2, ...	

�(���
/ 0������ ���&� .'� � ���� 1�������� ����	"

2���� �� 3�
��� ���3���# ���������� ���������)�� ���������#��� ��
���
-	

����� �	
� (��& xn+2 = Axn+1 + Bxn mod 7 � *+��� A2 + 4B �� ���
������)
���,�� ��
��� 7	 0���� xn = xn+6 ��� �,���� n = 0, 1, 2, ...	

4�
+��� �� ���3��� 
������� �����,�#� �� �� 
����������� ��+���,��� ���
���5
����� ������� ���
������)� ���,��� ��
��� -	 
�� *� �� ��� ��6 4,������ ��
��
�3���# � ��+��
�� ���������&� � �������&� 
������������ ���
�������� �������
� �������� ���7��������	

8������� ���� ���������# �����
���)�& *+��� {xn}� � ������

x0 = 2, x1 = 1 (30)

�

xn+2 = xn+1 + xn mod 7. (31)
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����� ���� �������	 �� �
��
������ 
�
���� λ2 + 6λ + 6 = 0 ���� 
������� 
 Z7�

��
�� �
������ � Z7 ���� �

�� ϑ	 �
� ���
� ϑ2 = 5�

����� ���� �������	 �� 4(1 + ϑ) � 4(1− ϑ) �� ��
���� 
�
���� λ2 + 6λ + 6 = 0�

����� ��	� ���� {xn} �� ��������� �

��
 �� Z7 ��!��
��� ������� 
� ���

"#$% � "#�%� �������	 ��

xn = 4n(1 + ϑ)n + 4n(1− ϑ)n, n = 0, 1, ...

����� ��
� ���� {xn} �� ��������� �

��
 Z7 ��!��
��� ������� 
� ���
 "#$%
� "#�%� �������	 ��

xn = 4n
[ n
2 ]∑

l=0

(
n
2l

)
mod 7 , n = 0, 1, ....

"��
��& '�
�
�� 
��
�� � �(��) *+� ������� ,��������� 
��)�%

-����� ,) ��
�� ,�(� 
��
������ .(� �����/ ��� 
��(� ���� �

�� ϑ	 �� ϑ2 = 5�
�� �� �
�
� ��
�� ��������

0��1�� �� 
����� 	 �� �

�� ϑ �� ����,�2 
(�������� ��� ����(�3�2 41�(�
i� 5
�������� ��	 ��� 
)�
�
��� ����(�3�2 41�(� ������� 
��(�)�� 41��(� ���(�6
������ ������ ,��� ���(�7�����

'
������ ��
��������) ��4�� Z7 × Z7� 8����� �� ����4�
� Z
2
7� ��!�����

���
���� + � · ���(���
��&
[a1, b1] + [a2, b2] = [a1 + a2, b1 + b2],

[a1, b1] · [a2, b2] = [a1a2 + 5b1b2, a1b2 + b1a2].

����� ���� �������	 �� (Z2
7, +, ·) �� �������1
�) ��
�� � ����������

����� ���� �������	 �� �
� a ∈ Z7 �(��1

[a, 0] · [a2, b2] = a[a2, b2],

��� ���(���2 ����,���� �� 
�������� ����,����	 ���
2 ��� ��!��
�(� �
�� �(����
*9��

����� ���� �������	 �� �
� a, b ∈ Z7 �(��1

[a, 0] + [b, 0] = [a + b, 0],

[a, 0] · [b, 0] = [ab, 0].
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������� 	� 
��
� [a, 0] ���� �����
� ���������� �
� 
��
� ������ Z7� �����
������ �����	����� 
��
� a � [a, 0]�

����� ���� ���� �� ϑ = [0, 1]� !�
"	��� 	� ϑ2 = 5�

����� ��	� !�
"	��� 	� 
�	�# 
���
 �� Z
2
7 �$	��� �������� � �����

a + bϑ, a, b ∈ Z7.

���� �� 
�� a + bϑ ∈ Z
2
7

N(a + bϑ) = (a + bϑ)(a− bϑ) = a2 − 5b.

%������ N(a + bϑ) ���#���� ������ 
��
� a + bϑ�

����� ��
� !�
"	��� 	� 
�� z1, z2 ∈ Z
2
7 
����

N(z1 · z2) = N(z1)N(z2).

����� ���� !�
"	��� 	� N(z) = 0 
�"�� ������ 
�& z = 0�

����� ���� !�
"	��� 	� (Z2
7, +, ·) �� ������ ����'�����

()"���* ���	��� ���+� ,-. � ,-,�/

����� ���� !�
"	��� 	� (Z2
7, +, ·) �� ��������

()"���* ���	��� ���+� ,-0 � ,1.�/

2��� ������ ���#���� �����������	 �
��
���
	 ������ Z7� � �"���� ����� 
�
�3
���� �� �
"	���� �
� �$	��� ������# 
����
 ���4����5��� 
�� 
��� �� ������ F �
)�5+ q ∈ F �� ��
# 
���
� 
�� 
���# a2 �= q 
�� 
�	�� a ∈ F � )� ���	���
F 2 = F × F �� ��6����� �
��"5�� +, · ��
��*

[a1, b1] + [a2, b2] = [a1 + a2, b1 + b2],
[a1, b1] · [a2, b2] = [a1a2 + qb1b2, a1b2 + b1a2],


�� 
�	�� a1, a2, b1, b2 ∈ F �

����� ��
� !�
"	��� 	� (F 2, +, ·) �� 
���������� �
��+ � ������
���

���� �� 
�� [a, b] ∈ F 2

N([a, b]) = [a, b] · [a,−b] = a2 − qb2.

2��� +������ �$	��� �
7� ������ ������ 
��
� [a, b]�

����� ���� !�
"	��� 	�



���

N([a1, b1] · [a2, b2]) = N([a1, b1]) ·N([a2, b2])
��� �����	 a1, a2, b1, b2 ∈ F 


����� ���� ���
���� �� ��� �����	 a, b ∈ F

N([a, b]) = 0 ⇐⇒ a = 0 = b.

����� �		� ���
���� �� F 2 �� ���� ��������	 � �� ������


��
���� ������� ����	  !��  !! �  "#
$

����� �	
� ���
���� �� � ������ F ����% ��� �����	 ����	 a, b ∈ F

a2 = b2 ⇒ a = b ∨ a = −b.

����� �	�� ��&� � ����'��( ������ F ����% 2 �= 0
 ����( �)������ ���* �����
q ∈ F � ��� ����* a2 �= q ��� ����+ a ∈ F 


��
���� a2 = (−a)2 � ���� (������ {a2; a ∈ F} (
 (���� ������ ��� F 
$

����� �	�� ��&� � ����'��( ������ F ����% 2 �= 0
 ����( �)������ ������ � (����,
���-�� |F |2


��
���� ������� ����	 .// � ./0
$

����� �	�� ��&� p �� ���
��� ����'%���
 ����( ��� ����+ n ∈ N �)������ ������ �
(�������-�� p2n
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���� ���������� (���(���&��� �����&��� � ������� ����	 ./0� ./# �  .1
$

2����� F 2 3 ����	 .// ��3*��(� �����������	 �
��
���
	 ������ F 
 43�����
��� ������� ����+ �������� F � ����5 ���	��(� x2 − q
 4 ������� �� ���
3��+
���3�� ����%���� 6789:$� �� � F (;��(� �����- ����5 <�����<�+�� ���	��(� �
���=&�����(� 3 F 
 4 ����(�� ��%���� �����%(� � ���������
	 �
��
���
 ������ F �
����+ ���(� ������� � �������&�
 ��>��� '%���
 4 ���������� (���� �
��- (�������
��������*&� �*������� � �������&�*&� ��3�%�����&� ������



