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20. ALGEBRICKE STRUKTURY

Na zaciatku tychto uéebnych textov sme uvazovali operacie na mnozine celych
Gisel Z, resp. na mnozine prirodzenych ¢&isel N. V predchadzajicej kapitole sme
definovali operacie na mnozinach podstatne mengich. Tato kapitola bude venovana
tomu, Ze nejaké operacie mozme definovat na l'ubovolnej mnoZine, pri¢om mnoho
ich vlastnosti je uréenych zakladnymi vlastnostami, ktoré nazyvame aziomy.

Ak M je nejakd neprazdna mnozina, na ktorej st definované operécie, potom
hovorime, 7Ze M s tymito operdciami tvori algebricki Struktiru. Oznacujeme ju
zvycajne symbolom (M, ...), priom za ¢iarku piSeme symboly ozna¢ujice operacie.
Ak nepotrebujeme tieto symboly zdoraznit, piSeme iba M. MnoZina M sa nazyva
nosi¢ algebrickej struktiry.

Nech (M, ¢) je algebricka struktura. Hovorime, Ze prvok e € M je neutrdlny
prvok operacie o, ak pre a € M plati

ace=a=eoaq. (25)

Uloha 424. Nech (M, o) je algebricka §truktiira. Potom operacia ¢ ma najviac jeden
neutrdlny prvok. Dokézte.

(Navod: Nech ey, e5 st dva neutralne prvky. Uvazujte prvky e; o es a e3¢ eq.)

Nech (M, o) je algebrickd Struktira a operacia ¢ ma neutralny prvok. Nech
a € M. Hovorime, Ze prvok a’ je inverznyj prvok k prvku a, ak plati

acd =e=a ¢a.

Hovorime, 7e operacia ¢ je asociativna, ak pre kazdé a,b,c € M plati

(aob)oc=ao(boc).

Hovorime, Ze algebrickd Struktura (M, o) je grupa, ak operacia ¢ je asoci-
ativna, ma neutralny prvok a ku kazdému prvku z mnoziny M existuje inverzny
prvok.

Uloha 425. Dokazte, ze v grupe (M, o) plati pre kazdé a,b,c € M:

acc=boc=a=0.

Uloha 426. Dokazte, 7e v grupe existuje ku kazdému prvku prave jeden inverzny
prvok.

(Navod: Pouzite tlohu 425.)
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Inverzny prvok k prvku a budeme oznaovat symbolom ¢~ '.

Uloha 427. Ak (M, o) je grupa a a,b € M, potom (a<ob)~' = b~! oa~!. Dokdzte.

Operacia ¢ sa nazyva komutativna, ak
acb=boa

pre kazdé dva prvky a,b.

Ak (M, o) je grupa a operacia ¢ je komutativna, potom grupa (M, ¢) sa nazyva
komutativna grupa.

Uloha 428. Nech m € N, m > 1. Dokazte:
a) (Zm,+) je komutativna grupa.
b) (R,,,.) je komutativna grupa.

lv)alej sa budeme zaoberat iba komutativnymi grupami. Tie sa nazyvaju aj
Abelove grupy na pocest §védskeho matematika Nielsa Henrika Abela.

Niels Abel sa zaoberal otédzkami rieSitelnosti rovnic 5. stupnia. Pokugal sa
néjst univerzilny vzorec na rieSenie tychto rovnic a dokonca ho aj nasgiel. Ukézalo
sa v8ak, Ze sa zmylil a podarilo sa mu dokonca dokazat, Ze takyto vzorec neexis-
tuje. PribliZne v tom istom ¢ase sa podobnymi otdzkami zaoberal aj mlady franctz
Galois, ktory dokazal, Ze existuje rovnica 5. stupiia, ktorej rieSenia sa nedaju vy-
jadrit pomocou odmocnin. Aby sme lepSie charakterizovali tito dobu, je potrebné
povedat, ze N. Abel mal velké problémy s ucitelmi matematiky. Dokonca po ab-
solvovani strednej koly §tudoval herectvo a isty ¢as bol hercom. K matematike sa
vratil az neskor.

Galoisov osud bol komplikovany. Nikdy sa nedostal §tudovat na vysoki §kolu,
kde ho neprijali pre idajnt neznalost matematiky. Slavnu teériu vymyslel tplne
sam. Zahynul v dvadsiatich rokoch v siboji. Ked 30 rokov po jeho smrti vysla
najavo jeho slava, jeho ucitelia, ktori ho prenasledovali, sa nim zacali chvalit ako
svojim byvalym ziakom.

Teraz si ukdzeme int charakterizaciu grup.

Veta 27. Nech ¢ je komutativna a asociativna operdcia na M. Potom (M, o) je
grupa prave vtedy, ked’ pre kazdé a,b € M existuje taky prvok z € M, Ze

aox=bh. (26)

Je potrebné dokazat existenciu neutralneho prvku a inverznych prvkov. Budeme
predpokladat, Ze plati oznacenie a predpoklady z vety 27.
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Uloha 429. Nech a € M. Nech 2 € M je taky prvok, 7e a ¢ z = a. Dokazte, 7e pre
b e M plati boxz = b.

(Navod: Vyjadrite aoy = b.)

Uloha 430. Dokéite, 7e ¢ ma neutralny prvok.

Uloha 431. Dokazte, ze ku kazdému prvku M existuje inverzny prvok.
(Navod: Pouzite priamo vztah (26).)

Uloha 432. Dokazte vetu 27.

Uloha 433. Nech (M ¢) je algebricka struktura a nech operacia ¢ je komutativna
a asociativna. Ak M je konefna mnozina, potom (M, o) je grupa prave vtedy, ked
pre a,b,c € M plati

acc=boc=a=h.
Dokéazte.

(Navod: Pouzite vetu 27.)
Ak M’ € M a (M,¢) je grupa, potom hovorime, 7e M’ je podgrupa grupy
(M, ¢) prave vtedy, ked (M, o) je grupa.

Uloha 434. Dokazte, z7e M/ C M je podgrupa prave vtedy, ked neutralny prvok
patri do M’ a pre kazdé dva prvky a,b € M’ aj prvky a ' € M a aob € M.

Uloha 435. Dokéite, 7e ) = M’ C M je podgrupa prave vtedy, ked pre vietky
a,be M aob™t e M.

Uloha 436. Nech (M, ¢) je grupa. Nech M’ je kone¢na a neprazdna podmnozina
M. Potom M’ je podgrupa prave vtedy, ked pre vSetky a,b € M’ plati aob € M'.
Dokéazte.

(Navod: Pouzite vetu 27.)
Uloha 437. Dokaite, 7e (Z,, \ {0},) je grupa prave vtedy, ked m je prvocislo.

Symbol operacie ¢ zvyfajne nahradzame symbolom - alebo symbolom +. V
prvom pripade hovorime o multiplikativnom zéapise, v druhom pripade hovorime
o aditivnom zapise. Ked budeme pouzivat multiplikativny zapis, potom symbol
- budeme cCasto vynechavat. Teda = -y = zy. Vhodnost tejto symboliky uvidime
neskor.
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Teraz sa budeme zaoberat kone¢nymi grupami. Grupu budeme oznacovat G
a budeme pouZivat multiplikativny zapis. Aby sme videli, ze okrem grap Z, Z,, . . .
existuju aj iné grupy, uvedieme nasledujice ulohy.

Uloha A. Nech pre (a,b) € Z, x Zy, (a1,b1) + (ag,bs) = (a; + az mod m, by +
by mod n). Dokazte, Zze (Zy, X Z,,+) je grupa.

Ak G je kone¢na grupa, potom pocet jej prvkov nazyvame rdid grupy G a
zvyCajne ho oznacujeme |G|. Dokazeme tvrdenie, ktoré tie7 nazyvame Lagrangeova

veta, podobne ako tvrdenie vo vete 11. Av8ak tieto tvrdenia spolu nesuvisia.

Veta 28. Nech G je konecéna grupa a H je jej podgrupa. Potom rad podgrupy H
deli rad grupy G.

Budeme predpokladat, 7ze plati oznacenie a predpoklady z vety 28. Ozna¢me
prebe G

bH = {bh;h € H}.
Uloha 438. Dokazte, 7e pre b € G plati |bH| = |H|.
(Navod: Pouzite tlohu 425.)
Uloha 439. Dokazte, 7e pre by, by € G plati byH NboH = () alebo by H = by H.

Uloha 440. Dokazte, ze
Upea bH = G-

(Navod: Uvedomte si, ze H obsahuje neutralny prvok.)

Uloha 441 Nech k je pocet roznych prvkov mnoziny {bH;b € G}. Dokazte, 7e
k- [H| =G|

(Navod: Pouzite tlohy 438, 439, 440.)
Uloha 442 Dokazte vetu 28.

Ak mame grupu G, potom mdZeme obvyklym spdsobom pomocou operacie -
definovat n—td mocninu pre n € N. ESte upozorhujeme, Ze v dalfom texte budeme

symbolom e oznacovat neutrdlny prvok grupy G.
Ozna¢me pre a € G
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aakné€Zan <0, potom

Uloha 443. Dokéite, 7e pre vietky a € G, m,n € Z plati

a™ . g = am—i—n, (an)m = g™mn,

Uloha 444. Ak G je konetna grupa a a € G, potom existuje n € N taky, 7e
=e.

Dokazte.
(Navod: V postupnosti 1, a,a?, ... sa aspoit dva prvky musia opakovat.)

Ak a € G, potom najmengie &islo k také, pre ktoré plati, ze a* = e, nazyvame
rddom prvku a v grupe G a oznacujeme ho rad a. Nasledujica tloha ndm objasni,
preco tym istym slovom oznacujeme rad prvku a aj pocet prvkov grupy.

Uloha 445. Nech a € G a n = rad a. Potom

a) pre kazdé k € N plati a* = a"t*,

b) mnozina {e, a, ...,a™ '} je podgrupou grupy G .
Dokéazte.

(Navod: Pouzite ulohu 436.)

Podgrupu {e, a, ...,a” "'} oznacujeme v tomto pripade symbolom [a] a nazy-
vame ju podgrupou generovanou prvkom a.

Uloha 446. Nech G je konetna grupa a a € G. Potom

[[a]| = rad a.

Uloha 447. Ak G je kone¢na grupa a a € G, potom
rad al|G]|.
Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 446 a vetu 28.)

Uloha 448. Ak G je konetna grupa a a € G, potom

alCl = e.
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Dokazte.
Vidime, ze tlohu 448 by sme mohli nazvat Eulerovou vetou pre grupy.

Konecéné grupa G sa nazyva cyklickd, ak existuje a € G tak, ze
[a] = G.
Prvok a v tomto pripade nazyvame generator grupy G.

Uloha 449. Dokaite, 7e grupa (R,,,-) je cyklicka iba ak m = 2,4,p, 2p®, kde p je
neparne prvocislo.

(Néavod: Pouzite vetu 15 a uvedomte si, ako stuvisia generator grupy a primitivny
koreii.)

Uloha B. Dokazte, 7e grupa Z., X Z, definovana v ulohe A za tlohou 437 nie je
nikdy cyklicka.

Uloha 450. Grupa prvoéiselného radu je vizdy cyklicka. Dokazte.
(Navod: Pouzite tlohu 447.)

Uloha 451. Ak G je konecna grupa a a,b € G, (rad a,rad b) = 1, potom rad (ab) =
rad a - rad b. Dokazte.

(Néavod: Pouzite analogicky postup ako pri dokaze lemy 1.)

Dokaz nasledujtaceho tvrdenia bude ilustraciou sithry vyssie uvedenych vysled-
kov o abstraktnych grupach, primitivnych korenoch a ¢inskej zvyskovej vety.
Tvrdenie 1. Nech m = p{" ---p*. Oznaéme r = p§*~ .
prvok radu r modulo m.

~-p‘,:’“71. Potom existuje

Uloha A. Nech p je prvocislo a o > 0. Nech g je primitivny korefi modulo p®.

1

Lavd
Dokéazte, ze g»>~' je prvok radu p®~" modulo p©.

Uloha B. Nech x? =1 (mod p?j) ar=uz; (mod p?j) pre 7 = 1,..., k. Dokézte, ze
2" =1 (mod m).

Uloha C. Nech z = gjpj (mod p?j) pre j = 1,...,k . Dokazte, ze z" = 1
(mod m).
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Uloha D. Nech  ma rovnaky vyznam ako v predchadzajucej ulohe. Nech z™ =1
(mod m). Dokazte, ze p?j71|r0 pre j=1, 2,.... k.

o
J

elp;7)

a;—1

(Navod: V tomto pripade plati, ze (gjpj

T0 Ctj
) =1 (mod p;’).)
Uloha E. Dokazte tvrdenie 1.

Tvrdenie 2. Nech p je prvocislo a m > 1 je prirodzené ¢&islo. Potom existuje také
x € {2,...,m— 1}, ktoré vyhovuje kongruencii

2P =1 (mod m)

prave vtedy, ked p|p(m).
Uloha F. Ak p|p(m), potom p\go(p?j) pre vhodné j.

Uloha G. Ak G je konecna cyklicka grupa a p||G|, potom v G existuje prvok radu
P.

Uloha H. Analogickym postupom ako pri tvrdeni 1 dokazte tvrdenie 2.

Teraz se budeme zaoberat takymi algebrickymi §trukturami, ktoré maju dve
operacie. Budeme ich oznacovat symbolmi +, -.

Nech R # ). Potom (R, +,-) nazyvame okruhom, ak (R,+) je komutativna
grupa, operacia - je asociativna a pre vsetky a,b,c € R plati

(a+b)-c=a-c+b-c,c-(a+b)=c-a+c-b

Predchadzajice dve rovnosti nazyvame distributivny zakon.

Zacali sme u7z pouZivat aj aditivny zapis. Neutralny prvok grupy (R,+)
budeme oznacovat 0. Inverzny prvok k prvku a € R v grupe (R,+) budeme oz-
nacovat —a. Namiesto a + (—b) budeme pisat iba a — b.

Uloha 452. Ak R je okruh a a,b, ¢ € R, potom
a+c=b+c=a=h.
Dokézte.

(Navod: Je to iba aditivny prepis ulohy 425.)

Uloha 453. Dokéite, 7e pre vietky a € R plati, 7e
0-a=0=a-0.
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(Néavod: Vieme, 7ze 0 = 0 4 0. Pouzite distributivny zakon a tlohu 452.)

Ak je operacia - komutativna, potom okruh (R, +,-) budeme nazyvat komu-
tativnym okruhom. Ak ma operacia - neutralny prvok, potom tento prvok budeme
nazyvat jednotkou a oznacovat ho 1. Okruh (R,+,-) budeme v tomto pripade

nazyvat okruhom s jednotkou.

Uloha 454. Dokaite, 7e (Zom, +,+) je komutativny okruh s jednotkou pre vietky
m € N.

Uloha 455. Nech (R, +,-) je okruh s jednotkou a |R| > 1. Potom 1 # 0. Dokazte.

Uloha 456. Nech (R, +,-) je okruh s jednotkou a |R| > 1. Potom 0 nema v (R,-)
inverzny prvok. Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 453.)

Ak (R, +, ) je komutativny okruh s jednotkou a (R\ {0}, ) je grupa, potom
hovorime, Ze (R, +, -) je pole. Inverzny prvok k prvku a € R\{0} budeme oznacovat
dvoma sposobmi: ¢~ = 1
Uloha 457. Dokazte, ze (Z,,,+,-) je teleso prave vtedy, ked m je prvoéislo.

Ak p je prvocislo, potom teleso (Z,,+,-) budeme oznacovat Z,.

Budeme predpokladat, Ze méme dany komutativny okruh s jednotkou, ktory
budeme oznacovat R.

Uloha 458. Dokazte, 7e pre kazdé a € R plati

(-1)-a=—a.

Uloha 459. Dokazte, Ze pre kazdé a € R plati

—(—a) = a.

Uloha 460. Dokazte, Ze pre kazdé a,b,c € R plati

a(b—c) = ab — ac.

Okruh R budeme nazyvat oborom integrity, ak pre kazdé a,b € R plati, Ze
a-b=0=a=0VvVb=0.
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Uloha 461. Dokavte, 7e (Z,+,-) je obor integrity.

Uloha 462. Nech R je obor integrity. Dokazte, 7e pre vietky a,b,c € R, a # 0 plati
ab=ac=0b=c.

(Navod: Pouzite ulohu 460.)
Uloha 463. Dokaite, 7e konetny obor integrity je teleso.
(Navod: Pouzite tlohu 462 a 433.)
Vo v8eobecnosti plati, ze kazdy obor integrity je obsiahnuty v nejakom telese.
Doékaz tohto faktu je predmetom algebry a Eitatelovi mozeme odporuéit napriklad

monografiu [KOL].

Ak budeme hovorit o bliZ§ie neur¢enom telese, budeme ho spravidla oznacovat
pismenom F'; ktoré pochadza z anglického terminu field.

Ak mame teleso (F,+,-), potom grupu (F,+) nazyvame aditivnhou grupou
telesa F' a grupu (F' \ {0}, ) nazyvame multiplikativnou grupou telesa F'.

Uloha 464. Dokazte, Ze mnozina racionalnych ¢isel spolu s operaciami séitania a
nasobenia je teleso.

Uloha 465. Dokéite, 7e mnozina realnych Cisel spolu s operaciami s¢itania a na-
sobenia je teleso.

Uloha 466. Nech F je konecné teleso. Potom pre kazdé a € F, a # 0 plati
aIFl_l = 1
Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 448.)

Uloha 467. Dokéite, 7e kazdé teleso je oborom integrity, ale nie kazdy obor integrity
je telesom.



