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19. OPERACIE MODULO M

V kapitole o kongruenciach sme videli, Ze niekedy nés ani nezaujimaja konkrétne
¢isla, ale iba ich zvy8ky po deleni nejakym ¢islom. V danej kapitole sme vytvo-
rili na ich skimanie urcity aparat. Teraz si ukdZzeme, ako modzeme tento aparat
zjednodusit pomocou formalnych dprav. Pripomenme si, ze pre n € N mame defi-
nované mnoziny Z,, a R,,, pricom R, C Z,,.

Nech m € N, m > 1. Na mnozine Z,, si zadefinujeme operéacie s¢itania modulo
m a nasobenia modulo m nasledovne: Ak a,b € Z,,, potom

a®nb=a+b mod m, a®,,b=a-b mod m.

Teda namiesto stu¢tu dvoch ¢isel budeme pocitat jeho zvySok po deleni m a namiesto
stucinu dvoch ¢isel budeme pocitat jeho zvySok po deleni m.

Uloha 409. Nech a,b, ¢ € Z,,. Dokazte, Ze plati:
aPpb=bPnpa, a®,b=00,,aq,

(CL Dm b) Omc=aDn (b Dm C):

(a®mb) Omec=a®, (bo, ),

(a ®m b) Om c= (aOm ¢) B (b Om ),
a®m0=a,a®, (m-—a)=0,

a®ml=a.

Tvrdenie v ulohe 409 nam hovori, ze Z,, tvori vzhladom na operacie ®,,, ®,
komutativny okruh s jednotkou. O tom budeme hovorit neskor.

Pretoze zapis pomocou symbolov &,,, ®,, je pomerne komplikovany a nep-
rehladny, budeme v pripadoch, ked nehrozi nedorozumenie, pouzivat pre tieto
operacie oby¢ajné symboly pre s¢itanie a nasobenie. Budeme teda predpokladat,
7e je dané ¢islo m € N;m > 1 a budeme pouZivat oznacenia

a®mb=a+b, a®,b=a-b.

Uloha 410. Dokaite, ze a € R,, prave vtedy, ked existuje také ¢islo o/ € Z,,, 7e
a-a' = 1. Dokaite, 7e v tomto pripade existuje jediné takéto &islo a’.

(Navod: Pouzite ulohu 128.)

Prvok o’ z tulohy 410 budeme nazyvat inverznym prvkom k a modulo m a
budeme ho oznacovat a~!.

Uloha 411. Dokéite, 7e ak a,b € R,,, potom aj a-b € R,,.

Uloha 412. Nech a € R,, a b, ¢ € Z,,. Ak
a-b=a-c

potom
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Dokazte.
(Navod: Pouzite tlohu 410.)

Podobne ako pomocou néasobenia celych ¢isel mézeme definovat mocninu, aj
tu modzeme definovat mocninu pomocou operacie ®,,. Ak n € N, potom

(@")m = a Oy ... Oy a, (n Einitelov).

Uloha 413.
a) Dokazte, 7e pre a € Z,, n € N plati

(a™)m = a™ (mod m).
b) Dokazte, ze pre ny, ne plati
(@™ ) - (@) = (a™F72),,

(((@™)m)")m = (@™72)m

Pre jednoduchost budeme namiesto (a™),, pisat iba a™.

Teraz sa budeme zaoberat dokazom Eulerovej vety (vety 7) inym sposobom,
ako sme ju dokazovali v kapitole o kongruenciach.

Uloha 414. Dokéite, 7e Eulerova veta je ekvivalentna s rovnostou
af(m) — 1

pre kazdé a € R,,.

Uloha 415. Dokazte, ze pre kazdé a € R,, existuje také ¢islo k, ze 0 < k < (m) a

ak = 1.
(Néavod: Postupnost 1,a,a?, ...,a?™) obsahuje aspoii dva rovnaké prvky.)

Oznatme pre a € R,,
rad,,a = min{k > 0,a* = 1}.

Uloha 416. Dokazte, ze pre a € R,,, plati

ak+radma — Cl,k .

Ozna¢me pre a € R,,

[a] = {1,a,...,a"@@ma—1},
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Uloha 417. Dokazte, 7e pre a € R, plati

l[a]| = radna.

Nech H C R,,,,b € R,,,. Oznac¢me
bH ={b-h;h € H}.

Uloha 418. Nech @ € R,,, a b € R,,,. Dokézte, 7e

|bla]| = rad,a.
(Navod: Pouzite tlohy 417 a 410.)
Uloha 419. Nech by,by,a € R,,. Ak bi[a] N bofa] # 0, potom existuju také ¢isla
0<ry,re <radpa, 7e

by =by-a", bo =by -a™.
Dokazte.

Uloha 420. Nech by, bs,a € R,,. Potom bud bi[a] N byfa] = @ alebo by[a] = by[al.
Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 419.)
Uloha 421. Nech a € R,,. Nech k oznacuje pocet roznych prvkov mnoziny {b[a]; b €
R, }. Dokazte, 7e

k- radgma = o(m).

(Navod: Pouzite tilohy 420, 421 a to, Ze b € b[a].)

Uloha 422. Dokéite, ze pre a € R,, plati
a?(m) =1,

(Navod: Pouzite tlohu 421.)

Uloha 423. Dokazte Eulerovu vetu (vetu 7).



