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18. LINEARNE REKURENTNE POSTUPNOSTI

Postupnost celych ¢isel {x,, } budeme nazyval linedrne rekurentnd postupnost,
ak existuju také celé ¢isla A, B, ze plati

Tpyo = Axpy1 + Bz, ,n=0,1,2,.... (24)

Presnejsie by sme tito postupnost mali nazyvat linedrna rekurentnd postup-
nost 2. stupnia. AvSak nakolko iné linedrne rekurentné postupnosti §tudovat neb-
udeme, budeme pouzivat jednoduchsi nazov. Najprv sa budeme zaoberat otézkou,
ako mozeme vyjadrit n-ty ¢len tejto postupnosti v takzvanom explicitnom tvare,
teda v zavislosti iba od n. V tejto stvislosti poznamenajme, 7e slovo rekurentny
vyjadruje sposob spatného vytvarania.

Uloha 396. Nech A, B st celé &isla a nech postupnosti {z,,}, {y,,} vyhovuju rovnici
(24). Ak 29 = yo a 1 = y1, potom z, =y, pre n =0, 1,2, .... Dokézte.

Uloha 397. Nech A, B st celé &isla a nech postupnosti {z,,}, {y,,} vyhovuju rovnici
(24). Ak pre n =0,1,2, ... ozna&ime

Zn = QT + BYn,
kde a, 3 su realne ¢isla, potom aj takto vytvorend postupnost {z,} vyhovuje
rovnici (24). Dokazte.

Explicitny vzorec pre linearnu rekurentnt postupnost budeme hladat tak, Ze
sa budeme snazit pomocou tloh 396 a 397 nakombinovat prvé dva ¢leny 7z vhodnych
geometrickych postupnosti.

Uloha 398. Ak geometricka postupnost {ag™} vyhovuje rovnici (24), potom q je
koreniom kvadratickej rovnice

M —AN-B=0. (25)
Dokazte.

Rovuicu (25) nazyvame charakteristickou rovnicou linearnej rekurentnej pos-
tupnosti {z,}. Ako neskor uvidime, ma pre tito postupnost obrovsky vyznam.

Uloha 399. Ak ¢y, g2 st korene rovnice (25), potom pre realne &isla o, 3 postupnost
{zn}, kde

Zn = aq?—'_ﬂqg? n= 0717'”
vyhovuje rovnici (24). Dokézte.

(Navod: Pouzite ulohu 397.)
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Uloha 400. Ak ¢y, ¢y st korene rovnice (25) a a, 3 st také redlne ¢isla, pre ktoré
plati

Top =« + ﬁv
T1 = aq + [gz,
potom pre n =0,1,2,... plati
Tn = aqi + 43
Dokéazte.

(Navod: Pouzite ulohu 396.)

Uloha 401. Ak ¢; # o st korene rovnice (25), potom vidy existujé redlne &isla
a, (3 také, 7e
To =a+f,
r1 = aq1 + fge.
Dokazte.

Teraz si ukdzeme pouzitie tejto metdédy na vyjadrenie takzvanej Fibonacciho
postupnosti ¢isel. Postupnost {a,}, v ktorej ag = 0,a1 = 1 a apy2 = ani1 + ap,
nazyvame Fibonacciho postupnostou a ¢islo a,, nazyvame n-tym Fibonacciho ¢is-
lom. Tieto ¢isla s takto pomenované po svojom objavitelovi, ktorym bol Leonardo
Fibonacci.

Uloha 402. Dokéite, 7e pre n = 0,1,2, ... plati
_ 1 ((1vB\"  (1=vB\"
o= 3 ((55) +(55))

(Néavod: Pouzite postup z tloh 396 az 400.)

Leonardo Fibonacci bol pravdepodobne prvym ¢lovekom, ktory sa zaoberal rekurent-
nymi postupnostami. Na vys§8ie spominanii postupnost prisiel tak, Ze pocital pocet
krélikov po n-ti generaciu. Podobne ako mnozstvo inych veci v matematike, aj
Fibonacciho ¢sla maji dnes velké moznosti vyuzitia, o ktorych autor ani ne-
tusil. Existuje aj medzinarodné Fibonacciho spolo¢nost, ktora tvoria matematici
a nadsenci pre matematiku a ktora vydéva casopis Fibonacci Quaternarly Journal.

Uloha 403. Definujme postupnost {z,} tak, ze o = 2,21 = 2 a Tpyo = 20,41 —
22,. Dokézte, ze x, = (1 +4)" + (1 — )", n=0,1,2, ...

Uloha 404. Nech {z,} je postupnost z tlohy 403. Dokézte, 7e pre n = 0,1,2,...
plati
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n
Ty = l;) 2 (2l> (—1)%L
(Navod: Upravte tvar z ulohy 403 pomocou binomickej vety.)

Vsimnime si, aki tilohu zohral symbol i = v/—1 v tlohéch 403 a 404. Clenmi
postupnosti {x,} su celé ¢isla. V jej vyjadreni v ulohe 403 vSak vystupujia kom-
plexné ¢isla. Vhodnou upravou v tlohe 404 sa nam ich podarilo zbavit. Bez pouzitia
¢isla ¢ by v8ak objav vzorca z ulohy 404 bol omnoho néroc¢nejsi.

Uloha 405. Rieste tilohu podobnti tlohe 404 pre Fibonacciho &sla.

Uloha 401 nam dava definitivne rieSenie problému explicitného vyjadrenia
n—tého ¢lena postupnosti vyhovujicej rovnici (24) iba v pripade, ak jej charak-
teristicka rovnica méa jednoduché korene. Pripad, ked charakteristickd rovnica ma
dvojnasobny koren, e§te musime doriesit.

Uloha 406. Nech rovnica (25) méa dvojnasobny korei ¢. Potom
2 _ _ A
A244B =0, = 4.
Dokézte.

Uloha 407. Nech rovnica (25) ma dvojnasobny korefi q. Potom postupnost {z,},
kde

zn=nq", n=0,1,2,..
vyhovuje rovnici (24). Dokézte.

(Navod: Pouzite 2,42 = (n+2)¢"*"2 = (n + 2)q"(Aq + B) a tlohu 406.)

Uloha 408. Nech rovnica (25) ma dvojnéasobny korefi ¢ a postupnost {z,,} vyhovuje
rovnici (24). Potom existuji také realne &isla «, 3, Ze

Zn = (a+PBn)g”, n=0,1,2,....
Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohy 407, 396 a 397.)



