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15. NULOVA VETA

V tejto kapitole odvodime tvrdenie, ktoré je zosilnenim vety 21. Pochadza z
roku 1951 a jeho autorom je americky matematik Ivan Niven.
Nech p je prvocislo a A C N. Ozna¢me

Ay = A0 ((p)\ ().

Teda A, je mnozina tych prvkov mnoziny A, ktoré su delitelné p a nie su delitelné
2
p-.

Veta 24. Nech {p;,po, ...} je takd mnoZina prvodisel, Ze
(o)
> p% = 0.
n=1
Potom pre kazda mnozinu A C N plati: ak d(A,,) =0pre:=1,2,...,, potom
d(A) =0.

Dokaz najdeme v nasledujucich dlohach. Velky vyznam pri tomto dokaze
bude mat pojem nezavislosti, ktory si teraz zadefinujeme.

Nech mnozina A C N mé asymptoticki hustotu a ¢ € N. Hovorime, Ze
mnozina A je nezdvisld od ¢ prave vtedy, ked

d(An{g)) = ;d(A).

T

Uloha 352. Nech A,B C Na geN a A, B st nezavislé od ¢. Potom:
a) Ak AN B =0, potom aj AU B je nezavisla od gq.

b) Ak A C B, potom aj B\ A je nezavisla od gq.

Dokazte.

Uloha 353. Ak g€ Naa € Z,0 < a < ¢, potom pre n € N plati n € a + (q) <=
n = a (mod ¢). Dokazte.

Uloha 354.
a) Ak q1,¢2 € Na aj,as € Z,0 < aj,as < q a (q1,92) = 1, potom existuje také
¢islo b, ze
ar +(q1) Naz + (q2) = b+ (q142)-
b) Ak ¢1,q2 € N, potom pre kazdé ¢islo a plati
a+{q)= zfol a+ kg + (q192).
Dokézte.

(Navod: Pouzite ulohu 353 a vetu 8.)

Uloha 355. Nech ¢,q1,...q0 € N a (¢,¢;) = 1 pre i = 1,...,k. Potom mnozina
a1 + {q1) U...Uag + (gr) je nezavisla od q. Dokazte.
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(Navod: Pouzite tlohy 352 a 354. Postupujte matematickou indukciou vzhladom
na k.)

Uloha 356. Nech p # ¢ s prvocisla. Potom mnozina N,, je nezévisla na kazdom z
Gisel ¢",n =1,2,....

Budeme predpokladat, Ze plati oznacenie z vety 24. Oznacme

Tn =D1.-Pn, n=1,2,....
Uloha 357. Matematickou indukciou dokazte, 7e
k k k
Uiz Np, = a(l - (rpu..u ag-(,l) +(r2),
kde agk) eN.

(Navod: Pouzite ulohu 354.)
Oznafme

Mp =N\ (Uf:l NPi)'
Uloha 358. Dokéite, 7e mnozina M, je nezavisla od &isel Pn, P2 pre n > k.
(Néavod: Pouzite ulohy 357, 355 a 352 b).)
Uloha 359. Dokéite, ze pre k = 1,2, ... plati

d(MkH):(l— Loyt )d(Mk).

Pr+1 Plit1

(Navod: Pouzite vztah Myiq1 = My \ (M N Ngiq).)
Uloha 360. Dokazte, ze pre k = 1,2, ... plati
k
aM) =TT (1= 4+ 35).
(Navod: Pouzite ulohu 359.)
Teraz budeme dokazovat, 7ze hustoty d(M},) sa blizia k 0. Nasledujuce tlohy
budd mat technicky vyznam, aby sme mohli pouzit podmienku divergencie ¢isel-

ného radu ) pik.

Uloha 361. Dokazte, 7e pre h € [0, 1] plati
1—h<e™.

(Navod: Vysetrite priebeh funkcie f(h) =e "+ h —1.)

Uloha 362. Dokazte, 7e pre k = 1,2, ... plati
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Uloha 363. Dokazte, 7e pre k = 1,2, ... plati

k

1 1

Hk 1 1 —X ot
i:l(l_E+E><6’*1 =15

Uloha 364. Dokazte, 7e

I~

k
< oQ.
@;1 Ps
Uloha 365. Dokazte, 7e Jim d(My) = 0.
(Navod: Pouzite tlohy 363 a 364.)

Uloha 366. Dokéite, 7e pre kazda mnozinu A C N plati
AC MyUAy, U...UA,

pre k=1,2,....
Uloha 367. Dokazte vetu 24.
(Navod: Pouzite tlohy 306 a 366.)

S povodnym dokazom vety 24 sa Citatel moze zoznamit napriklad v [NIV] a
[KOL]. Poznamenajme, Ze je to dokaz, ktory je technicky pomerne naro¢ny. Jeho
hlavna myslienka spociva v odhade veli¢iny A(n) a v kombinatorickych uvahéach.

Nech D je mnoZina dokonalych ¢isel. Oznaé¢me D° mnozinu parnych dokon-
alych ¢isel a D! mnozinu neparnych dokonalych &isel.

Uloha 368. Dokazte, ze d(D°) = 0.

(Navod: Pouzite vety 17 a 19.)

Uloha 369. Dokéite, 7e pre kazdé prvocislo p plati Dzl; c{pn*n=1,2,..}
Uloha 370. Dokazte, 7ze d(D') = 0.

(Navod: Pouzite tlohu 373 a vetu 24.)

Uloha 371. Dokaite, 7e d(D) = 0.



