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c1
n

log n ≤ P (n) ≤ c2
n

log n

��� n = 2, 3, ...�

!"��� ����	 
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p...
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p...

(����� 	����	
�) ����� � ����� ��
	����� � ������ 
�����	�)���� ��������� �����*

�+

P (n) =
∑

p≤n

1.

���� �� ,�� ����	����% ����	 n �����∏
p≤n

p ≤ 4n .

����� ���� !	� 
��* 
� ���� & ����� ��� n = 2�

����� ���� ,�� k ≥ 1 ����� (
2k + 1
k + 1

)
≤ 4k.
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(
2k + 1
k + 1

)
= (2·...·2k)(3·...·(2k+1))

k!(2k+1)! < (2·...·2k)(4·...·(2k+2))
k!(2k+1)! �/

����� ���� 0� p �� ��
	����	 � k + 1 < p ≤ 2k + 1 * �	�	� p|
(

2k + 1
k + 1

)
� !	� 
���

����� ���� !	� 
��* 
� ��� k ≥ 2 �����
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∏
k+1<p≤2k+1

p
∣∣∣
(

2k + 1
k + 1

)
.
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�� �� ��� k ≥ 2 ���
�∏
k+1<p≤2k+1

p < 4k.
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∏

p≤2k+1

p =
∏

p≤k+1

p · ∏
k+1<p≤2k+1

p � ����
 ��'��

(���) ��#�$�
 ��#� & ������#� ���%* ����� ��� +
%�$�
 P (n)�

����� ��
� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�∑
p≤n

log p ≤ n log 4.
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����� ���� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�∑
n

1
2 <p≤n

log p ≤ n log 4.

����� ���� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�(
P (n)− P (n

1
2 )

)
· log n

1
2 ≤ n log 4.

����� ���� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�
1
2P (n) log n ≤ n log 4 + 1

2n
1
2 log n.

������� 	�
��
� n
1
2 > P (n

1
2 ) � 
����
� %����%��/ � ����� �&���

����� ���� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�

P (n) ≤ (2 log 4) n
log n + n

1
2 .
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� �����
�� �� ��� n ≥ 2 ���
�

n
1
2 < n

log n .
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.� ��%1
�%
� c2 > 0 
���� �� ��� n ≥ 2 ���
�

P (n) ≤ c2
n

log n .
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P (n)�

����� ���� "����
�# �� ��� n ≥ 2 ���
$(
2n
n

)
> 22n

2n .

����� ��	� "����
�# �� ��� n ≥ 2 ���
$(
2n
n

)
=

∏
p≤2n

pβ(p),

���

β(p) =

[
log 2n
log p

]
∑
k=1

[
2n
pk

]
− 2

[
n
pk

]
.
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� "����
� �� ��� ����% ������ &$'�� x ���
$ [2x]− 2[x] ∈ {0, 1}�

������� 	�
��
� x = [x] + {x}��

����� ���� ��(� n ≥ 2 � ��(� p ≤ 2n �� ����&$'��� ��(�

β(p) = degp

(
2n
n

)
.

"����
�# ��

β(p) ≤
[

log 2n
log p

]
.
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� ����� ��) � �����

����� ���� ��(� ��� n ∈ N � ����&$'�� p ≤ 2n !� β(p) ������� �� ��! ��� �
����� ��*� "����
�# �� ∑

p≤2n

β(p) log p ≥ 2n log 2− log2n.
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� "����
�# �� ∑
p≤2n

[
log 2n
log p

]
log p ≥ 2n log 2− log2n.
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P (2n) log 2n ≥ 2n log 2− log2n.
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P (2n) ≥ 2n
log 2n log 2− 1.

����� ���� �������	 �� 
�� n ≥ 4 
�
��
2n

log 2n log 2 ≥ 8
3 .

����� ���� �������	 �� �������� ��
��� �����
��
 c �
��	 ��

P (2n) ≥ c 2n
log 2n , n = 2, 3, ...

����� ��	� �������	 �� �������� ��
��� �����
��
 c1 �
��	 ��

P (n) ≥ c1
n

log n , n = 2, 3, ...

������� ������� ����� ��� 
 ��	 �� P (n) ≥ P (2[n
2 ]) !
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�� ���� P = {2 = p1 < p2 < ...} �� ������� �������� ���������� �����
����� �! ���"�# ��������$ a1, a2 ���#% ��

a1n log n ≤ pn ≤ a2n log n n = 2, 3, ....

����� ��&� �������	 �� 
�� �
��* n ∈ N 
�
�� P (pn) = n 

����� ��'� �������	 �� 
�� �
��* n ∈ N 
�
��

c1
pn

log pn
≤ n ≤ c2

pn

log pn
,
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����� ���� '	��
��" 
� � � ��
�( n ∈ N ����# pn > n�

����	�
 �	�
��� pn+1 ≥ pn +1" %	 �&��)�� $ �	�	" 
� �	�����	�! {pn} ��  ��������

����� ��	� '	��
��" 
� ����#

pn ≥ 1
c2

n log n.
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� ����#

pn ≤ 1
c1

n log pn.
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pn ≤ 1
c1

npn
1
2 , n = 2, 3, ....

����	�
 �	�
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����� ���� '	��
��" 
� ����#

�� pn ≤ 1

c2
1
n2, n = 2, 3, ....

�� log pn ≤ 2logn−K, n = 2, 3, ... � � �����(  ����� %#��	 K�

����	�
 �� �-��$ %���� �� �	�
��� ��	�� �+���

����� ���� '	��
��" 
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pn ≤ 2
c1

n log n− K
c1

n, n = 2, 3, ....
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����� ���� .� C �� �	�/�����" �	�	� �0������ �	�/����� B > 0 ����" 
� � �
n = 2, 3, ... ����#

|C| < B log n.
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����� ���� �� P �� ������� ��������� ��	��∑
p∈P

1
p = ∞.

����� ��	� !��� M = {pα; p ∈ P, α ∈ N}� "����	� �� d(M) = 0�

#������ M �� �������� 	$�� ������%��$�� ����� �	��& ���� �'� ����� ��(
��������$ )��	��� *%����� ��� n ∈ N �
�'���� ω(n) ����	 ����������$�� )��	����
����� n �

Mk = {n ∈ N; ω(n) = k}.
+���� �%����� ��� S ⊂ N, a ∈ N

a · S = {as; s ∈ S}.

����� ��
� !��� S ⊂ N � S �� ��
��	�	���� ���	�	�� ��	�� ��� a ∈ N ���	�
d(a · S) = 1

ad(S)� "����	��

����� ���� "����	� ��� k = 2, 3, ... � ��������� p ��
Mk ∩ 〈p〉 ⊂ p ·Mk−1.

����� ��
� "����	� �� d(Mk) = 0 ��� k = 1, 2, ...�
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 ������� A =

{ϕ(n); n ∈ N} �
 ����� �� �������� �� N = Mk

⋃
(N − Mk) 
 ������� Ak =

{ϕ(n); n ∈ Mk} 
 Bk = {ϕ(n); n ∈ N−Mk}�  � n ∈ N−Mk� �
� n �� 
���! k+1
����"#��� � �
�������� �����
�� 
 ���
 2k|ϕ(n)� ����� Bk ⊆ 〈2k〉�  � n ∈ Mk� �
�
ϕ(n)

n ≥ 1
2 (1− 1

3 ) · · ·(1− 1
k ) = ck� ���
 ϕ(n) ≥ ck ·n� $ �
����� ��#�
�� 
� ϕ(n) ≤ x�

�
� n ≤ x
ck
� ����� Ak(x) ≤ Mk( x

ck
) 
 ���
 d(Ak) = 0� ����� lim supx→∞

A(x)
x ≤ 1

2k

��� k = 1, 2, ...� "� ��
���� limx→∞
A(x)

x = 0�


