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14. CEBYSEVOVE NEROVNOSTI

Nech P je mnozina vSetkych prvocisel. V tejto ¢asti odvodime nerovnosti
pre veli¢inu P(n). Tieto nerovnosti sa nazyvaju podla svojho autora CebySevove
nerovnosti. Najdeme ich v nasledujicom tvrdeni.

P. L. Cebysev bol rusky matematik, ktory zl v druhej polovici minulého
storocia. Zaoberal sa tedriou pravdepodobnosti. Vyuzival apardt teorie funkcii kom-
plexnej premennej a pomocou meho dokdzal nerovnosti, ktoré charakterizuji ro-
zloZenie prvocisel podla velkosti. Poznamenajme, Ze zdkladné problémy tedrie prirodzenijch
cisel spocivaji v slabej koherencit medzi multiplikativnou a aditivnou Struktirou. Z
tohto dovodu su vysledky o prvocislach pomerne zloZité.

Veta 22. Existuja také kladné konstanty ci, co, Ze
< P(n) <coppe

logn

n
€1 logn
pren=2,3,....

Dokaz tejto vety je pomerne dlhy a pouZijeme pri iom pomocné tvrdenie
uvedené v leme 2. Symbolmi

> 11

pee P
budeme oznacovat stucet a sucin prvocisel s danymi vlastnostami. Napriklad plati,
ze:

Pn) = 1.

p<n

Lema 2. Pre prirodzené ¢islo n plati

ITp<4m.
p<n

Uloha 313. Dokazte, ze lema 2 plati pre n = 2.

W1\
<k+1>54'

(Navod: Upravte <2/€+ 1) _ Q2@ ORD) (2R (2K42))

Uloha 314. Pre k > 1 plati

k+1 EI(2k+1)! EI(2k+1)!

2k +1

Uloha 315. Ak p je prvocislo a k +1 < p < 2k + 1, potom p| (k 1

) . Dokézte.

Uloha 316. Dokazte, Ze pre k > 2 plati



I p‘ (Qk + 1)
k+1<p<2k+1 k+1)"

(Navod: Pouzite tilohu 315 a dosledok vety 3.)

Uloha 317. Dokaite, ze pre k > 2 plati

I1 p < 4.
k+1<p<2k+1

(Néavod: Pouzite ulohy 314 a 316.)
Uloha 318. Matematickou indukciou dokézte lemu 2.
(Navod: Pouzite [ p= ]I p- 11 p a ulohu 317.)

p<2k+1 p<k+1 k+1<p<2k+1

Teraz pomocou lemy 2 dokdZeme horny odhad pre funkciu P(n).

Uloha 319. Dokazte, 7e pre n > 2 plati

> logp < nlog4.
p<n

(Navod: Zlogaritmujte nerovnost v leme 2.)

Uloha 320. Dokazte, ze pre n > 2 plati

> logp <nlog4.
n%<p§n

Uloha 321. Dokazte, ze pre n > 2 plati
(P(n) - P(n%)> logn? < nlog4.

Uloha 322. Dokéite, 7e pre n > 2 plati
$P(n)logn < nlog4 + %n% logn.

(Navod: Pouzite nz > P(n2) a upravte nerovnost v tlohe 321.)

Uloha 323. Dokazte, ze pre n > 2 plati
P(n) < (2log4) 2~ + nz.

logn

Uloha 324. Dokazte, ze pre n > 2 plati

1
n
n2 <10g .

Uloha 325. Dokazte, Ze existuje konstanta c¢o > 0 taka, Ze pre n > 2 plati
P(n) <c —logn.
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(Navod: Pouzite tlohy 323 a 324.)
Teda horny odhad pre P(n) je dokdzany. Teraz dokaZeme dolny odhad pre
P(n).
Uloha 326. Dokéite, 7e pre n > 2 plati
2n 92n
(n) > 2

Uloha 327. Dokazte, 7e pre n > 2 plati

(2”> = I p°®,

n p<2n

kde

Uloha 328. Dokazte 7e pre kazdé realne &islo « plati [22] — 2[x] € {0,1}.
(Navod: Pouzite x = [x] + {z}.)

Uloha 329. Nech n > 2 a nech p < 2n je prvocislo. Nech
2n
B(p) = degy <n) :

Blp) < a2,

Dokazte, ze

(Navod: Pouzite ulohy 327 a 328.)

Uloha 330. Nech pre n € N a prvoéislo p < 2n ma 3(p) rovnaky vyznam ako v
tlohe 329. Dokézte, 7e

> B(p)logp > 2nlog2 — log2n.
p<2n

(Navod: Pouzite tlohu 326.)

Uloha 331. Dokazte, 7e

2 [%] logp > 2nlog2 — log2n.
p<2n

(Néavod: Pouzite ulohy 330 a 329.)

Uloha 332. Dokazte, 7e
P(2n)log2n > 2nlog2 — log2n.
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Uloha 333. Dokaite, ze

P(2n) > lozﬁ log2 — 1.

Uloha 334. Dokazte, 7e pre n > 4 plati

2n 8
log 2n 10g2 2 3°

Uloha 335. Dokéite, 7e existuje kladna konstanta c také, 7e

P(2n) > cloz’én ,n=273,..

Uloha 336. Dokazte, ze existuje kladna konstanta ¢; taka, ze
P(n)>c—2 ,n=2,3,..

logn ’
(Navod: Pouzite tlohu 335 a to, 7e P(n) > P(2[3]).)

Tym sme vetu 22 dokézali.

Ako sme uZ wviedli vyssie, prvy dokaz bol urobeny pomocou tedrie funkcii kom-
plexnej premennej. Teraz md éitatel moZnost zozndmit sa s elementdrnym doéka-
zom. Hoci analyticky dokaz vyuZiva pomerne zloZity apardt, je velmi prirodzeni.
Ako vidime, elementdrny dokaz je zaloZeny na mnoZstve umelych trikov. Jeho au-
torom je madarsky matematik Pal Erdés.

Niektori vedci oznacuji Erdésa ako Eulera 20. storocia. Narodil sa na Sloven-
sku v Ziline, Studoval v Budapesti a pretoZe bol Zid, musel koncom 30. rokov odist
do Londina. Je autorom mnoZstva podobnijch tvrdeni. Zaoberal sa taktieZ kombi-
natorikou a tedriou grafov.

Nech P = {2 = p; < p2 < ...} je mnozina v8etkych prvocisel. Podla vysledkov
uvedenych v predchédzajicej kapitole je zrejmé, Ze p,, rastie podstatne rychlejsie
ako n. Vyjadruje to aj rovnost (22). Vetu 22 teraz pouZzijeme na odhad velkosti
n—tého prvodisla.

Veta 23. Nech P = {2 = p; < py < ...} je mnoZina vietkych prvocisel. Potom
existuju kladné konstanty aq,ay také, ze

ainlogn <p, <asnlogn n=23, ...
Uloha 337. Dokazte, ze pre kazdé n € N plati P(p,) = n.

Uloha 338. Dokazte, 7e pre kazdé n € N plati

Dn DPn
Cllogp, =TS C2ogp,
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kde ¢1,co > 0.
(Navod: Pouzite tlohu 337 a vetu 22.)

V nasledujticich tilohdch budeme predpokladat, Ze plati oznacenie z tlohy
338 a z vety 23.

Uloha 339. Dokéite, 7e pre kazdé n € N plati p, > n.
(Navod: Pouzite p,41 > pn + 1, ¢o vyplyva z toho, 7e postupnost {p,} je rastuca.)

Uloha 340. Dokaite, ze plati
Pn > énlog n.

(Navod: Pouzite tilohy 338 a 339.)

Uloha 341. Dokaite, ze plati
Pn < énlog Dn-

Uloha 342. Dokaite, ze plati
Pn < %npn%, n=213,...

(Navod: Pouzite tilohy 341 a 324.)

Uloha 343. Dokazte, ze plati:
a) pp < &n%, =23, ...
-1
b) logp, < 2logn — K, n = 2,3,... pre nejaké redlne ¢islo K.

(Navod: Na dokaz ¢asti a) pouZite tilohu 342.)

Uloha 344. Dokaite, ze plati

2 K
Pn < anlogn—

=n, n=23,...
C1
(Navod: Pouzite tlohy 341 a 342 b).)
Uloha 345. Ak C je konStanta, potom existuje konStanta B > 0 taka, 7e pre
n = 2,3,... plati
|C| < Blogn.
Uloha 346. Dokaite vetu 23.

(Navod: Pouzite ulohy 340, 344, 345.)
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Pomocou vety 23 l'ahko dokdzeme nasledujtcu tlohu.

Uloha 347. Ak P je mnozina prvodisel, potom

1 _

peP

Uloha 348. Nech M = {p®;p € P,a € N}. Dokazte, 7e d(M) = 0.

Mnozina M je mnoZinou tych prirodzenych ¢isel, ktoré maja iba jeden pr-
vociselny faktor. Oznafme pre n € N symbolom w(n) pocet prvociselnych faktorov
¢islan a

My ={n € Nyw(n) = k}.
Dalej ozna¢me pre S C N,a € N
a-S={as;s e S}

Uloha 349. Nech S ¢ N a S méa asymptoticka hustotu. Potom pre a € N plati
d(a- S) = 1d(S). Dokézte.

Uloha 350. Dokézte pre k = 2,3, ... a prvocislo p, ze
M {p) Cp- My_1.

Uloha 351. Dokazte, ze d(My,) =0 pre k = 1,2, ....

(Néavod: Postupujte matematickou indukciou s pomocou vety 19 a tlohy 350.)

Pomocou ilohy 351 sa da dokdzat, Ze asymptotickd hustota mnoZiny A =
{¢(n);n € N} sa rovnd 0. Rozdelme si N = M | J(N — M) a poloZme A}, =
{e(n);n € My} a By = {¢(n);n € N—M}. Akn € N— My, tak n md asponi k+1
prvocisel v kanonickom rozklade a teda 2¥|p(n). Preto By C (2). Ak n € My, tak

@ >1(1-3)-(1=3) = ck, teda p(n) > cp-n. V takomto pripade ak o(n) < z,

takn < =, preto A(z) < Mi(-) a teda d(Ag) = 0. Preto limsup,_, Alz) < L

x
Ck xr — 2

pre k =1,2,..., o znamend lim,_, o Agf) =0.



