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13. ASYMPTOTICKA HUSTOTA

Predstavme si, ze "ndhodne" vyberame prirodzené ¢isla. Pre niekoho moze
mat iny vyznam s akou pravdepodobnostou budeme vyberat ¢isla s nejakou vlast-
nostou, alebo, inymi slovami, s akou pravdepodobnostou budu tieto ¢isla prvkami
vopred danej mnoziny. Samozrejme velmi zalezi od sposobu "ndhodného" vyberu.
Ak hadZzeme kockou, tak s pravdepodobnostou 1 budeme vyberat ¢isla z mnoziny
{1,2,3,4,5,6}. S pravdepodobnostou % budeme vyberaft ¢isla parne, ale s pravde-
podobnostou % budeme vyberat ¢islo delitelné styrmi. Je to preto, Ze v mnozine
{1,2,3,4,5,6} je iba jedno ¢islo delitelné 4. To uZ ale odporuje tomu, 7e vieme, 7e
kazdé stvrté ¢islo je delitelné Styrmi a teda spominané pravdepodobnost by mala
byt i. LCahko vidime, Ze tato vada je sposobena ohranifenostou vyberu. S podob-
nymi problémami sa stretneme pri kazdom ohrani¢enom vybere. Teda "ndhodny
vyber" prirodzenych &isel musi byt neohrani¢eny. MoZeme otazku trochu zmenit:
Hypoteticky si predstavme, Ze sa pohybujeme po ¢iselnej osi od bodu 1 doprava.
Pytame sa, ako ¢asto budeme stretavat ¢isla, ktoré padntu do danej mnoziny. Este
inak povedané: ak sme dogli po ¢islo n, aka cast ¢isel, ktoré sme presli, padne
do uvazovanej mnoZziny. Tu za¢neme naSe tvahy formalizovat. Nech symbol N oz-
nacfuje mnozinu prirodzenych ¢isel. Pre A C N a 2 € R (R bude mnozina realnych
Cisel) symbolom A(x) oznafme pocet prvkov A, ktoré neprevySuju z. Pravde-
podobnost, 7e ndhodné &slo z mnoziny {1,2,...,n} patri do mnoZiny A je potom

dana podielom A Hodnotu

n

d(A) = lim M, (21)
n—oo n
ak existuje, budeme nazyvat asymptotickou hustotou mnoZziny A. Existuji mnoziny,
ktoré asymptoticka hustotu nemaja. Vzdy, ked napiSeme vyraz d(A), budeme tym
zaroven vyjadrovat, 7e asymptotickd hustota mnoziny A existuje, teda 7e limita
vo vztahu (21) existuje.

Najskor dokdzeme niektoré jednoduché vlastnosti asymptotickej hustoty.

Uloha 287. Nech A, B C Na AN B = (). Ak existuje asymptotickd hustota d(A) a
d(B), potom

d(AUB) =d(A) + d(B).
Dokazte.

(Navod: Uvedomte si, 7e (A U B)(n) = A(n) + B(n) pre n =1,2,....)

Uloha 288. Nech A C N. Ak existuje asymptoticka hustota d(A), potom
d(N\ A) =1-d(A4).
Dokazte.
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Oznafme symbolom
a+(my={a+k-m; k =0,1,...}.

Uloha 289. Dokéite, 7e pre m € N, a € Z, a > 0 plati
d(a+ (m)) = L.

m

Uloha 290. Nech A; € Nji = 1,..,k a A; N A; = ( pre i # j. Ak existuje
1

asymptoticka hustota d(A4;), i =1, ..., k, potom
k k
d(J A =)_da)
i=1 i=1

Dokéazte.

Uloha 291. Oznac¢me pre ¢ € N symbolom N¢ mnozinu vietkych prirodzenych ¢isel,
ktoré st nesudelitelné s ¢q. Dokazte, ze d(N?) = @.

(Névod: Pouzite tlohy 289, 290 a to, 7e N? = U (a+(9).)
a<g,(a,q)=1

Nasledujuca veta nam ukaZe, ako moéZeme vypocitat asymptoticki hustotu
nekoneénej mnoziny, ak pozname vzorec pre vypocet jej ¢lenov.

Veta 19. Nech S C N je nekoneéna mnozina a
S={a1<ay<..<a,<..}
Potom S ma asymptotickii hustotu prave vtedy, ked’ existuje limita

. n
h= lim —.
n—oo a,n

V tomto pripade plati, ze h = d(5).
Dalej budeme predpokladat, Ze plati oznacenie z vety 19.

Uloha 292. Ak d(S) = h, potom h = lim . DokaZte.
(Navod: Uvedomte si, ze S(a,) = n a dosadte tento vztah do definicie asymp-
totickej hustoty.)

Tymto sme dokazali, Ze podmienka z vety 19 je nutna. V nasledujacich tlo-
hach dokazeme, Ze je aj postacujica.

Uloha 293. Dokazte, ze pre n € N existuje k(n) také, ze Ay <N < Q)41 A
lim k(n) = oo.

n—oo
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Uloha 294. Nech k(n) ma rovnaky vyznam ako v tlohe 293. Dokazte, 7e pre n =
1,2,... plati

k(n) S(n) o k(n)

Ag(n)+1 — n Ak (n)

Uloha 295. Dokazte vetu 19.

Vetu 19 teraz méZeme pouzit na dokaz roznych vlastnosti asymptotickej hus-
toty.

Uloha 296. Nech S C N je nekone¢na mnozina a S = {a; < az < ... < a, < ...}.
Ak d(S) > 0, potom

. An41
lim —* — 1.

n—oo Ay

Dokazte.

Uloha 297. Nech S C N je nekonetna mnozina a S = {a1 < az < ... <ap < ..}
Ak

. An41
lim —F

n—oo an

> 1,

potom d(S) = 0. Dokazte.

Uloha 298. Vypoditajte pomocou vety 19 asymptotickt hustotu mnoziny {n%n =
1,2,...} a na tomto priklade ukazte, Zze podmienka z tlohy 296 nie je postacujuca
na to, aby d(S) > 0.

Uloha 299. Nech o > 1. Vypocitajte pomocou vety 19 asymptoticka hustotu
mnoziny {[na);n =1,2,...}.

Uloha 300. Nech S C N je nekone¢na mnozina a S = {a1 <as < ... <ay < ..}
Ak
lim ap41 —an = q,
n—oo
potom d(S) = 1. Dokazte
Uloha 301. Nech A, B C N st nekone¢né mnoziny, ktoré maja asymptoticka hus-

totua A = {a1 < az < ... < ap < ...}. Uvazujme mnozinu Ap = {ap;b € B}.
Dokazte, ze d(Ag) = d(A)d(B).
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Uloha 302. Nech A C N je mnozina, ktora ma asymptoticki hustotu. Dokéazte, ze
pre kazdé ¢islo B € [0, d(A)] existuje mnozina B C A taka, 7e d(B) = (.
(Navod: Pouzite tilohy 301, 299 a to, ze ak 0 < 3 < d(A), potom o = % > 1.)

Vlastnost dokizana v tlohe 302 sa nazyva Darbouzova vlastnost asymp-
totickej hustoty.

Veta 20. Nech A C N. Ak

potom d(A) = 0.
Dokaz najdeme v nasledujicich tlohach. Bude zalozeny na vete 19.

Uloha 303. Nech A C N je nekone¢na mnozina a A = {a; < as < ... < a, < ...}.

Ak Y % < 00, potom
acA

Dokéazte.

Uloha 304. Nech A C N je nekone¢na mnoZina a A = {a1 <ag < ... <a, < ..}
Dokazte, 7e pre kazdé n,k € N, n > k plati

Dokazte.
Uloha 305. Dokazte vetu 20.
(Navod: Pouzite vetu 19 a tlohy 303 a 304.)

Pripomenime si, Ze sme uz zaviedli oznacenie a+(m). Podotknime, Ze namiesto
0 + (m) budeme pisat iba (m). Toto oznacenie bude uZito¢né v nasledujicej vete.

Veta 21. Nech A C N a P, = {p1,po, ...} je takd mnoZzina prvocisel, Ze
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Ak d(AN(p;)) =0prei=1,2,.., potom d(A) = 0.
Dokaz opét najdeme v nasledujucich ulohach.

Uloha 306. Nech ACNa M, CNprek=1,2,.... Ak AC My, k=1,2,... a

lim d(M;) =0,

potom d(A) = 0. Dokazte.

Uloha 307. Nech A, B C N a d(B) = 0. Ak existuje d(A), potom d(AU B) = d(A).
Dokazte.

Uloha 308. Dokéite, 7e pre kazdé prirodzené Eislo n plati
1-L<o=.
n
(Navod: Umocnite obe strany na n-tii a upravte. Vyuzite vztah n™ = (n—141)".)

Uloha 309. Dokazte, 7e pre prirodzené &isla nq, ..., ny plati

k
(-7 )27
’ nji/ =
Jj=1

Uloha 310. Nech P; = {p;,ps,...} je mnozina prvocisel z vety 21. Polozme q; =
p1...pk- Nech pre ¢ € N je N? mnozina z tlohy 291. Dokazte, Ze klim d(N%) = 0.
—00

(Navod: Pouzite tlohy 309, 291 a 105.)

Uloha 311. Nech A C N. Nech P;, N? maju rovnaky vyznam ako v ulohe 310.
Dokazte, ze

ACN®UAN(p1)U---UAN (pg)
pre k=1,2,....

Teraz uz mozete pomocou uloh 311, 310, 306 a 307 dokazat vetu 21.
Nech P oznacuje mnozinu vietkych prvocisel.

Uloha 312. Dokaite, 7e d(P) = 0.

(Navod: Zatial nevieme, ¢i Y. p~! = oo, teda ¢ mozeme pouZit vetu 21. Ak by
peP

to neplatilo, pouzili by sme vetu 20.)



83

Poznamenajme, 7e z tlohy 310 vyplyva, 7e

lim — =0 22
a
lim 20 — g
n—oo

ak P={p; <p2 < ..}

Matematickou indukciou sa dd dokdzat, Ze

n n 1
d({Jdi+(mi)) =1-T]01 - )
i=1 i=1 ¢
ak my1, ma, ..., my si navzdjom nesidelitelné prirodzené éisla. V monografii [NAR]
je dokdzanyg nasledujici vysledok.

Nech {m,}32, je postupnost navzdjom nesidelitelngch prirodzengch cisel.

Potom
oo oo 1

a(Jma)) = 1= TL1= o).

n=1 n=1

Pomocou tohto vysledku sa dd napriklad vypocitat asymptotickd hustota mnoZiny
tzu. bezkvadratickijch cisel, teda prirodzengch cisel, ktoré maju tvar pips...pr, kde
P1,D2, .., Pi SU TOzZNE prvocisla. Oznacme tito mnoZinu Qo. Potom plati Qo =
N — LpJ<p2> a teda d(Q2) = 1;[(1 - p%) Dad sa dokdzat, Ze 1;[(1 — p%) = 5.
Teda d(Q2) = %. Zaujimavé na tom je to, Ze by sa zdalo, Ze prvky mnoZiny su
velmi "zriedka" rozloZené, lebo ide vlastne o extrémny pripad kanonického rozkladu
P52 ...py " . Do mnoZiny Qo patria len tie ¢isla, pre ktoré a; = 1,09 =1, ..., 04 =
1. Pritom je ich viac ako polovica.

Dalsi zaugimavy vysledok o asymptotickej hustote pochddza z roku 1976: Nech
A, B C N s1 také mnoZiny, Ze kaZdé prirodzené ¢islo n sa dd vyjadrit jedinym spo-
sobom v tvare n = ab, kde a € A,b € B.Potom mnoZiny A, B maji asymptoticki

hustotu a plati .
1 —_
1 =(23)

beB
(kde oo~ = 0). Dokaz tohoto turdenia moZe citatel ndjst v [DAB], [SAF], [ESV].



