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12. DOKONALE CiSLA

V tejto Casti sa budeme zaoberat problematikou, ktora pochadza uz z obdo-
bia gréckej mystiky ¢isel. Prirodzené ¢islo nazyvame dokonalé prave vtedy, ak je
sti¢tom svojich vlastnych delitelov.

Uloha 260. Dokazte, ze ¢islo n € N je dokonalé prave vtedy, ak o(n) = 2n.

Cislo n € N nazyvame deficitné prave vtedy, ked o(n) < 2n. Cislon € N
nazyvame abundantné prave vtedy, ked o(n) > 2n.

Uloha 261. Dokazte, ze kazdé prvocislo je deficitné.

Uloha 262. Dokéite, 7e kazdé prirodzené Eislo tvaru p™,n = 1,2, ..., kde p je pr-
vocislo, je deficitné.

Uloha 263. Dokéite, 7e kazdé prirodzené ¢islo tvaru 25-3, k = 2, 3, ... je abundantné.

Vidime, Ze existuje nekonecne vela deficitnych a nekonecne vela abundant-
nych prirodzenych ¢isel. To, ¢ existuje aj nekoneéne vela dokonalych ¢isel, nevieme
dodnes. Dodajme, 7e dodnes nepozname ani jedno neparne dokonalé ¢islo. Uvedieme
nutnd podmienku pre to, aby nepérne ¢islo bolo dokonalé.

Veta 16. Ak n je neparne dokonalé ¢islo, potom sa da vyjadrit v tvare
n = ptl. N2,
kde p je prvoéislo tvaru 4l+ 1, N e Na (p, N) = 1.

Dokaz tejto vety je elementarny a preto ho uvedieme v nasledujtcich tilohéch.
Uloha 264. Ak n je neparne dokonalé &islo, potom 2|o(n) a 4 fo(n). Dokazte.

Uloha 265. Ak n je neparne dokonalé ¢islo a n = p{"..pt* je jeho kanonicky

rozklad, potom préave jedno z Cisel

1
pT1+1_1 p”k+ _1

e e
je parne a ani jedno ¢islo nie je delitelné 4. Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 89 a ulohu 264.)

Uloha 266. Ak p je neparne ¢islo a ¢&islo
atl_yg
p—1

p

je neparne, potom 2|«. Dokazte.

(Navod: PouZite rovnost pa;_ll_l =1+4+p+..4+p*)
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Uloha 267. Ak p je neparne ¢islo a ¢islo
atl_q
p—1

p

je parne, potom « = 2] + 1. Dokazte.

Uloha 268. Ak p je neparne &islo a

2042 _

4 i

potom 2|l a p = 4r + 1. Dokazte.

P21 R0+ 1 p204D g ) (p?)—1

p—1 p—1 - p?-1 p—1 = (p+1)(1+p2+

(Navod: Pouzite upravu
-+ )

Uloha 269. Dokazte vetu 16.
(Navod: Pouzite dlohy 264 az 268.)

Citatel si iste polahky overi, 7e parnymi dokonalymi ¢islami st napriklad
¢isla 6, 12. V pripade parnych dokonalych ¢isel je situdcia o Cosi jasnejsia. Existuje
ich charakterizacia pomocou nasledujicej vety.

Veta 17. Prirodzené &islo n je parne dokonalé &islo prave vtedy, ked
n=25"1(2% - 1), (20)
kde s € N,s > 1 a (2° — 1) je prvodislo.

Dodajme eSte, 7e prirodzené ¢isla, ktoré maja tvar 2° — 1, nazyvame Mersen-
ove cisla. Veta 17 v8ak problematiku parnych dokonalych &isel neriesi, pretoze
nevieme, ¢i existuje nekonecne vela Mersenovych ¢isel, ktoré si prvodislami.

Dokaz vety 17 ndjdeme v nasledujtcich tlohéach.

Uloha 270. Dokaizte, ze kazdé ¢islo tvaru (20) je dokonalé &islo.

(Navod: Pouzite ulohu 89.)

Uloha 271. Ak n je parne dokonalé ¢islo, potom
n=2"1m,
kde s > 1, m > 1,2 fm. Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 262.)
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Uloha 272. Ak n = 2°~!m je parne dokonalé ¢islo a 2 Jm, potom 2° —1|m. Dokazte.
(Navod: PouZite rovnost o(n) = 2n.)
Uloha 273. Ak pre s > 1 plati o(d(2° — 1)) = d2°, potom d = 1. Dokézte.

(Navod: Ak d > 1 ad # 2°—1, potom ¢islo d(2° — 1) m4 aspon tieto rozne delitele:
1,d, 2° — 1, d(2° — 1). Podobne moéZeme postupovat v pripade, ked d = 2% — 1.)

Uloha 274. Ak n = 2°~!'m je parne dokonalé &slo a 2 fm, potom o(2° — 1) = 25,
Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohy 272, 273.)
Uloha 275. Ak pre m € N plati o(m) = m + 1, potom m je prvoéislo. Dokazte.
Uloha 276. Dokazte vetu 17.

Teraz si uvedieme eSte jednu charakterizaciu dokonalych ¢isel, ktora je sice
triviadlna, ale zaujimava. Pouzijeme pritom nasledujicu tlohu.

Uloha 278. Nech n € N. Ak dy, ..., d, st vietky delitele &sla n, potom aj %, o g
st vetky delitele ¢isla n. Dokézte.

Uloha 279. Nech n € N. Ak dy, ..., dj, sut vietky delitele ¢isla n rozne od 1, potom
n je dokonalé ¢islo prave vtedy, ked

L1,

k
1
—~ d;

Jj=1

Dokéazte.

Prirodzené ¢islo n nazyvame 1iplné prave vtedy, ked sa rovné stucinu vSetkych
svojich vlastnych delitelov. Uplné ¢isla sa niekedy nazyvaja aj dokonalé éisla 2.
druhu.

Uloha 280. Dokazte, ze ¢islo n € N je tiplné prave vtedy, ked
Hd|n d= n2'

Na rozdiel od dokonalych ¢isel, uplné ¢isla vieme jednoducho charakterizovat.
Ttto charakteristiku najdeme v nasledujicej vete.

Veta 18. Prirodzené é&islo n > 1 je uiplné prave vtedy, ked n = p3, kde p je
prvoéislo alebo n = pips, kde p1, po st dve rozne prvodisla.



7

Uloha 281. Nech p, p1,ps st prvoéisla a p; # po. Dokazte, ze p* a pipy st tplné
¢isla.

Pripomenime si, 7e symbolom 7(n) oznafujeme pocet delitelov ¢isla n.
Uloha 282. Nech n € N je tplné &slo a n > 1. Potom 7(n) = 4. Dokazte.
(Néavod: Pouzite ulohy 278 a 280.)

Poznamenajme, Ze pre n = 1 tvrdenie v tilohe 282 neplati.

Uloha 283. Nech n € N je tiplné ¢islo a n > 1. Nech n = pt...pp" je jeho kanonicky
rozklad. Potom k < 2. Dokéazte.

(Navod: Pouzite tlohy 83, 282 a a; +1 > 2.)
Uloha 284. Dokazte vetu 18.

Dve prirodzené ¢isla a, b nazyvame spriatelené, ak sa siucet vlastnych delitelov
¢isla a rovna Cislu b a sacet vlastnych delitelov ¢isla b sa rovna ¢islu a.

Uloha 285. Cisla a, b st spriatelené prave vtedy, ked o(a) = a+b=o(b). Dokazte.

Dodnes nevieme, ¢i existuje nekonecne vela dvojic spriatelenych &isel. V 9.
storo¢i nasho letopoc¢tu objavil arabsky matematik Thabit ben Karrah vzorec na
hladanie dvojic spriatelenych ¢isel. Najdeme ho v nasledujicej tilohe.

Uloha 286. Ak p=3-2""1—1,¢g=3-2"—1,r =9-22"~1 —1 su prvodisla, potom
2"pq, 2™r su spriatelené ¢isla. Dokazte.



