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� ������	�
 	��� 	
���� �� ��� m ∈ N � a ∈ N� (a,m) = 1 ��
���
� ���� �����
k � ��

ak ≡ 1 (mod m).
������� ��� (a,m) = 1

radm a = min{k = 1, 2, . . . , ak ≡ 1 (mod m)} .

������� radm a ����	��� ��� ����� a �	�
�	 m�

����� ����  �!" a,m ∈ N � (a,m) = 1� #�
ak ≡ 1 (mod m),

����� radm a | k� $��%����

& %	��' (�
���
�� k = q · radm a + r, 0 ≤ r < radm a�)
*������
 ����
�
� ��
�� �%� ����� ������ m �
 ��%���� �� �+����!" �����,

��
-!
!" �	������
�	
��
�� ��  �!" p1, p2 �- �+��� ��	������� .���� (2p1 − 1, 2p2 − 1) = 1.

#�� �/	����� �+��� �%
���� 	 �������
-!
!" -��"%!"�

����� ��  �!" p 
� ��	������ � p|(2p1−1, 2p2−1)� .���� 2p1 ≡ 1 (mod p)� 2p2 ≡ 1
(mod p).

 �!" p 
� ��	������ � -��"� # � r = radp2�

����� �� .���
��� -��"� 001 ���%���� �� p1 = r = p2.

�	
��
�� ��  �!" p1, p2 ≥ 3 �- �+��� ��	������� .���� (2p1 + 1, 2p2 + 1) = 3.

����� ��  �!" p > 3 
� ��	������� .����
�) 3|2p + 1�
/) 9 � |2p + 1�

& %	��'  � �+��� ����
 �) ����
�� ���2����!
� 2 ≡ −1 (mod 3) � �� �+��� ����

/) ����
�� ��	���3 rad92 = 6�)

����� ��  �!" p|(2p1 + 1, 2p2 + 1)� .���� 22p1 ≡ 1 (mod p)� 22p2 ≡ 1 (mod p)�

����� ��  �!" � 
� ��	������ � -��"� $� ������� r = radp2� .���
��� -��"� 001
� -��"� $ ���%���� �� r = 2�

����� �� $��%��� �	����
� 0�
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����� �� �������� �� 	
� 
��
� 	
������� p1� p2 	���� (3p1 − 1, 3p2 − 1) = 2.

����� �� �������� �� 	
� 
��
� 	
������� p1� p2 	���� (3p1 + 1, 3p2 + 1) = 4.

������� ��� �� 3p + 1 
�� �� �������
� ������� ������� 	������  �
������� ���!"#
$��
���
����� �� 	����	�� � %��& ' �� ( ������ ������) 
�������%��

�*�� ��
��*�� �����
��)�
$
� 
�	�

� ����� r� s 	����� (qs+1, qr+1) = q(r,s)+1� (qs−1, qr−1) = q(r,s)−1

	
� �� ����
� q"

����� ��	� $
� ����� k � 	
������� p �+������ 
������ k 	
������
!�& 
��*�
� ��
,
-
��
���

xk ≡ 1 (mod p).
�������"

������� ��
��
�� �� ��������� .�-
�
-����� ���!"#

/���� a  ����� 
��0��) ����������� 	
���
� �

��
 m� �� radm a = ϕ(m) ��� �
{a◦ ��� �, a ��� �, . . . , aϕ(m)−1 ��� �} = Rm.

1 ����� 	
�	��� ������� &���
���� �� 	
��� a �������� 
�������
0 ��!*���0 �!�,
��� ������ m"

2���� ��  ����� ��� �
�) �+����
���� 	
������
!�& ��
�3��" 4������ ��� ���!
�+�����% � ���! 
��+�����%"

������
 �������� 
�������%�� ����"

��� 
�� ��� ����� ��������� p �������� ��������� ����! ������ p"

�� ��� � ! ��� �������� ���� 56� 	�������� 
�������%�� ��
��
��"

"��� 
� ���& m ∈ N � (a,m) = 1 = (b, m)" '� (radm a, radm b) = 1� 	����
radm a · b = radm a · radm b.

����� �#$� �������� ��
radm a · b | radm a · radm b

	
� a, b, m ∈ N � (a,m) = 1 = (b, m)"

������� $������ %��&� 778"#
����� �#
� ���& 	����� 	
��	�����! ���! 5" 9�
����

r = radm(a · b).
�������� ��

ar ≡ bϕ(m)−r (mod m) .



��

������� 	
���
 �� ar · br ≡ 1 (mod m)� ����
�� �������� ������

����� ���� ���� ����
� ����������� ���� �� �������
 �� ��� r = radm(a · b) �����
ar·radm b ≡ 1 (mod m) .

������� ����
��  ���� !"#��

����� ���� �������
 �� �� ����
� ����������� ���� �
 ����� radm a | radm(a · b) �

������� ����
��  ���� $ �  ���� ���

����� ���� ���� ����
� ����������� ���� �� �������
 �� radm b | radm a · b�

����� ��	� ������� ���� ��

%���& '����� ����&���( ���� �)� *� ��+
��, �-�����(
 �� ��
�
���.�� ��/
��0�� ������ p '��� ����� 1 .�2�3-4�� ����� ������ p�

����� ��
� ���� a, b ∈ N � .��� a � |b� ����� �5
1��2� ����-�1�� q � -�1�� α ≥ 1
���,
 �� qα||a � qα � |b� ��������

������� 6����2�� ��.�.
��, ��&����� -�1�� a, b��

����� ���� ���� p 2� ����-�1�� � (a, p) = 1� ���� qα‖ radp a� 7&.�-�� r = radp a�
�������
 ��

radp a
rp

qα = qα .

������� ����
��  ���� !!8��

����� ���� ���� p 2� ����-�1��
 (a, p) = 1 � (b, p) = 1� ���� r1 = radp a, r2 =
radp b� ���� r1 �= r2� ���� q 2� ���, ����-�1��
 �� qα‖r1 � qα � |r2� �������
 ��

�� rad b(qα,r2) = r2
(qα,r2)

,

'� (rad a
r1
qα , rad b(qα,r2)) = 1,

�� rad(a
r1
qα · b(qα,r2)) = qα · r2

(qα,r2)
> r2.

������� ����
�� ���� � �  ���� !"$��

����� ��
� ���� p 2� ����-�1�� � b 2� ���, -�1��
 ��

radp b = max{radp a; a = 1, 2, . . . } .

�������
 �� ��� ����, a
 ����, 2� .�1 ���
��9., 1 p
 �����

radp a | radp b .
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������� 	�
��
� ����
 �����

	���� b �
���� ������� ������ � ���	�
��
� �
��� ������ p�

����� ���� ���� b  � !���� " ��#�����$� ����� ���
�� p � r = radp b� 	�
��
����� !���� a ∈ {1, . . . , p− 1}  � ����%�� ���&�
�����

xr ≡ 1 (mod p) .

'����
��

������� 	�
��
� ����
 ��(��

����� ��	� ���� p  � !���)*"�� � b  � !���� " ��#�����$� ����� ���
�� p�
'����
��

�� 1, b, . . . , br−1 "� ���+��*� ���&�
�����

xr ≡ 1 (mod p) .

�� 	�� 0 ≤ j ≤ k ≤ r − 1 !��
*� ,�

bj ≡ bk (mod p) ,

!�
�� j = k�

�� '����
�- �� !���� " ��#�����$� ����� ���
�� p  � !����
*��$� ����%��
���
�� p�

������� .$��"��
� ���&�
����
 br−k � !�� �/���� )�"
� �� !�
��
� ����$ ���- ��(
� ��0��


��
���� 	� ���� p  � ��!���� !���)*"�� � g  � !����
*��$ ����% ���
�� p� '����
�-
�� gs  � !����
*��$ ����% ���
�� p �
��$ � ��� �
��$ ��1 (s, p− 1) = 1�


��
���� �� ���� p  � ��!���� !���)*"�� � a ∈ Z, (a, p) = 1 � a ≡ gk (mod p)- ���

g  � !����
*��$ ����% ���
�� p� '����
�- ��
(

a
p

)
= (−1)k�


��
���� �� ���� p  � ��!���� !���)*"��� '����
�- �� � Rp �#�"

 � !���� p−1
2

������
������ ��$+����

−−−−−−−−−−−
��	�����	� ��	�	����
�� ������� ������ p � ���
��� ���������� �
� ������ ����	�

����������� ���� !�������� �������	��"��  
���� ���	����	�
# $���	��� ������

���	%�����& ����  ��
��� 23456� '����� �������� ���������" ���������	 ����

���
�	�#

(��� (a, p) = 1� ����� a ������ ��	���	� ������
�	�

λa : Rp → Rp, λa(x) = ax mod p, x ∈ Rp.

)� g �� ��	�	����
 ����� ������ p *���� �	����� �� λg �� �
��	��
 ������
�	�

(1, g, ..., gp−2)# +���� ����� �gnλg = −1# ,�  ����"� �� a ≡ b (mod p) ��� λa = λb �



��

��� ��������	 c, d �
��
 λcd = λcλd� ����� ��� a ≡ gk (mod p) �
��
 �gnλa = (−1)k

� ���� ����� �������� � ���������(a

p

)
= �gnλa. (∗)

����� ������ ���
���� �������� 
���� �
� � ��� ������!
���� µ �� ����� �	
��� j ≤ p−1

2 ���
 
���� aj mod p > p−1
2 � �����

(a

p

)
= (−1)µ. (∗∗)

��
	�� ����� ��� �∗�� "������#� ���������� λa  � �����#	 �#� �������#�
�$����

∏
i<j

(aj mod p − ai mod p)� ��� i < j ≤ p−1
2 �� ������� aj mod p − ai

mod p ����� �������� a(n− i) mod p−a(n− j) mod p ����� � �$���� �� $ #
���$
%������� &�����' �$��� ���� ��� ����� �����#	 �������#� �#� �$���∏
i≤ p−1

2 <j

(aj mod p− ai mod p) =
∏

i,k≤ p−1
2

(a(p− k) mod p− ai mod p) =
∏

i,k≤ p−1
2

(p− ak mod p− ai mod p). ����� �$��� ����� ����%� � �����#	 ������
�

��� u < v, i = u, k = v � i = v, k = u� ���� ���� ��� �����#	 �������#� �#�∏
i≤ p−1

2

(p− 2ai mod p)� (� ��� �	 �� �������#� ���
���	%� �$����  � (−1)µ� �

����� )
�%� �*+ %��, ���
��� �� %������ µ � �����-
	%� �������� �� �����#$

������ �#�

p−1
2∑

i=1

[
2ai
p

]
� ���� ��������� ������$ ������ �������� 
��� � �����

�����
� � $
�% ���� ��.� ��/� ��+ ��������� ������� #��������#' ��#�� ������������

−−−−−−−−−−−
����	
�� 
��� �� ���������� ����� ������ m ���
���� � ����
��� ��� m = p ��
������
���  ��
	 ��������� �� ���
���� 
� � ����
��!"� ��� m = pα� m = 2pα� ���
p �� ������� ������
�� 
 α ≥ 1�

����	 ���� #�!" x,m, n ∈ N 
 (x,m) = 1 = (x, n)� $� m|n� ����� radmx|radnx�
��������

�#����% &������ '��"� (()��

����	 ���� #�!" x ∈ N 
 p �� ������
��� $� ��� α > 1 ��
��

xϕ(pα−1) ≡ 1 (mod pα),
�����

xp−1 ≡ 1 (mod p2).
��������

�#����% *����� �� xp−1 = 1 + kp ���+
 '��"� ,(�� ��

��� �� �	-
"� �,.���



��

����� ���� �������	 �� �
���
�� ���������� ����� x ���
�� p	 ��� p �� �������
���������	 ����	 ��

xp−1 �≡ 1 (mod p2). (15)

������� �������� ��	 �� �� x ���� �� �!"�# �$%&	 ����� x + p �� �� �!"�# �$%&'&

(���! ��������	 �� x ∈ N	 ����) ��#��
�� �!"�#
 �$%&	 �� ����������� ��*
����� ���
�� pα' + ������
�,-�� ����� �������������	 �� p �� ������� ���������	
α > 1 � q = pα'

����� ���� .� x �� ���������� ����� ���
�� p	 ����� p− 1|radqx' �������'

������� /�
���� ,��#
 010'&

����� ��	� .� x �� ���������� ����� ���
�� p	 �����

radqx = (p− 1)pβ ,

��� 0 ≤ β ≤ α' �������'

������� /�
���� ,��#
 01%	 2
�����
 ���
	 ,��#
 003 � ϕ(pα) = (p− 1)pα−1'&

����� ��
� .� x �� ���������� ����� ���
�� p	 ����� ��#��
�� �!"�#
 �$%&	 �����

radqx = ϕ(pα).
�������'

������� /�
���� ,��#� 014 � 015'&

����� ���� �������	 �� �� p �� ������� ���������	 ����� �
���
�� ���������� �����
���
�� pα'

6���� 7
���� ���8�" ������ ����������#� ������ ���
�� 2pα ��� �������
��������� p'

����� ���� �������	 �� �� p �� ������� ���������	 ����� ϕ(2pα) = ϕ(pα)'

������� /�
���� �
��������������" 9
��-�� ϕ'&

����� ��
� �������	 �� �� p �� ������� ���������	 ����� �
���
�� ������� ����*
������ ����� ���
�� pα'



��

������� 	
 x �� 
��������� 
���� ������ pα� 
���� �� x+pα �� 
��������� 
����
������ pα��

����� ���� ��
����� �� �
 p �� ��
���� 
��������� 
���� � ������ 
��������� 
����
������ 2pα�

������� !������ "��#� $%&��

	
�� ��� �
�������� ��

� ������ m 
������
 �
��
 ��
��� �
�
m ∈ {2, 4, pα, 2pα; p �� ��
���� 
��������}�

�'
�( � �����)�� 
���������)# 
������ � ������*)# 
��
���)# �� �� ���+��*
� 
���)#��(��")�)# "��#�)#� ,������ ��� ���� ��
�(�-� �� � ���� 
��
��� 
���.
������ 
���� ��� ������� /� ��� ��
����� ( ��������")�� �����

	
�� ���  �m �∈ {2, 4, pα, 2pα, p−�
��
�
 �
��!����}� ����� �

 x ∈ N� (x, m) = 1
�����

x
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m). (17)

�'
�( ������� � ��������")�)# "��#�)#�

����� ���� 	
 m ∈ N � m > 2� 
���� 2|ϕ(m)� ��
�����

����� ��"� ��)# m �∈ {2, 4, pα, 2pα, p − ��
���� 
��������}� !���� m �� ����0
�������- � �����

m = m1m2, (18)


�� m1,m2 �" ��
���� ������ m1,m2 > 1 � (m1,m2) = 1 ���+�

m = 2αm1, (19)


�� 2 � |m1 � α > 2� ��
�����

����� ��#� ��)# m �� ���� ��1�� !���� ϕ(m1)|ϕ(m)
2 � ϕ(m2)|ϕ(m)

2 � ��
�����

����� ���� ��)# m �� ���� ��1�� !����

x
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m1)
�

x
ϕ(m)

2 ≡ 1 (mod m2).
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�������	

����� ���� ������� 
���
��� ��
����
��� ����� �� m �� ���� ����	

������� 
�� ������� 
���
��� ��
����
��� ���� 
�� � ��� ����� ��!�	

����� ��	� "��# x ∈ N � 2 � |x	 $����

x2 ≡ 1 (mod 8).
�������	

�"����% &����'�� x = 2k + 1 � x2 = 4k(k + 1) + 1	�

����� ��
� �������� �� 
�� α > 2 
��� 

x
ϕ(2α)

2 ≡ 1 (mod 2α).

�"����% $����
�'�� ������������ �
������� 
��(� )��#* �+�	 &������� ��� ��
ϕ(2α) = 2α−1	�

����� ���� ������� 
���
��� ��
����
��� ����� �� m �� ���� ��!�	

"� ����� ��'�� ��
����* �� 
������ 
�'�� ��� � )��#* ��� ������� ,
�����
*

� 
�� �� �
�� 
�
�' �����#������' ���*	

�
������ �� "��# p '� 
���� ���	 $���� �-����'� 
���
��
� ��(� 
���� ��� �����
kp + 1	

�.��� /��� �
�������0� ��� /�� 1������� �.��� 
���
��
���� �
���
* 
�2
��� ���	 3*���'��� 
�� 4�� 
������')�� �����
��	

�
������ �� "��# a ∈ N � p '� ���5 
���� ���� �� (a − 1, p) = 1	 $���� �-����'�

���� ��� q ���5� �� (a, q) = 1 � q = kp + 1	

�.��� 
�'���� � 
������')���# )��#��#	

����� ��� �������� �� �� q '� 
���� ��� � q|ap − 1� 
���� ap ≡ 1 (mod q) �
(a, q) = 1	

����� �� "��# a� p �
64�') 
���
�����* �����
�� �	 $���� (a − 1, ap−1
a−1 ) = 1	

�������	

����� �� "��# q '� 
���� ��� � q|ap−1
a−1 	 $���� a �≡ 1 (mod q) � radqa = p	 �������	

����� �� "��# q '� 
���� ��� � )��#* 7	 $���� q = kp + 1	 �������	
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������� 	�
��
� ����
 ��� � ���� �����
��
 ��

��

�����
 � ��� �������� ����� �� !� ����� �� � �"#�$�� �  �����
%�&�% ����"�

����� �� ��&� p1, ..., pr �� #���'(��� 
���
 kp + 1� 	�
�� a = p · p1 · ... · pr �#)*�
#����� �" 
���� �� !� +����
��


