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11. PRIMITIVNE KORENE

Z Eulerovej vety vieme, Ze pre m € N a a € N, (a,m) = 1 existuje také ¢islo
k,7e
a* =1 (mod m).
Oznagme pre (a,m) =1
rady a = min{k =1,2,..., a* =1 (mod m)}.

Hodnotu rad,, a nazyvame rdd ¢isla a modulo m.

Uloha 228. Nech a,m € N a (a,m) = 1. Ak

a* =1 (mod m),

potom rady, a | k. Dokazte.
(Navod: Vyjadrite k = ¢ -rady,a+ 7, 0 <r < rady a.)
Moznosti pouzitia pojmu rad ¢isla modulo m si ukdzeme na dokazoch nasle-
dujucich tvrdeni.
Tvrdenie 1. Nech p;,py st rozne prvocisla. Potom (2P — 1,2P2 — 1) = 1.

Ako obvykle, dokaz najdete v nasledujicich tlohach.

Uloha A. Nech p je prvocislo a p|(2P* —1,2P2 —1). Potom 2P* =1 (mod p), 27> = 1
(mod p).

Nech p je prvocislo z tlohy A a r = rady2.
Uloha B. Pouzitim tlohy 228 dokazte, ze p; = 7 = ps.
Tvrdenie 2. Nech p;,ps > 3 st rozne prvocisla. Potom (2P +1,2P2 + 1) = 3.
Uloha C. Nech p > 3 je prvoéislo. Potom
a) 312° + 1,
b) 9 J2r + 1.

(Navod: Na dokaz Casti a) pouZite kongruenciu 2 = —1 (mod 3) a na dokaz ¢asti
b) pouzite rovnost rady2 = 6.)

Uloha D. Nech p|(2P* + 1,2P2 + 1). Potom 22P* =1 (mod p), 2272 =1 (mod p).

Uloha E. Nech p je prvoéislo z ilohy D. Oznaéme r = rad,2. Pouzitim tlohy 228
a tlohy D dokazte, ze r = 2.

Uloha F. Dokazte tvrdenie 2.
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Uloha G. Dokézte, Ze pre rozne prvocisla pi, po plati (371 — 1,372 — 1) = 2.
Uloha H. Dokaite, 7e pre rozne prvodisla pi, ps plati (3,1 +1,3,2 4+ 1) = 4.

(Navod: To, Ze 3P + 1 nie je delitelné 6smimi, dokdzte pomocou binomickej vety.)
Poznamenajme, Ze postupom z tloh A az H moZeme dokazat nasledujicu
vSeobecnejSiu vlastnost:
Pre nepérne é&isla r, s plati: (¢°+1,¢"+1) = ¢ +1, (¢°—1,¢"—1) = ¢ —1
pre Tubovolné q.

Uloha 229. Pre kazdé k a prvocislo p existuje najviac k primitivnych rieseni kon-
gruencie

2 =1 (mod p).
Dokéazte.

(Navod: Tvrdenie je dosledkom Lagrangeovej vety.)

Cislo a budeme nazyvat primitivnym korefiom modulo m, ak rad,, a = p(m) alebo
{a® mod m, a mod m,...,a?™~! mod m} = R,,.

V tomto pripade taktiez hovorime, ze prvok a generuje redukovany zvyskovy sys-

tém modulo m.

Iv)alej sa budeme zaoberat existenciou primitivnych korefiov. UkéZeme si, kedy
existuji a kedy neexistuji.

Najskor dokdzeme nasledujtcu vetu.
Veta 14. Pre kazdé prvoéislo p existuje primitivny koreti modulo p.

Na to, aby sme dokazali vetu 14, pouZijeme nasledujice tvrdenie.

Lema 1. Nech m € Na (a,m) = 1= (b,m). Ak (rady, a,rady, b) = 1, potom
rad, a - b =rad, a - rady, b.

Uloha 230. Dokazte, ze
rady, a - b rady a - rady, b
pre a,b,m € Na (a,m) =1= (b,m).

(Navod: Pouzite ulohu 228.)
Uloha 231. Nech platia predpoklady lemy 1. Ozna¢me

r = radmy(a - b).
Dokazte, 7e
a” = b*(M=" (mod m).
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(Navod: Vieme, 7e a” - b" =1 (mod m). Pouzite Eulerovu vetu.)

Uloha 232. Nech platia predpoklady lemy 1. Dokézte, Ze pre r = rady,(a - b) plati

ar'radm b =1 (mOd m) .

(Navod: Pouzite ulohu 230.)
Uloha 233. Dokaste, 7e ak platia predpoklady lemy 1, potom rad,, a | rad,(a - b) .

(Navod: Pouzite tilohu 5 a tlohu 1.)
Uloha 234. Nech platia predpoklady lemy 1. Dokazte, ze rad, b| rady a - b.

Uloha 235. Dokazte lemu 1.

Teraz budeme dokazovat vetu 14. Je logické ocakavat, ze primitivoym ko-
refiom modulo p bude prvok s najvacsim radom modulo p.

Uloha 236. Nech a,b € N a nech a /b. Potom existuje prvocislo ¢ a ¢islo v > 1
také, ze ¢“||la a ¢® fb. Dokazte.

(N4avod: Uvazujte kanonické rozklady ¢isel a,b.)

Uloha 237. Nech p je prvoéislo a (a,p) = 1. Nech ¢°| rad, a. Ozna¢me r = rad, a.
Dokazte, ze

rad, a% =q°
(Navod: Pouzite tlohu 228.)

Uloha 238. Nech p je prvoéislo, (a,p) = 1 a (b,p) = 1. Nech 7, = rad,a, 72 =
radp b. Nech r1 # ro. Nech ¢ je také prvocislo, 7e ¢*||r1 a ¢® fro. Dokazte, 7e
a) rad pla*r2) — oo

. (g*r2)?
b) (radaT rad p(a”m2)) =

c) rad(aq platr2)y = g 5 > T2

(‘1 7“2

(Navod: Pouzite lemu 1 a tlohu 235.)

Uloha 239. Nech p je prvocislo a b je také &islo, Ze
radp, b = max{rady,a; a=1,2,...}.
Dokéazte, ze pre kazdé a, ktoré je nesudelitelné s p, plati
radpa| rad, b.
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(Navod: Pouzite ulohu 238.)
Prvok b budeme nazyvat prvkom s maximdlnym radom modulo p.

Uloha 240. Nech b je prvok s maximalnym radom modulo p a r = rad;, b. Potom
kazdy prvok a € {1,...,p — 1} je korehom kongruencie

z" =1 (mod p).
Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 239.)

Uloha 241. Nech p je prvocislo a b je prvok s maximalnym radom modulo p.
Dokazte:

a) 1,b,...,b" ! st riesenim kongruencie

2" =1 (mod p).
b) Pre 0 < j < k <r —1 plati: Ak
b =b* (mod p),

potom j = k.
c) Dokazte, Ze prvok s maximalnym rddom modulo p je primitivnym korehiom
modulo p.

(Navod: Vynésobte kongruenciu b"~* a pri dokaze ¢asti ¢) pouzite tilohy 238, 239
a 227.)

Cvicenie 1. Nech p je neparne prvoéislo a g je primitivny koreii modulo p. Dokazte,
7e g° je primitivny korefi modulo p vtedy a len vtedy ked (s,p—1) = 1.
Cviéenie 2. Nech p je nepérne prvoéislo a a € Z, (a,p) = 1 a a = g* (mod p), kde

a

g je primitivny koreii modulo p. Dokézte, 7e (5) = (1)
Cviéenie 3. Nech p je neparne prvocislo. Dokézte, 7e v R, existuje prave 251

2
kvadratickych zvygkov.

Ezistencia primitivnych koreriov modulo p - nepdrne prvoéislo, ndm umozni urobit
jednoduchsi dokaz Gaussovho kvadratického zikona reciprocity. Uvedieme trochu
modifikovany dokaz z ¢linku [SZ1]. Budeme pouZivat jednoduché vlastnosti per-
mutdcii.

Nech (a,p) =1, ¢islu a méZeme priradit permutdciu

Ao 1Ry = Ry, A\(z) =ar modp, z€R,.

Ak g je primitivny koreri modulo p lahko vidime, Ze A, je cyklickd permutdcia
(1,9, ...,g°2). Preto plati sgn\y = —1. Je zrejmé, Ze a = b (mod p) tak A, = Ny @
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pre lubovolné c,d plati \og = A\cA\q. Preto pre a = g* (mod p) plati sgn), = (—1)*
a teda podla cvidenia 2 dostdvame

(%) = 5gNAq. (%)

Teraz moézZeme vyslovit Gaussovu lemu, ale v inej podobe:
Nech p je poéet takych j < p—;l pre, ktoré a¢j mod p > %. Potom

(%) =1 (+)

p
Dékaz. Pouzijeme (x). Znamienko permutdcie A, je rovnaké ako znamienko
sticéinu [](aj mod p —ai mod p). Pre i < j < % sa ¢initel aj mod p — ai
i<j
mod p rovnd &initelu a(n—1) mod p—a(n—j) mod p preto v sicine daji kladni
hodnotu. Uvedenyj siucin bude mat preto rovnaké znamienko ako siucin
II (aj modp—ai modp)= T[] (a(lp—*k) modp—ai modp)=
i<Egt<y k< B
II (p—ak modp—ai mod p). Tento sucin znova obsahuje rovnaké cinitele
szt
pre u < v,1 = u,k =v a1 = v,k = u. Teda bude mat rovnaké znamienko ako
[T (p—2ai mod p). Je zrejmé Ze znamienko posledného sucinu je (—1)*. O
Podla Ulohy 216 hned vidime, Ze hodnota w z predoslého tvrdenia md rovnaku
p_1

P ,
paritu ako Y [%} a teda dostavame poévodni verziu Gaussovej lemy a podla
i=1

identit z uloh 222, 224, 225, 226 dostavame Gaussov kvadraticky zdakon reciprocity.

Dokézali sme, ze primitivny korefi modulo m existuje v pripade, ked m = p je
prvodislo. Teraz dokazeme, 7e existuje aj v pripadoch, ked m = p*, m = 2p®, kde
p je neparne prvocislo a o > 1.

Uloha 242. Nech z,m,n € N a (z,m) = 1 = (2,n). Ak m|n, potom rad,,z|rad,z.
Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 228.)

Uloha 243. Nech x € N a p je prvoéislo. Ak pre a > 1 plati
29" =1 (mod p®),
potom
2P~ =1 (mod p?).
Dokéazte.

(Navod: Vieme, Zze 2P~! = 1 + kp podla tlohy 126. Dosad'te do vztahu (14).)
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Uloha 244. Dokazte, e existuje primitivny korefi « modulo p, kde p je nepérne
prvocislo, taky, ze

P71 #£ 1 (mod p?). (15)

(Névod: Uvedomte si, ze ak 2 nesplia vzfah (15), potom x + p splia vztah (15).)
Teraz dokdZzeme, Zze x € N, ktoré vyhovuje vztahu (15), je primitivnym ko-

reiiom modulo p®. V nasledujtcej ¢asti predpokladame, Zze p je neparne prvodislo,

a>1aq=p~

Uloha 245. Ak z je primitivny koreii modulo p, potom p — 1ljrad,z. Dokazte.

(Navod: Pouzite tlohu 242.)

Uloha 246. Ak z je primitivny korei modulo p, potom
rad,x = (p — 1)p°?,
kde 0 < 8 < a. Dokéazte.

(Navod: Pouzite tlohu 245, Eulerovu vetu, tlohu 228 a ¢(p®) = (p — 1)p®~1.)

Uloha 247. Ak z je primitivny korefi modulo p, ktory vyhovuje vztahu (15), potom

radqsr = o(p®).
Dokéazte.

(Néavod: Pouzite ulohy 243 a 246.)

Uloha 248. Dokazite, 7e ak p je neparne prvoéislo, potom existuje primitivny koreh
modulo p©.

Dalej budeme rie§it pripad primitivneho korefia modulo 2p® pre nepérne
prvocislo p.

Uloha 249. Dokazte, Ze ak p je neparne prvoéislo, potom ¢ (2p®) = p(p®).
(Navod: Pouzite multiplikativnost funkcie ¢.)

Uloha 250. Dokéite, 7e ak p je neparne prvocislo, potom existuje neparny prim-
itivny koren modulo p©.
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(Navod: Ak z je primitivny koreir modulo p%, potom aj x + p® je primitivny koreii
modulo p©.)

Uloha 251. Dokazte, 7e ak p je neparne prvoéislo, potom existuje primitivny koreh
modulo 2p®.

(Navod: Pouzite ulohu 250.)

Veta 15. Primitivny koreii modulo m existuje prave vtedy, ked’
m € {2,4,p%, 2p%; p je neparne prvocislo}.

Dokaz existencie primitivnych korefiov v uvedenych pripadoch je uz urobeny
v predchadzajucich tlohéch. Zostdva nam teda dokazat, Ze v inom pripade prim-
itivny koren neexistuje. To ndm vyplynie z nasledujtcej vety.

Veta 16. Ak m ¢ {2,4, p*, 2p®, p—neparne prvoéislo}, potompre z € N, (z,m) = 1
plati

©(m)
2

x =1 (mod m). (17)

Dokaz najdete v nasledujicich tlohach.
Uloha 252. Ak m € N a m > 2, potom 2|p(m). Dokazte.

Uloha 253. Nech m ¢ {2,4,p%,2p®, p — neparne prvoéislo}. Potom m je mozné
vyjadrit v tvare

m=mima, (18)

kde mq,mqo st neparne ¢isla, my,mo > 1 a (mq,ms) = 1 alebo

m = 2%my, (19)
kde 2 fmy a a > 2. Dokazte.

Uloha 254. Nech m mé tvar (18). Potom <p(m1)|@ a @(m2)|@. Dokazte.

Uloha 255. Nech m mé4 tvar (18). Potom

225 =1 (mod my)
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Dokazte.
Uloha 256. Dokazte platnost kongruencie (17), ak m ma tvar (18).
Zostava nam dokazat platnost kongruencie (17) pre ¢isla tvaru (19).

Uloha 257. Nech 2 € N a 2 fz. Potom
22 =1 (mod 8).
Dokazte.

(Navod: Uvazujte v = 2k + 1 a 22 = 4k(k + 1) + 1.)

Uloha 258. Dokazte, 7e pre a > 2 plati

e(2%)

z7z =1 (mod 2%).

(Navod: Postupujte matematickou indukciou podla dlohy 257. Uvedomte si, Ze
p(2%) =271

Uloha 259. Dokazte platnost kongruencie (17), ak m ma tvar (19).

Na zaver tejto kapitoly si pomocou pojmu rad a tlohy 228 ukiZzeme Specidlny
pripad uz spominanej Dirichletovej vety.

Tvrdenie 1. Nech p je prvodislo. Potom existuje nekonecne vela prvodisel tvaru
kp + 1.

Dokaz bude analogicky, ako bol Euklidov dokaz nekonec¢nosti mnoziny pr-
vocisel. Vyuzijeme pri iom nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 2. Nech a € N a p je také prvocislo, 7ze (a — 1,p) = 1. Potom existuje
prvocislo g také, 7e (a,q) =1aqg=kp+ 1.

Dokaz najdeme v nasledujucich tlohéch.

Uloha CH. Dokézte, 7e ak ¢ je prvocislo a gla? — 1, potom a? = 1 (mod ¢) a
(a,q) = 1.

Uloha J. Nech a, p splhaji predpoklady tvrdenia 2. Potom (a — 1, “::11) = 1.
Dokazte.

a”:ll_ Potom a # 1 (mod ¢) a rad,a = p. Dokazte.

a

Uloha K. Nech ¢ je prvocislo a g|

Uloha L. Nech ¢ je prvocislo z ulohy K. Potom ¢ = kp + 1. Dokaite.
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(Navod: Pouzite tlohu 228 a mala Fermatovu vetu.)
Ulohou L sme dokazali Tvrdenie 1. Tyrdenie 2 vyplyva z nasledujicej tlohy.

Uloha M. Nech p1, ..., p, st prvocisla tvaru kp + 1. Potom a = p - p1 - ... - pr splia
podmienky tvrdenia 1. Dokazte.



