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10. GAUSSOV KVADRATICKY ZAKON RECIPROCITY

Nech p je neparne prvocislo. Ako sme uZ povedali, prirodzené ¢islo a, pre
ktoré plati, Ze (a,p) = 1, nazyvame kvadratickym zvyskom modulo p prave vtedy,
ked kongruencia

2?2 = a (mod p)

m4 rieSenie. Prirodzené ¢islo, ktoré nie je kvadratickym zvySkom modulo p, nazy-
vame kvadratickym nezvy$kom modulo p. Pre §tidium kvadratickych zvygskov
pouzivame nasledujici symbol.

Nech p je neparne prvoéislo a a € N. Potom

(%) =1, ak a je kvadraticky zvySok modulo p

(%) = —1, ak a je kvadraticky nezvySok modulo p.

Symbol (%) pochéza od Legendra, a preto sa nazyva aj Legendrov symbol.

Uloha 209. Nech p je neparne prvoéislo. Dokazte, Ze pre kazdé a € N také, ze
(a,p) =1 plati

p—1

az ==£1 (mod p).

(Navod: Uvedomte si, Ze podla malej Fermatovej vety, ktora nédjdeme v tlohe 126,
plati (ap%1 + 1)(@,,2;1 —1) =0 (mod p).)

Uloha 210. Nech p je neparne prvodislo. Dokazte, Ze pre kazdé a € N také, ze
(a,p) =1 plati
(9) =a"z (mod p).

p

(Navod: Uvedomte si, 7ze kvadratické zvysky st podla tdlohy 154 primitivnymi

korenmi kongruencie 27 —1=0 (mod p) a podla Lagrangeove]j vety nemé tato

kongruencia viac ako % primitivnych korehov.)

Uloha 211. Dokéite, 7e pre neparne prvocislo p plati
1\ _ -1\ _ (_ p—1
()=t (3)=v=.
(Navod: Pouzite tlohu 210.)

Uloha 212. Ak p je prvoéislo tvaru 4k +1, potom —1 je kvadraticky zvysok modulo
p a ak p je prvocislo tvaru 4k + 3, potom —1 je kvadraticky nezvySok modulo p.

(Néavod: Dosadte do ulohy 211.)
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Uloha A. Nech a € N. Potom prvoéiselné delitele ¢isla a® + 1 mozu byt iba &islo 2
alebo prvocisla tvaru 4k + 1.

(Navod: Ak pla® + 1, potom —1 je kvadraticky zvy$ok modulo p.)

Pomocou tejto skutocnosti sa da dokazat, Ze existuje nekonefne vela pr-
vocisel tvaru 4k+ 1. Podobne ako pri Euklidovom dékaze nekonecnosti prvociselnej
mnoziny ukizeme, ze ku kazdej konecnej mnozine prvocisel tvaru 4k + 1 existuje
dalsie, ktoré do nej nepatri. Nech p1, po, ..., p, s prvodisla tvaru 4k + 1. Uvazujme
¢islo A = (2pipa - - - pn)? + 1. Ak prvoéislo p|A, tak plati (2pips -+ pn)? = —1
(mod p) a teda (_71) =1 ateda p =4k + 1. Ale evidentne p # p;,1 = 1,2, ..., n.

Uloha 213. Nech p je nepéarne prvocislo a (a,p) = 1, (b,p) = 1. Potom

(5)=0)-G)-

Dokazte.
(Navod: Pouzite ulohu 210.)

Uloha 214. Dokate, 7e pre neparne prvoéislo p a ¢isla ay, . . ., ag, takeé, 7e (a;, p) =

1,i=1,...,k plati
ai...ar | — ( Q1 Ak
() = (3) - (%)

balej dokazeme explicitny vzorec pre hodnotu Legendrovho symbolu.

Veta 12. Ak p > 2 je prvoéislo a (a,p) = 1, potom

p1
RSP ACS
(3) = o=t
kde p; = %.
Dokaz vety 12 ndjdeme v nasledujicich tilohéach.

Uloha 215. Nech p > 2 je prvoéislo a 2 € N. Potom

2] =2[z]+ [2{z}]

Dokazte.
. . .. .. . . 1 1
(N4avod: Uvazujte nasledujice dve moznosti: {%} < 5 alebo {%} > 5.)

Uloha 216. Nech z € N a p > 2 je prvoéislo. Potom

p—1
x mod p < 5=
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prave vtedy, ked 2‘ {%m]

(Navod: Uvedomte si, ze podla tlohy 7, z (mod p) = p - {%} a vyraz {2 {%H v
ulohe 215 nadobuda iba hodnoty 0,1.)

Uloha 217. Nech p > 2 je prvoéislo a p; = %1 Nech x € N. Potom existuje prave
jedno &islo r € {0,...,p1} take, 7e

2z

x = (71)[?]7“ (mod p).
Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 216.)

Uloha 218. Nech (a,p) =1 ap; = prl. Ak pre 1,79 € {0,1,...,p1} plati
ary = ary (mod p),

potom rq = ro. Dokazte.

Uloha 219. Nech p > 2 je prvodislo a (a,p) = 1. Nech p; = 251 a nech pre

2
j=1,...,p plati
a-j= (—1)[2%]@ (mod p),
kde r; € {1,...,p1}. Dokazte, ze {ry,...,rp, } ={1,...,p1}-

Uloha 220. Dokéite, 7e pre prvocislo p > 2 a (a,p) =1 plati

p
L r2aj

p—1 Z P
az = (-1)=! (mod p).

(N4avod: Vynéasobte kongruencie z ulohy 219.)
Z ulohy 220 bezprostredne vyplyva veta 12.

Uloha 221. Nech p > 2 je prvoéislo. Potom

Dokéazte.

L Pl
(Navod: Pouzite vetu 12 a upravu (%) = (@) = (4 > ) = ( 2 ) 2

Uloha B. Cislo a2 — 2, a € N moze obsahovat v kanonickom rozklade iba 2 a
prvocdisla tvaru 8k + 1, 8k — 1.

Uloha C. Cislo a2 + 2, a € N moze obsahovat v kanonickom rozklade iba 2 a
prvocisla tvaru 8k + 1, 8k + 3.
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(Navod: PouZite postup z tlohy A a tlohu 221.)

Uloha 222. Ak p je neparne prvocislo a a € N je nepéarne ¢islo, potom

P
L ak

(2) = o=

kde p; = %. Dokazte.

(Né&vod: Vyuzite rovnost (%) : (%) = (2?“) a (%“) = (”“P%QP) = (%) : (?p) =

a+t
( ;P> a pouzite ulohu 220 a vetu 12.)

Pomocou tlohy 222 dokdZzeme nasledujiice tvrdenie, ktoré je zname pod
nazvom Gaussov kvadraticky zdkon reciprocity.
Veta 13. Nech p # g sit dve neparne prvoéisla. Potom

(5)-(2) ==

Uloha 223. Nech plati oznacenie z vety 13. Nech p; = p—;l, Q= q;21_ Dokazte, ze

P1

(2) () = R

q p

Uloha 224. Nech p # ¢ st dve neparne prvodisla. Uvazujme mnozinu

D={lgjpk;;j=1,..., 5 k=1,..., 52}

iy . p—1 g—1
Dokézte, 7e D ma 5= - 5= prvkov.

Uloha 225. Nech D je mnozina z ulohy 224. Ozna¢me
Dy ={lqj, k] € D; q-j <p-k}
Dokézte, ze D1 méa
& [
k=1
prvkov.

Uloha 226. Oznaime
Dy = {[qj, pk] € D; p-k <q-j}.
Dokézte, ze mnozina Dy méa

A0

prvkov.

Uloha 227. Pomocou tloh 223, 224, 225 a 226 dokazte vetu 13.
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Veta 13 je pomenovand po svojom autorovi. Karl Fridrich Gauss patril k ve-
likdnom svojej doby, podobne ako Euler, Fermat a Lagrange. Zaoberal sa taktieZ
fyzikou a na podnet pruského krdla aj geodéziou. Ten ho poveril vytvorenim do tej
doby najpresnejsej mapy svojho vuzemia. Prdce, ktoré popri tom K. Gauss vykond-
val, ho priviedli na zdkladné myslienky z diferencidlnej geometrie.

Uloha D. Cislo a? — 3, a € N moze obsahovat v kanonickom rozklade iba ¢islo 2 a
prvocisla tvaru 12k 4+ 1 a 12k + 11. Dokéazte.

(Navod: PouZite postup z tlohy A a tlohu 221.)

Uloha E. Aké prvocisla moze obsahovat vo svojom kanonickom rozklade ¢islo a?+3,
kde a € N?

Aby sme mohli Legendrov symbol vypoditat pre viacsie prvocislo, je vyhodné
rozsirit jeho definiciu pre zlozené moduly. Ak m = pi" ---pp* je nepéarne ¢islo a

a € N, potom hodnotu
(65} (677
(6) = ()" (2)

nazyvame Jacobiho symbol. Jeho vypocet ndm umoziuji niektoré vlastnosti ana-
logické s Lagrangeovym symbolom. Ich dokaz je predmetom nasledujicich tloh,
ktoré su pre svoju jednoduchost uvedené bez suvislého textu.

Uloha F. Dokazte:
a) () = (%) ked a1 = az (mod m),
b) (fia) ) (2)

0) () = () ().

“3

Uloha G. Nech r a s st nepéarne celé &sla. Dokazte:
a) (7"32—1) = (T;l) + (s;l) (mod 2)7

2.2 2 2
b) (r 58_1) = 8_1) G 8_1) (mod 2).

(Navod: V dokaze casti a) vyuzite, ze (r — 1)(s — 1) = 0 (mod 4) a rs —
(r—1)+(s— 1) (mod 4). V dokaze ¢asti b) vyuzite, ze (r? — 1)(s®> — 1)
(mod 16) a s> — 1= (r> — 1) + (s> — 1) (mod 16).)

I_Ilollla H. Dokéazte:
a) Z (7'i2—1) = (7'1"‘27‘1—1) (mod 2)}

i=1

!
b % (il = (=D (mod 2).

(Navod: Pouzite tlohu B a postupujte matematickou indukciou.)
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Uloha CH. DOk?ZE%
2) () = (-
b) ()= (-1)"%

(Navod: Pouzite ulohu C a tlohu 211.)
Cast ¢ z predchadzajucej ulohy sa nazyva zdkon reciprocity pre Jacobiho sym-
bol. Tento ndm umoziuje vlastny vypocet Legendrovho symbolu.

Poznamka. Ak m je zlozené ¢islo, potom rovnost (;%) = 1 nezarucuje rieSitelnost
kongruencie 22 = a (mod m). Napriklad ak m =15 =35, (3) = —

ale (&) =1.



