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� ������ �� (a, p) = 1� �������� ����
������� ��� ��� ������ p �
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x2 ≡ a (mod p)
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���� p �� ���	
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��
���� � a ∈ N� #����(

a
p

)
= 1, �� a �� ����
������ ��� �� ������ p

(
a
p

)
= −1, �� a �� ����
������ ����� �� ������ p�

'��&��
(

a
p

)
����	�� �� (�"���
�� � �
��� �� ������ �� ��������� �	
���


����� ���� ���� p �� ���	
�� �
��
����� )��	���� �� �
� ����� a ∈ N ����� ��
(a, p) = 1 �����

a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p).

*�	���+ ,������� ��� �� ���-� ����� .�
������� ����� ���
% �	����� � %���� /01�

����� (a
p−1
2 + 1)(a

p−1
2 − 1) ≡ 0 (mod p)�2

����� �	�� ���� p �� ���	
�� �
��
����� )��	���� �� �
� ����� a ∈ N ����� ��
(a, p) = 1 ����� (

a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

*�	���+ ,������� ��� �� ����
������ ��� �� �% ���-� %���� /�3 �
����������

��
�4�� ���"
������ x
p−1
2 − 1 ≡ 0 (mod p) � ���-� (�"
��"����� ���� ���	 �	��

���"
������ ���� ��� p−1
2 �
���������� ��
�4���2

����� �		� )��	���� �� �
� ���	
�� �
��
���� p �����(
1
p

)
= 1,

(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .
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� 4k + 3� ����� −1 �� ����
������ ����� �� ������ p�

*�	���+ )���!�� �� %���� 0//�2
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����� �� ���� a ∈ N� ��	�
 ��
�������� ����	��� ����� a2 + 1 
��� ��� ��� ����� 2
����� ��
������ 	
��� 4k + 1�

���
���  ! p|a2 + 1" ��	�
 −1 #� !
����	��!$ %
�&�! 
����� p�'

��
���� 	�#	� �!�	�����	� �� �� ��!�%��" �� �(��	�#� ��!������ 
�)� ��*

������ 	
��� 4k+1� ������� �!� ��� +�!����
�
 ��!�%� ��!�������	� ��
��������#

������ �!���
�" �� !� !����# !������# 
������ ��
������ 	
��� 4k + 1 �(��	�#�
,��&��" !	��� �� ��# ����	��� ���� p1, p2, ..., pn �- ��
������ 	
��� 4k+1� .
���#
�
����� A = (2p1p2 · · · pn)2 + 1�  ! ��
������ p|A" 	�! ���	� (2p1p2 · · · pn)2 ≡ −1
(mod p) � 	��� (−1

p ) = 1 � 	��� p = 4k + 1�  �� �
����	�� p �= pi, i = 1, 2, ..., n�

����� ��	� ���� p #� ������� ��
������ � (a, p) = 1" (b, p) = 1� ��	�
(
a·b
p

)
=

(
a
p

)
·
(

b
p

)
.
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��� �����	� -���� 01��'

����� ��
� /�!��	�" �� ��� ������� ��
������ p � ����� a1, . . . , ak" 	�!�" �� (ai, p) =
1" i = 1, . . . , k ���	� (

a1...ak

p

)
=

(
a1
p

)
. . .

(
ak

p

)
.

2���# ��!���
� �(�����	�$ 
%���� ��� �����	� 3�4�����
�� ��
�����

��
� ��� �� p > 2 �� ��������� � (a, p) = 1� ��
��

(
a
p

)
= (−1)

p1∑

k=1
[ 2ak

p ]
,

��� p1 = p−1
2 �

/�!�% 
�	� 10 ��#��
� 
 �������#-���� -�������

����� ���� ���� p > 2 #� ��
������ � x ∈ N� ��	�
[
2x
p

]
= 2

[
x
p

]
+

[
2

{
x
p

}]
.

/�!��	��

���
��� .
���#	� �������#-�� �
� 
�����	��
{

x
p

}
< 1

2 �����
{

x
p

}
> 1

2 �'

����� ���� ���� x ∈ N � p > 2 #� ��
������� ��	�


x mod p ≤ p−1
2
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����� ����	
 ��� 2
∣∣∣
[

2x
p

]



������� �������� ��
 �� ����� ����	 �
 x (mod p) = p ·
{

x
p

}
� �����

[
2

{
x
p

}]
�

����� �� !���"��� �"� ���!��	 0, 1
#

����� ���� ��$� p > 2 %� ����&'��� � p1 = p−1
2 
 ��$� x ∈ N
 (���� �)���*%� �����

%��!� &'��� r ∈ {0, . . . , p1} ���+
 ��

x ≡ (−1)[
2x
p ]r (mod p).
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������� (�*���� ����* ���
#

����� ��	� ��$� (a, p) = 1 � p1 = p−1
2 
 -� ��� r1, r2 ∈ {0, 1, . . . , p1} ����'

ar1 ≡ ar2 (mod p),
����� r1 = r2
 ,������


����� ��
� ��$� p > 2 %� ����&'��� � (a, p) = 1
 ��$� p1 = p−1
2 � !�$� ���

j = 1, . . . , p1 ����'

a · j ≡ (−1)[
2aj

p ]rj (mod p),
��� rj ∈ {1, . . . , p1}
 ,������
 �� {r1, . . . , rp1} = {1, . . . , p1}


����� ���� ,������
 �� ��� ����&'��� p > 2 � (a, p) = 1 ����'

a
p−1
2 ≡ (−1)

p1∑

j=1
[ 2 aj

p ]
(mod p).
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1 ����	 ��2 "����������!� �	����� ���� ��


����� ���� ��$� p > 2 %� ����&'���
 (����(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

,������


������� (�*���� ���* �� � �����*
(

2
p

)
=

(
2(1+p)

p

)
=

(
4· p+1

2
p

)
=

( p+1
2
p

)
.)

����� �� 3'��� a2 − 2
 a ∈ N �4�� �"������5 � ��!�!�$��� �������� �"� 2 �
����&'��� ����* 8k + 1
 8k − 1


����� 
� 3'��� a2 + 2
 a ∈ N �4�� �"������5 � ��!�!�$��� �������� �"� 2 �
����&'��� ����* 8k + 1
 8k + 3




��

������� 	�
��
� ���

� � ����� � � ����
 �����

����� ���� �� p �� ������� ����� ��� � a ∈ N �� ������� � ���! ��
�"

(
a
p

)
= (−1)

p1∑

k=1
[ ak

p ]
,

��� p1 = p−1
2 � #����
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������� $�
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� ������%
(

2
p

)
·
(

a
p

)
=

(
2a
p

)
�

(
2a
p

)
=

(
2a+2p

p

)
=

(
4
p

)
·
( a+p

2
p

)
=( a+p

2
p

)
� ��
��
� ����
 ��& � ��

 ����

	�"�'�
 ����� ��� ������"� ������
��'� 
�������! �
��( �� ���"� ���
�����" ������� ������	
��� 
���� ���
����
	��

��	� 
�� ��
� p �= q �� ��� ������� ���������� ��	��(
p
q

)
·
(

q
p

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2 .

����� ���� ��'� ���
 ��������� � ��
� �)� ��'� p1 = p−1
2 ! q1 = q−1

2 � #����
�! ��

(
p
q

)
·
(

q
p

)
= (−1)

p1∑

j=1
[ qj

p ]+
a1∑

k=1
[ pk

q ]
.

����� ���� ��'� p �= q �� ��� ������� ����� ���� *���
�"� "�����


D =
{
[qj, pk]; j = 1, . . . , p−1

2 , k = 1, . . . , q−1
2

}
.

#����
�! �� D "� p−1
2 · q−1

2 �������

����� ���� ��'� D �� "������ � ����� ��+� ,����"�

D1 = {[qj, pk] ∈ D; q · j < p · k}
#����
�! �� D1 "�

p1∑
k=1

[
p·k
q

]

�������

����� ���� ,����"�

D2 = {[qj, pk] ∈ D; p · k < q · j}.
#����
�! �� "������ D2 "�

q1∑
j=1

[
q·j
p

]
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����� �� ����� a2 − 3� a ∈ N �	
� ���
���
� � �
�������� �����
�� ��
 ����� 2 

��������
 ��
�� 12k + 1 
 12k + 11� ����
���

� ����! "��
��� ������ � #���$ % 
 #���� &&'�(

����� �� %�) ��������
 �	
� ���
���
� �� ���*�� �
�������� �����
�� ����� a2+3�
��� a ∈ N+

%�$ ��� ����� ,�-������ �$���� �$�����
� ��� �.�/�� ���������� *� �0����)
���/���� *��� ��1����� ��� ���
��) �����$� %� m = pα1

1 · · · pαk

k *� ������� ����� 

a ∈ N� ����� ������� (

a
m

)
=

(
a
p1

)α1 · · · · ·
(

a
pk

)αk

�
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( (a1

m ) = (a2
m ) ��7 a1 ≡ a2 (mod m)�

�( (a1a2
m ) = (a1

m )(a2
m )�

�( ( a
m1m2

) = ( a
m1

)( a
m2

)�

����� 	�  ��� r 
 s �# ������� ���) ����
� ����
��!

( (rs−1)

2 ≡ (r−1)
2 + (s−1)

2 (mod 2)�

�( (r2s2−1)
8 ≡ (r2−1)

8 + (s2−1)
8 (mod 2)�

� ����! 8 �	�
�� �
��� 
( �$�
���� 
� (r − 1)(s − 1) ≡ 0 (mod 4) 
 rs − 1 ≡
(r − 1) + (s − 1) (mod 4)� 8 �	�
�� �
��� �( �$�
���� 
� (r2 − 1)(s2 − 1) ≡ 0
(mod 16) 
 r2s2 − 1 ≡ (r2 − 1) + (s2 − 1) (mod 16)�(

����� 
� ����
��!
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l∑

i=1

(ri−1)
2 ≡ (r1···rl−1)

2 (mod 2)�

�(
l∑

i=1

(r2
i −1)
8 ≡ (r2

1 ···r2
l −1)

8 (mod 2)�
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2 �


� ( 2
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(m2−1)
8 �

�� (m
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15 ) = 1�


