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Z = {0, 1,−1, 2,−2, ...}�
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��� ���������� ������� N �$
����	�%� ����!�

&! S ⊂ N � S �= ∅� ��"�� �	� ����	�%� ����! ���	�	 �
��
���� ��������
min S� '�	����	 ��� �	 �����!��� ������� Z "("� ����"���� �	�$� )�	 �	 �$��
��
��!$
��� �	 ����"���� *+,- �	 	!�����	�"�$ � ��������� ��"	��"��!	� ����!��	�

��������� ��������

� ����� ����� #���$ �	��$
��� !��	
�$ ���������� N �$
����.
%� ����!�

&! S ⊂ N �	 !��	
�$ ���������� ������� ������
	���� 
��	�� ��"�� �	�
����.
%� ����! ���	�	 �
��
���� �������� max S�

���
� �� /�!$�"	� �	 !���$ !��	
�$ ������� �	$����� 
��	� �$ ����.
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� ���� �� ��
	" ���!���-
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 �� ������	��	�	 �� 
�$�� �	�$��� �	��"	 ���"� �	���� 
��	��

)	�� a, b ∈ Z� 1������	� �	 a ���� b ��$�	 �"	��� !	2 	3��"��	 "�!� �	�� 
����
c� �	 b = ac� ��� �	 a �	�� b� 
������	�	 a|b� ��!"�	� �������	� �	 b �	 ���������

a ��	�� �	 a �	 �������	
 b� #���� �	�� 
���� a �$ �����
��� �������� ±1 � ±a�
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���� a� ��
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��	��

�	��
 �� ���	�	 
���	��� �	"�� � �	�	�� �� 
��%!��� /�!$�	�	 ����	���(��
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�
�� ���
�
 m, n ∈ N� ����	 
������ ���! �"��� p ∈ N ∪ {0}# r ∈ Z# $
 ����"�

0 ≤ r < m (1)
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�

n = m · p + r (2).

������� ���	� p, r �
 ����
�� ��� � ��� ������ ������������

�	�
� �� ���� m � n ���� 	
���
� ������ �

 � �	������������� ����� �������
p = max{k = 0, 1, 2, ...; k ·m ≤ n}.

�

����� �� �
��
�� r = n− p ·m ����� ��	
��
�� �� �

!"
�� # ��� $� $
��$�� �
��
�� ��"��%� �
 ��&'

�� ���� �(%�����%$ �
���
������
�)��" p, r� *'�� �� �
�	�+�, �

���� %�� ����
�����
���

�	�
� ��
� ���� a, b ∈ N ∪ {0}� a < b � b|a� -
�
� a = 0�
+ ���� a, b ∈ N � a|b ∧ b|a� -
�
� a = b� �

�����

�	�
� �� ���� n = m · p1 + r1 � n = m · p2 + r2� -
�
� m|r1 − r2�

�	�
� �� -
$�%�)� �"
� .� � / �

����� �� r �� ������% �� � �# ����
������
$	���,� � ���� �� p �� ����
������ $	���,�
0)�"
 r � ���& � �������� ������� �)�"� n �
 ��"��) �)�"
� m � 
����$���� �


r = n �
� m�
1
��
�� p �� ������ ��	
��� 
�
���� 2 ����
 ���%�"
��% $�
�
	�)�� �� ����$

��$�)���� 3$�
�%$�
���� α �� 
"���, 	��"�� �)�"
� ������� �&�+
"
� [α] ����4�'%� ��", �)�"
�


�
	, �%� �� �4�'%� �

 α� ���	)
"�� [5, 3] = 5� [0, 1] = 0� [−1, 2] = −2� 1
��
�$
[α] �������� ���� ���� ����� α�

�	�
�  � ���� m, n ∈ N � p �� ����"�� �
�%�" �)��" n, m� �

����� ��

p =
[

n
m

]
.

1
��
�$ {α} = α − [α] �������� ������� ������ α� �%�
��& �$ �%� ��"��
�	���� �������� ��������� �������

�	�
� !� ���� m, n ∈ N� -
�
�

n �
� m = m ·
{

n
m

}
.

5� �	���,� �� a|b �	��� ����&� 
�6 b �
� a = 0� ���� m, n ∈ N� -
�
�
�)�"
 d ∈ N �������� ��
"
���� ��"%��7
� m � n� �
 d|m � d|n� 5� �	���,�
�� ��
�%�� �����
 ��
"
����� ��"%��7
� �� 

������ 5�� ����4�') �	�

 ��������
�������� �
������ 
������ �)��" m� n � 
����$���� �
 �&�+
"
� (m, n)� 8
 (m, n) =
1� �
�
� �)�"� m� n �������� ������"%��7�,�

"�#� �� ���
 m, n ∈ N� $�#�� �%��#��
 ���	� a, b ∈ Z #�&�� '�



�

(m, n) = a ·m + b · n.

��� �����	 
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�����	�	 
�������� ����	���	�� ��
�� �����

����� �� ��� ��	! �	 ����	��" ��
�� �������

L = {a ·m + b · n; a, b ∈ Z ∧ a ·m + b · n > 0} (3)

�	 �����#�$� �	���	%�� #"�	� m, n�

�& 
��' &	(� d =��� L� ������	 
	�� �' �� m ��� d! n ��� d > 0! ����� m
��� d! n ��� d ∈ L � �� �	 ������

����� �� ��� ��	! �	 ������ �����#�$ �	���	% m, n ��	 �	 
)#�" ��� minL! ��	 L �	
������� ��#	� 
������ �*��

+	 ��	��,! �	 -���� . � -���� � �
���� ����� 
	�� 
� /� � � ����0��	 ����
(������	����
�� ���
)#�" �����#�$ �	���	%�

����� �	� &	(� m, n ∈ N � d ∈ N� ����� d = (m, n) �� 
	 
�	��! �	1
d|m ∧ d|n,

∀d′ ∈ N : d′|m ∧ d′|n ⇒ d′|d.

2���� �3 � � 
�����	 ��
��"! �	 (m, n) �	 � ��4��� 
�	��$(� ������$(� �����#�$(�
�	���	%�
�

�	�� 
 � � 
��� �	� 
� ������(�$ � 
�� �� 
$��#	� (m, n)� 5� m � n
�- 
	%�, #"���! ����� �	 � ��#�, �%���� ����	��" ��
�� ������� 6� 7	�8�� ��
��#�
���	 (m, n) ���$
��	 9������
 ��:������� ��	4� �	�8�� �������,�� �	�	����
+	 �����	� �� ����	���-(�(� ;����(��

����� ��� &	(� m, n ∈ N � m < n� ����� (m, n) = (m, n ��� m)�

����� �
� 5� m, n ∈ N � m|n! �����
(m, n) = m.

<����	% �� ���	 
�����! �	 (m, n) %���� ��#"�	 
�	��! �	1 m, n �- ���, #"����
/
��	��	 -���� �� � � ����0��	 �������	 ��	���
�� ������� ��:��	���
 m �
n! �4� ��	 ����� ������ -���� �
�

&	(� m < n� �����
n = m · p1 + r1, 0 ≤ r1 < m

�
(m, n) = (r1, m).
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����� ���

m = r1 · p2 + r2, 0 ≤ r2 < r1

�

(m, n) = (r1, m) = (r1, r2).

	���


r1 = r2 · p3 + r3, 0 ≤ r3 < r2

�

(m, n) = (r1, m) = (r1, r2) = (r2, r3).
�����
�� �������� ������
� ������

r2 = r3 · p4 + r4, 0 ≤ r4 < r3

...

rk−1 = rk · pk+1 + rk+1, 0 ≤ rk+1 < rk

�

(m, n) = (rk, rk+1).
������
��� 
������
��� ����� r1� r2���� ����� ����� � ����� ��� ���� 
�����

������� �� rn+1 = 0�
��������  ���! �" ������� �#���
�� # 
������
 ��
  �����

����� ��� $� # ����������
 ��� ������� ������ �� rn+1 = 0� ����� (m, n) = rn�

%������# ��&������� 
�� �� ��'�
�� ������
� ����
� 
�
�� ���(���
�! a� b
� #��! "�

����� ��� )!������
�� (46, 58) � #!
������ �� # �#���

(46, 58) = a · 46 + b · 58.

*+���
�� ���(���
��# a� b � #��! " �� #��
�� 
�
�' ��� ���,�
� ��
���
!��
���-�
������� ��#
��� ��� ������� 
������

�����
� ��� ��(
�
��� 
�
#'�,� ������
� ������+ �#��� ��������
��� ������
������ ��(
�#�� �
 
�
#'�,� ������
� ������+ #�������� ������ .��� m1, . . . , mk ∈
N� ����� 
�
#'�,�� ������
�� ������+�� ����� m1, . . . , mk 
���#��� 
�
#'�,��
��������
/ ����� d ���/0 �� d|m1, . . . , d|mk� 1��� ����� �
���&���! ��
���
���

d = (m1, . . . , mk).

����� �	� .��� m1, . . . , mk ∈ N� �����

(m1, . . . , mk) = ((m1, . . . , mk−1), mk).
2�������

����� �
� .��� m1, . . . , mk ∈ N� ����� �3����
 ���/ ���/ ����� a1, . . . , ak� ��

(m1, . . . , mk) = a1 ·m1 + · · ·+ ak ·mk.
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����
 ���������� ������� ��� ��� ������� ���� � � �� ��������  ������ �����!"�
����#� ����� a1 ·m1 + · · ·+ ak ·mk, ai ∈ Z � ���  ��� � � $#���� ���������% ��
 ��� ���"��� �����"��� ���&� ������� ' ����( �)�*

+���' �� ���� � '������% ��������%� � ����������&�!"� ,�����

����� ��� 
�"� m, n ∈ N � ��"� �-������ ,���� a, b ∈ Z ���./ ��

am + bn = 1.

���� (m, n) = 1�

�������� �������� ' ����( �0 �� ����' ����� � �� ���������"�"� ���"� �����"��

����� �� 1� x, y, d ∈ N/ d|x ∧ d|y � (x
d , y

d ) = 1/ ���� (x, y) = d� ��������

����� 	� 
�"� x, y, d ∈ N� �������/ �� (dx, dy) = d(x, y)�

����� �
� 
� �������� ����������/ �� �� ��� a, b ∈ Z �����

am + bn = d > 1,

���� ���� �� ��� �����%/ �� d = (a, b)�

��
� �� ���� a, b, c ∈ N� a|b · c � (a, b) = 1� ��
�� a|c�

��������� �� a, b, c ∈ N� (a, b) = 1� a|c � b|c� 
�� ab|c�

����� ��� ������� ���� 2 � ��� �#�������

	
����
 $#� � �� �(�����% 1 = ax+by, x, y ∈ Z� ���� c = acx+bcy. �����  �
��/ �� �������! �,�����" �� ������&�! a�*

3��� 2  � 4���� ������( �!'�� ���  ���!"� �����"� � ��� �������� ��5���
,���� � ��� �#'�� '�������"����� ����� �#������ ����� �� � �������������"� ��������"�
 ��� ����(�

�������� ���( 2 ����' ����� � ��� �#��'� ���(/ ����� �� '�� � �� ��� �'6
��,��� ������ ���� ���� ����(� +��� ���� ������ �  ������� �����'��,�.�� ��'�6
���� ������'��.�� ,���� �� ��,�� ����,����� ����� �7 � ��/ �� ,���� p ∈ N/ p �= 1
��'!�� � ����,���� / �� ��� ����. d ∈ N �����

d|p ⇒ d = 1 ∨ d = p.

8� �� ���� ��� ������'��. ,����/ ����.  ��� ����� ��� ��������/ � �� 1 � �� . �����

����� ��� 
�"� p �= q �� ����,����� ���� (p, q) = 1�

����� ��� 
�"� p �= q �� ����,���� � p|a · q� ���� p|a�
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���� �� ���� n ∈ N � n �= 1� 	
�
� n ��
��� �������� � �����

n = pα1
1 ...pαk

k , (4)

��� pi� i = 1, 2, . . . , k �� ����� ���
����� � αi� i = 1, 2, . . . , k �� ����
����� ������
 �����! �
����� �� ����
�����! �
 �� �
����� ������"
��
������ ������� 	
��
�� 	��
	�����
� ��
����
 
����
	
 
����
���� ������
�� ��
n = 2� ��� �
�� ������ ������� 2 �
 ���������� �
� �
�� ����� ��
 �!
��" n < N �
�� N �
 ���������� �
�� ������ �� N ��
 �
 ���������� ����	 N = N1 · N2� �


N1� N2 < N � � ��
�� ������
 #$% ��
 N1 � N2 
������
� & �������� N = N1 · N2


������	
� �
 
������
 ������
 �����
� ��
 N �

'���� �

����������� ���

��	
 
� ��
����(� )�� �

#�
�� $$� �
� p �
 ��������� � a ∈ N� *���	 +�, (a, p) = 1 ��
+� p|a�

#�
�� $%� �
� p �
 ��������� � p|a1 · · · · · ak � ai ∈ N � i = 1, . . . , k� *���	 
������

���- ����� i. ��
 ����- ������ �
 p|ai � 0 < i ≤ k�

#����
/ *�����
 �
�� 0� )�� � �� � 	��
	�����) ��
������%

#�
�� $�� �
� p �
 ���������� p|an� a ∈ N�n ∈ N� *���	 �� pn|an�

#�
�� $&� �
� a, b ∈ N � (a, b) = 1� �� α ∈ N� ����	 �� (aα, b) = 1�

#����
/ *�
�� �
�" � 
������) k1, k2 ∈ Z ���-� �
 k1a + k2b = 1� 1

� k1a =
1− k2b� 2	���
��	 ����

�
� �������� �� α � )�����	� 
�����
� �
 ∃k′1� k′2 ���-�
�
 k′1a

α + k′2b = 1�%

#�
�� $'� �
� a, b ∈ N � α, β ∈ N� �� (a, b) = 1� ����	 �� (aα, bβ) = 1�

#�
�� $(� �
� p1, p2 �) ����
 ��������� � α1, α2 ∈ N� *���	 (pα1
1 , pα2

2 ) = 1�

1
��� �� 	��
	
 
�������3 �

���������3 ������
� �����
�
�- � ����� ��
�)��� �������
�� 4�

	
 ���������3 	��
	������� ��
������� *�
���
 �

���5
������3 ����
��
	
 �� �� ����
�
 �

������(� �����
���� 	��
	
 � #$% ��

5
�����
�3� �


p1 < p2 < · · · < pk.

#�
�� $)� �
� p1 < · · · < pk � q1 < · · · < ql �) ���������� �
� 

pα1
1 · · · · · pαk

k = qβ1
1 · · · · · qβl

l . (5)



��

����� p1 = q1 � α1 = β1�

�	
���
 �������� ��� �� p1 �� �������� ����������� ������� ����� n = pα1
1 · · · · · pαk

k

� ������� �� q1��

����� ���  �������!"�# ��#"!��# �$%����� �� k ��"
���� �� $ �&� �'����� k = l�
pi = qi� αi = βi� i = 1, . . . , k�

(������ �� )��%�# *+ ��� #"������ �,"�$ ���' -�

����� �	� 	�!% a, a1, b, b1 ∈ N � (a, b1) = 1 = (a1, b) � ab = a1b1� ����� a =
a1 ∧ b = b1� .�"
����

�	
���
 ��#���� )��%# � �� � ���# ���

/�0 �
�� ��� ������$��1 ����� n1� n2� "���1 ���) ��$"���'

n1 = pα1
1 · · · · · pαk

k , n2 = qβ1
1 · · · · · qβr

r ,

�,���� �� �!% �'�����2 � �����

n1 = rγ1
1 · · · · · rγs

s , n2 = r
γ′
1

1 · · · · · rγ′
s

s

��"� �� r1, . . . , rs �) ����"' ��������� p1, . . . , pk, q1, . . . , qr � �"� �3������' γ1, . . . , γs, γ
′
1, . . . , γ

′
s

����)�2��� �� 4� 5�"1�� �'�������� ������$���!% ����� ����$ ��#������ �� �'�����6
��� �!% ����7����%� �������1%� �������� ����!�# "�����!"1%� ��$"���#�

����� �
� 	�!% n = pα1
1 · · · · · pαk

k � m = pβ1
1 · · · · · pβk

k � 8$�����

γi = min{αi, βi}, i = 1, . . . , k.

�����

(m, n) = pγ1
1 · · · · · pγk

k .

.�"
����

�	
���
 9" p �� ��������� � pα|m ∧ pα|n� ����� p = pi � α ≤ αi ∧ α ≤ βi��

�������:�� �� ����$ ����� ���������%� �������1%� �
���"# ����� m, n ∈ N� ;�
��

min{k > 0; m|k ∧ n|k}.
 #���� �� #������2� �� �0�"� ���������� �(�� #�����1 �����#� �3���#��� �������
m ·n ∈ {k > 0; m|k∧n|k} � ���� �
�� ������� �� ����
$���� 	������� ��������
�
����" ����� m, n �#���� �$������2 �'������ [m, n]�

����� ��� 	�!% d, m, n ∈ N� .�"
���� �� d = [m, n] ��
�� ����'� "�0

m|d ∧ n|d, (a)
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∀d′ ∈ N : m|d′ ∧ n|d′ ⇒ d|d′. (b)

������� ��	
��
� � ����� �� 
�������� �� ����� ��
���� ����
	��
� [m, n] ��� �
�	���
� (m, n) � ����� ���

����� ��� ���� m = pα1
1 · · · · · pαk

k � n = pβ1
1 · · · · · pβk

k � pi, i = 1, . . . , k  � �	��!� ���
����

γi = max{αi, βi}, i = 1, . . . , k.

�����

[m, n] = pγ1
1 · · · · · pγk

k .

"�������

#����
$ %� m|d ∧ n|d� ����� pγi
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 �� �)��!�� ��
���� [m, n]� �	����� �� �*��

� ���� �� �� ��� ��� + 	�,���
 !� �� m, n ��  �!
� �	��!� ��� !� �� ��-�
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������ %�  
  �����
��� �� ����� ��� ��
� �� .���
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��� �� �-�
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�
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 ������ �2��������*� �� ��� �� �)��!�� (m, n)� ��� ����  �� �� ��!����

������� ����� ��� ��
� 	�,���
�� ��  �!
� �	��!� ��� �� ��
����� ����� ���
������ ��� ����� [m, n] ����!���+ ������� (m, n)�

����� ��� ���� m, n ∈ N� �����

[m, n] = m.n
(m,n) .

"�������

#����
$ ����
�� ����� �� � ���'

����� ��� %� m, n  � �� �
��
��-�� �	
	�
,��� !� ��� �����

[m, n] = m · n.
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$ ����
�� 
3 ��
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 �	� ��*�� ������

����� 	� "������� �� �	� m, n ∈ N �����(
m

(m,n) ,
n

(m,n)

)
= 1.

����� 
� ���� a, m, n ∈ N� "������� �� a[m, n] = [am, an]�

����� �� "������ ��	
��
� � ����� �� ������� ���� %� 5 � ����� �6�
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����� �� ���� m, n ∈ N� ��	���
 ��
����� � ����� �� � ����� � �������� ��(
[m,n]

m , [m,n]
n

)
= 1.

������� �
�
�������� � !�� n � ���
�
n = pα1

1 · · · · · pαk

k ,

��� p1, . . . , pk !� �����"�	 
#��� �
��� !��� ���$��	� ��������$	 
�������	�
% !�� α1, . . . , αk ���$��	� �&������' ����������� 
������
 � !�� n�

����� ��� ���� (m, n) = 1 � m = pα1
1 · · · · · pαk

k � n = qβ1
1 · · · · · qβl

l !� ���������

������' � !�� m � n� ����	 m ·n = pα1

1 · · · · ·pαk

k ·qβ1
1 · · · · ·qβl

l "� ��������$ 
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� !�� m · n�

����� �	� ���� m "� �
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�������� (m, n) = 1 ��	���� �'�����*�
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