1. ZAKLADNE POJMY

Symbolom N budeme oznacovat mnozinu prirodzenych &isel. Teda
N=1{1,2,..}.

Poznamenajme, ze 0 ¢ N. Symbolom Z budeme ozna¢ovat mnoZinu celych ¢isel.
Teda

zZ=1{0,1,-1,2,-2,..}.

Budeme vyuZzivat dve jednoduché a Tahko pochopitelné vlastnosti mnoziny N.

Vlastnost najmensieho prvku (V1). Ka7da neprazdna podmnozina mnoziny N ma
najmensi prvok.

Ak S c NaS # (), potom jej najmensi prvok budeme oznacovat symbolom
min S. Uvedomme si, ze napriklad mnozina Z tato vlastnost nema. Nie je naro¢né
dokézat, ze vlastnost (V1) je ekvivalentna s principom matematickej indukcie.

Vlastnost najvacsieho prvku (V2): Kazd4 neprdzdna koneéna podmnozina N ma
najvacsi prvok.

Ak S C N je konetna podmnoZina mnoziny prirodzenych ¢isel, potom jej
najvicsi prvok budeme oznacovat symbolom max S.

Uloha 1. Dokazte, 7e kazd4 kone¢na mnozina redlnych ¢isel ma najvicsi prvok.
(Néavod: Postupujte matematickou indukciou vzhladom na pocet prvkov.)
Teraz si pripomenieme uZ znamu relaciu delitelnosti celych ¢isel.

Nech a,b € Z. Hovorime, 7e a deli b prave vtedy, ked existuje také celé ¢islo
¢, 7¢ b = ac. To, 7e a deli b, zapisujeme a|b. Taktiez hovorime, 7e b je delitelné
a alebo Ze a je delitelom b. Kazdé celé ¢islo a ma trividlne delitele +1 a +a.
Delitelov, ktoré nie st trividlnymi delitelmi celého ¢isla a, nazyvame netrividlne
delitele. Prirodzené ¢islo vicsie ako 1, ktoré nemé netrividlne delitele, nazyvame
prvocislo. Prirodzené &islo vicsie ako 1, ktoré nie je prvocislom, nazyvame zloZené
¢islo. Mnozina N sa teda deli na {1}, mnozinu prvoéisel a mnozinu zlozenych ¢isel.

Teraz sa budeme zaoberat vetou o deleni so zvy§kom. DokéZeme nasledujicu
vetu.

Veta 1.Nech m,n € N. Potom existujii také ¢isla p € NU {0}, r € Z, Ze plati:

0<r<m (1)



n=m-p+r (2).

Naviac, ¢isla p,r st vztahmi (1) a (2) uréené jednoznaéne.

Uloha 2. Nech m a n maji rovnaky vyznam ako v predchadzajiicej vete. Oznacme
p=mazx{k=0,1,2,..;k-m <n}.
Dokazte, 7e hodnota r = n — p - m splha nerovnost (1).

Uloha 2 ndm uz ukazuje moznost delenia so zvygkom, teda existenciu pozadovanych
¢isel p,r. Este je potrebné dokézat ich jednoznac¢nost.

Uloha 3.
a) Nech a,b € NU{0}, a < b a bla. Potom a = 0.
b) Nech a,b € Naalb A bla. Potom a = b. Dokazte.

Uloha 4. Nech n =m -p; + 71 an =m-ps + r5. Potom m|r; — ro.

Uloha 5. Pouzitim tloh 3a) a 4 dokazte, 7e r je vzfahmi (1) a (2) jednoznacne
urcené, a teda aj p je jednoznacne urcené.
Cislo r z vety 1 nazgvame zvyskom ¢isla n po delenf &slom m a oznacujeme ho

r =n mod m.

Hodnota p sa nazyva neuplng podiel. V tejto sivislosti upozornime na jednu
zaujimavu funkciu.

Nech « je kladné reélne ¢islo. Ozna¢me symbolom [a] najvicsie celé ¢islo,
ktoré nie je vacsie ako «. Napriklad [5,3] = 5, [0,1] = 0, [-1,2] = —2. Hodnotu

3 xo

[a] nazyvame celd cast éisla .

Uloha 6. Nech m,n € N a p je netplny podiel éisel n, m. Dokazte, 7e

p=[a)
Hodnotu {a} = a — [a] nazyvame necelou castou «. Niekedy ju nie tiplne
presne nazyvame zlomkovou éastou.

Uloha 7. Nech m,n € N. Potom
nmodm:m~{ﬂ}.

m
Je zrejmé, 7e alb prave vtedy, ked b mod a = 0. Nech m,n € N. Potom
¢islo d € N nazyvame spolotnym delitelom m a n, ak dm a d|n. Je zrejmé,
Ze mnozina tychto spolo¢nych delitelov je kone¢na. Jej najvacsi prvok nazyvame
najuaési spolocny delitel Eisel m, n a oznacujeme ho symbolom (m,n). Ak (m,n) =
1, potom ¢isla m, n nazyvame nesidelitelné.

Veta 2. Nech m,n € N. Potom existuju ¢&isla a,b € Z také, ze



(m,n)=a-m+>b-n.

Pri dokaze vety 2 vyuzijeme vlastnost najmengieho prvku (V1).

Uloha 8. Dokazte, Ze najmensi prvok mnoziny

L={a-m+b-n;a,b€ZNa-m+b-n>0} (3)

je spolo¢nym delitelom &isel m, n.

(Navod: Nech d =min L. PouZite vetu 1: ak m mod d, n mod d > 0, potom m
mod d, n mod d € L a to je spor.)

Uloha 9. Dokazte, Ze ziadny spolo¢ny delitel m,n nie je va&si ako minL, kde L je
mnoZzina uréenda vztahom (3).

Je zrejmé, 7e tloha 8 a tloha 9 tvoria dokaz vety 2. To ndm umoziiuje inak
charakterizovat najvacsi spolo¢ny delitel.

Uloha 10. Nech m,n € N a d € N. Potom d = (m,n) prave vtedy, ked
dlm A d|n,
vd' eN : dmAd|n=d|d

Uloha 10 nam vlastne hovori, Zze (m, n) je nasobkom vetkych ostatnych spoloénych
delitelov.

Veta 2 nam vsak nedéava prakticky navod na vypocet (m,n). Ak m a n
su velké ¢isla, potom je naroéné hladat najmensi prvok mnoziny L. Metédu na
urcovanie (m, n) nazyvame Euklidov algoritmus alebo metéda postupného delenia.
Je zalozené na nasledujtcich faktoch.

Uloha 11. Nech m,n € N a m < n. Potom (m,n) = (m,n mod m).

Uloha 12. Ak m,n € N a m|n, potom

(m,n) =m.

Citatel si iste vimol, Ze (m,n) lahko uréime vtedy, ked m,n st malé ¢isla.
Tvrdenie dlohy 11 ndm umoziuje postupne zmengovat hodnotu argumentov m a
n, aby sme mohli pouzit alohu 12.

Nech m < n. Potom

n=m-p1+r,0<ry <m

(m,n) = (r1,m).
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Potom ale
m=ry-py+12,0< 12 <71
a
(m,n) = (ri,m) = (r1,72).
Dalej
rp=72-p3+713,0< 73 <71y
a

(m,n) = (ri,m) = (r1,r2) = (r2,73)-
Podobnym spésobom postupne delime

ro =73 -ps+74,0 <14 <73
The1 =Tk * Pkl + Thy1,0 < 1pp1 <71p

(m,n) = (rg, re+1)-
Postupnost nezapornych &isel 71, ro,... stile klesd a preto raz musi nastat
pripad, ze 7,41 = 0.
Pouzitim dlohy 12 dokazte tvrdenie v nasledujicej tlohe.

Uloha 13. Ak v predchadzajicom postupe plati, e r, 11 = 0, potom (m,n) = 7.

Euklidov algoritmus ndm po spitnom dosadeni umozni najst koeficienty a, b
z vety 2.

Uloha 14. Vypocitajte (46,58) a vyjadrite ho v tvare
(46,58) = a - 46 + b - 58.

Hl'adanie koeficientov a, b z vety 2 ma vyznam najma pri rieSeni linedrnych
diofantickych rovnic, ako zistime neskor.

Podobne ako definujeme najvacsi spolo¢ny delitel dvoch prirodzenych ¢isel,
mozeme definovat aj najvacsi spolo¢ny delitel viacerych &isel. Nech myq,...,my €
N. Potom najvac¢sim spoloénym delitelom &isel my, ..., m; nazyvame najviacsie
prirodzené &islo d také, 7e d|my,...,d|my. Toto ¢islo analogicky oznacujeme

d= (m17...,mk).
Uloha 15. Nech my, ..., my, € N. Potom

<m17 v amk) = (<m17 v amk—l)amk)-
Dokazte.

Uloha 16. Nech m, ..., m; € N. Potom existuju také celé ¢isla ay, ..., ay, 7e

(my,...,mg) =ay-my+ -+ ag - my.
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Dokézte.
(N4avod: Postupujte podobne ako pri riefeni iloh 8 a 9. Uvazujte mnozinu kladnych
hodnét tvaru ay - mq + -+ + ag - Mk, a; € Z a jej minimum. Mo6Zete postupovat aj
matematickou indukciou podla postupu z ulohy 15.)

Teraz sa budeme zaoberat vlastnostami nestudelitelnych ¢isel.

Uloha 17. Nech m,n € N a nech existuja ¢sla a,b € Z takeé, ze
am+bn = 1.

Potom (m,n) = 1.

Pouzitie tvrdenia z tlohy 17 si teraz ukadzeme na nasledujicich dvoch tlohéach.
Uloha A. Ak z,y,d €N, djz Ad|y a (%, %) =1, potom (z,y) = d. Dokaite.
Uloha B. Nech z,y,d € N. Dokazte, ze (dz,dy) = d(z,y).

Uloha 18. Na priklade ilustrujte, Ze ak pre a,b € Z plati
am+bn=d>1,

potom eSte nemusi platit, ze d = (a, b).
Veta 3. Nech a,b,c € N, alb- c a (a,b) = 1. Potom alc.
Dasledok. Ak a,b,c € N, (a,b) =1, a|c a b|c, tak ablc.
Uloha 19. Dokaite vetu 3 a jej dosledok.

(Navod: Mézme si vyjadrit 1 = ax+ by, x,y € Z. Potom ¢ = acz + becy. Uvedomme
si, ze posledny sé¢itanec je delitelny a.)

Veta 3 ma fundamentélny vyznam pri mnohych tivahéch v elementarnej teérii
¢isel a jej rozne zovSeobecnenia hraji dolezitu tlohu aj v abstraktnejsich oblastiach
matematiky.

Pouzitie vety 3 teraz ukazeme pri dokaze vety, ktord je zndma aj pod oz-
nacenim hlavna veta aritmetiky. Této veta hovori o moznosti jednozna¢ného rozk-
ladu prirodzeného ¢isla na sucin prvocisel. Pripomenme si, Ze ¢islo p € N, p #£ 1
nazyvame prvocislom, ak pre kazdé d € N plati

dp=d=1Vvd=p.
Su to teda tie prirodzené ¢isla, ktoré maju prave dva delitele, a to 1 a samé seba.

Uloha 20. Nech p # ¢ st prvoéisla. Potom (p, q) = 1.

Uloha 21. Nech p # ¢ st prvoéisla a pla - ¢. Potom pla.
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Veta 4. Nech n € N a n # 1. Potom n méZeme vyjadrif v tvare

n=pit..pp*, (4)

kde p;, i = 1,2,...,k st rézne prvoéisla a «;, i = 1,2, ...,k sh prirodzené ¢isla.
Uvedeny rozklad je jednoznaény aZ na poradie éinitelov.
Dékaz. Najskor metodou matematickej indukcie dokaZeme existenciu rozkladu. Ak
n = 2, tak veta plati, nakolko 2 je prvocislo. Nech veta plati pre vietky n < N.
Ak N je prvodislo, veta plati. Ak N nie je prvocislo, potom N = Nj - N, kde
Ni, No < N, a preto rozklad (4) pre N7 a Ns existuje. Z rovnosti N = Ny - Ny
dostavame, 7Ze existuje rozklad taktiez pre IN.

Dokaz jednoznacnosti rozdelime do niekolkych tloh.

Uloha 22. Nech p je prvoéislo a a € N. Potom bud (a, p) = 1 alebo pla.

Uloha 23. Nech p je prvocislo a plag----- ar ,a; €N, i=1,..., k. Potom existuje
takeé ¢islo 4, pre ktoré plati, Zze pla; , 0 < i < k.

(Navod: Pouzite vetu 3, ulohu 22 a matematickt indukciu.)

Uloha 24. Nech p je prvoéislo, pla™, a € N,n € N. Potom aj p"|a™.

Uloha 25. Nech a,b € N a (a,b) = 1. Ak a € N, potom aj (a®,b) = 1.

(Navod: Podla vety 2 existuju ki, ks € Z také, ze kia + kob = 1. Teda kia =

1 — kob. Umocnenim poslednej rovnosti na « a upravami dokazte, ze 3k}, k) take,

7e kja® + khb=1.)

Uloha 26. Nech a,b € N a o, 3 € N. Ak (a,b) = 1, potom aj (a®,b%) = 1.

Uloha 27. Nech py, ps st rozne prvoéisla a ai,as € N. Potom (p{*, p3?) = 1.
Teraz uz moézeme dokazovat jednoznac¢nost rozkladu prirodzeného ¢isla na

stifin prvocisel. Budeme postupovat matematickou indukciou. PretoZe jednoz-

natnost pozadujeme aZ na poradie jednotlivych ¢initelov, moZeme v (4) pred-
pokladat, ze

p1 <p2 <--- < pg.

Uloha 28. Nech p; < --- <ppaq <--- < q st prvocisla. Nech

X

Pot Py *qfl""'qfl~ (5)
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Potom p; = ¢1 a a; = (4.

(Navod: Uvedomte si, Ze p; je najmensi prvociselny delitel ¢isla n = p*----- o
a podobne aj ¢.)

Uloha 29. Matematickou ndukciou vzhladom na k dokazte, ze z (5) vyplyva k =1,
Di = 4, aizﬁi:i: 1)"'ak'

Vidime, Ze tilohou 29 sme ukoncili dokaz vety 4.

Uloha 30. Nech a,a1,b,b, € N a (a,b1) = 1 = (a1,b) a ab = a1b;. Potom a =
a; N b= b;. Dokazte.

(Navod: Pouzite ulohu 3 b) a vetu 3.)
Ked mame dve prirodzené &isla ny, no, ktoré maja rozklady

01 Qe — 1 7‘
nl_pl ..... pk,n2_q1 .....q§7
mozeme si ich vyjadrit v tvare
’ ’
TL1:7"¥1 ..... 'rzs’ n2:r’lyl.....7~35
~ P ~ /
tak, ze 1, ..., rs st vietky prvocisla p1, ..., Dk, q1,. . ., G- @ ako exponenty vi,..., Vs, V1, - - -

pripustame aj 0. Takéto vyjadrenie prirodzenych &isel teraz pouZzijeme na vyjadre-
nie ich najvacsieho spoloéného delitela pomocou kanonického rozkladu.

Uloha 31. Nech n = p{* - -+ - pi* am = pfl ~~~~~ pfk. Oznaéme
~vi = min{ay, Bi}, i=1,... k.
Potom
(myn) = p}* -+ - p}*.
Dokézte.

(Navod: Ak p je prvocislo a p*|m A p%*|n, potom p =p; a o < a; A < ;)
Pripomefime si teraz pojem najmensieho spolo¢ného nasobku ¢isel m,n € N. Je
to

min{k > 0; m|k Anlk}.
Musime si uvedomit, Ze vd'aka vlastnosti (V1) uvedené minimum existuje, pretoZe
m-n € {k >0; mlkAn|k} ateda tdto mnoZina je neprazdna. Najmensi spoloény
nasobok ¢isel m,n budeme oznacovat symbolom [m, n].

Uloha 32. Nech d, m,n € N. Dokaite, ze d = [m, n] prave vtedy, ked

m|d A n|d, (a)

’
» Vs



14

Vd' eN :  m|d An|d = d|d. (b)

Pomocou tvrdenia v ilohe 32 dokdZeme, Ze plati podobné vyjadrenie [m,n] ako v
pripade (m,n) v dlohe 31.

Uloha 33. Nech m = p§* - - - - PRt n= pfl ~~~~~ pf"' , pi,t =1,...,k st prvodisla.
Nech
vi = max{a;, i}, i=1,... k.
Potom
[m’ n] — p’{l ..... pzk
Dokazte.
(Navod: Ak m|d A n|d, potom p/*|d, i=1,... k.)

Uloha 33 ndm dava taktieZ ndvod na vypocet hodnoty [m,n]. Problém je viak
v tom, Ze musime néjst rozklad ¢isel m,n na stcin prvodcisel, ¢o je velmi naro¢né
iloha. Ak si spomenieme na tlohu 13, teda na Euklidov algoritmus na hladanie
najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch prirodzenych ¢&isel, vidime, Ze mame k dis-
pozicii omnoho efektivnejsi postup na vypocet (m,n), ako keby sme ho pocitali
pomocou tulohy 31, teda rozkladom na sucin prvocisel. Nasledujica tloha ndm
ukéze, ako moZno [m,n] vypocitat pomocou (m,n).

Uloha 34. Nech m, n € N. Potom

[m’ n] m.n

= (mn)-

Dokazte.
(Navod: Pouzite tlohu 31 a 33.)

Uloha 35. Ak m,n su nesudelitelné prirodzené ¢isla, potom
[m,n] =m-n.

(Navod: Pouzite dosledok vety 3.)
Tvrdenie tlohy 34 mézeme dokézat aj inym spdsobom, ktory teraz uvedieme,
aby sme si precvicili prislusné pojmy.

Uloha A. Dokazte, 7e pre m,n € N plati
(<m‘,n)’ <m‘,n>> =1
Uloha B. Nech a,m,n € N. Dokazte, 7e a[m,n] = [am, an].

Uloha C. Dokazte tvrdenie v tlohe 34 pomocou uloh A, B a alohy 35.
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Uloha D. Nech m,n € N. Pomocou tvrdenia v tlohe 34 a ulohe A dokaite, 7e
([m,n] [m,n]) -1

m ' n

Rozklad prirodzeného ¢isla n v tvare

n=pit ... pi,
kde pi,...,pr st navzajom rbozne prvocisla, nazyvame kanonickym rozkladom.
Cisla ai, ..., nazyvame exponenty kanonického rozkladu ¢isla n.
Uloha 36. Nech (m,n) =1am = pJ* ---- PRt n = qlﬁ1 ceee qlﬁl st kanonické
rozklady ¢isel m a n. Potom m-n = pf*----- PRt ~qfl ~~~~~ qlgl je kanonicky rozklad

¢isla m - n.

Uloha 37. Nech m je druhou mocninou prirodzeného ¢isla. Potom vetky exponenty
jeho kanonického rozkladu sii parne.

Uloha 38. Nech (m,n) =1am-n=r%r&N. Potom m = (m,r)? , n = (n,7)2.
Dokazte, 7e predpoklad (m,n) = 1 nemoZno vynechat.

(Navod: Mozete postupovat podla tlohy 37, ale aj bez pouzitia kanonického rozk-
ladu podla vety 2 a Casti b) ulohy 3.)



