MNOZINY



1. Uvod do intuitivnej teérie mnoZin

Clovek sa uz vo svojom utlom detstve stretdva so skupinami predmetov (objektov),
0sob, veci (napr. rodicia, surodenci, hracky atd’.). To ¢asom vytvara v jeho mysli predstavu
skupin veci istého druhu (skupina pribuznych, priatel'ov, hraciek atd’.). Poznamenajme, ze
termin ,,vec®, ,,predmet u nds oznacuje existujici objekt skimania. Teda mdze to byt vec
neziva i vec zZiva (spolocny ndzov: ,,vec®). PretoZze slovo ,,vec* oznacuje obyc€ajne nezivy
objekt, budeme sustavnejsie pouzivat’ termin predmet, objekt.

V matematike bol na sklonku 19. storo¢ia na oznacovanie skupin veci vytvoreny

nazov ,,mnozina”’. Mnozina sa teda vo vSeobecnosti sklada z nejakych predmetov.

Pojem mnoZiny nemozZno definovat’ klasickym sposobom.

PribliZne moZno povedat’, Ze mnoZina je sithrn (skupina) veci dobre rozliSitePnych nasou
mysl’ou alebo intuiciou, pricom tento sithrn chiapeme ako novy objekt nasho myslenia.

Tak to formuloval zakladatel’ te6rie mnozin Georg Cantor (1845 - 1918).

Priklady mnozin:
- mnozina vSetkych posluchacov TU,
- mnozina vSetkych bratov dané¢ho ¢loveka,
- mnozina vSetkych pier a ceruziek (pisacich potrieb) dané¢ho Studenta,

- mnozina vietkych jabik, ktoré sa v danom roku urodili v danom sade.

Vsimnime si nasledujucu terminolégiu. Je iné, ak hovorime ,,mnozina jabik“ a ,,mnozina
vietkych jabik“. V prvom pripade mame na mysli skupinu veci, z ktorych kazda je jablkom, v
druhom pripade ide o mnozinu, do ktorej patri kazdé jablko.

Napriklad {2, 3, 10} je mnozina prirodzenych cCisel zlozena z Cisel 2, 3, 10.

Podobnou je i mnozina {10°, 10%, 10"},

Avsak mnozina vSetkych prirodzenych cisel je len jedna, oznaCujeme ju znakom N a

pozostava zo vsetkych ¢isel 1, 2, ..., n, n+1, ... .
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Axiomaticky pristup k tedrii mnoZin

Tak ako pri budovani kazdej matematickej teorie, aj pri budovani teérie mnoZin
musime dodrziavat’ striktné postupy a pravidla. Na zaciatku pracujeme so zakladnymi
pojmami, ktoré nedefinujeme. V teorii mnozin su to pojmy mnoZina a patrit’ do mnoZziny
(byt’ prvkom mnoziny). Dalej pracujeme s uréitymi tvrdeniami, ktoré pokladame za pravdivé
aich pravdivost’ nedokazujeme. Tieto tvrdenia nazyvame axiémy. Z axiém a zdkladnych
pojmov potom postupne vybudujeme celi teoériu tak, Ze pomocou beznych prostriedkov
logiky odvodzujeme d’alSie vyroky (vety).

Nakol’ko tento postup budovania teérie mnoZin je pomerne naro¢ny, nebudeme

sa nim podrobnejSie zaoberat’. Uspokojime sa s intuitivnym pristupom.

Oznacéovanie mnozZin

MnozZiny oznacujeme zvycajne velkymi pismenami 4, B, M atd’.
Ak vec (predmet) x patri do mnoziny M, tak piSeme x e M .

Ak x nepatri do M, tak piSeme x ¢ M .

Mnozinu M pozostavajicu z ¢isel 1,2,3,4,5 zapisujeme takto: M = {1,2,3,4,5} .

Mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel zvy€ajne oznacujeme N.

Mnozinu vSetkych celych ¢isel zvyCajne oznacujeme Z.

Mnozinu vSetkych nezapornych celych Cisel zvycajne oznacujeme N.

Mnozinu vSetkych racionédlnych ¢isel zvyc€ajne oznacujeme Q.

Mnozinu vSetkych redlnych ¢isel zvycajne oznacujeme R.

Mnozinu P vSetkych parnych prirodzenych ¢isel zapiSeme napriklad takto: P = {2-k;k eN }

(¢itame: P je mnozina vSetkych cCisel tvaru 2-k, kde kje T'ubovolné prirodzené cislo).
Niekedy mnozinu P vSetkych parnych prirodzenych ¢isel zapiSeme aj takto:

P={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,..} .

MnoZina, ktorej vSetky prvky st x,,x,,x;,...,x, , sa oznacuje znakom {xl,xz,x3,...,xn} .

V tomto pripade je mnozina ur¢end vymenovanim jej prvkov.
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Ak mnoZina neobsahuje Ziaden prvok, nazyva sa prazdna mnoZina. Prazdnu mnoZzinu

oznaCujeme { | alebo &, v Ziadnom pripade viak nie {} .

Zapis {@} oznacuje v teorii mnozin jednoprvkovi mnozinu, ktorej jedinym prvkom je

prazdna mnoZina.

Teraz si ukdzeme niekol’ko prikladov na symbolicky zapis mnozin.

Mnozina 4 vietkych neparnych prirodzenych &isel. A={2-k-1;k e N}
Mnozina B vsetkych realnych ¢isel mensich ako 11. B={reR;r<l11}
Mnozina C vSetkych celych ¢isel, ktorych druha mocnina

je vi&sia ako 100. C={zez;z’ >100}

Mnozina D vietkych usporiadanych dvojic [x, y]realnych

&isel, pre ktoré plati x+y =10. D:{[x,y eRxR;x+y:10}
E={1,4,7,10,13,16,19,22,25,... E={3-k+L;keN,)
F={.,~11,-8,-5-2,1,4,7,10,13,16,..} F={3-k+lkeZ)

G =1{1,4,9,16,25,36,49,64,81,100,...} G={k*;keN)}

H =1{0,1,8,27,64,125,216,343,512,729,1000,... H={k':keN,}
1={1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,...) [={2"keN,}

Rovnost’ mnozZin

Mnozina je uréend svojimi prvkami. Je to vtedy, ked’ o kazdom predmete plati, Ze bud’
patri do mnoziny, alebo nepatri (pritom nemusime vediet' rozhodnut’, ¢i ten predmet naozaj
patri do mnoziny alebo nie). Hovorime napriklad o mnozine Q vsetkych racionalnych cisel,

aj ked’ o mnohych reédlnych ¢islach nevieme rozhodnut’, ¢i su racionélne alebo nie.

Dve mnoziny A, B pokladdme za rovnaké (totozné), ak maju tie isté prvky, teda ak pre kazdé
x plati ekvivalencia xe A< x € B.

Rovnost’ mnozin zapisujeme v tvare 4= B .
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PodT’a tejto definicie teda plati:
{1, 2,3, 4,5} = {3,2,5,4,1}

(2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,..) = {2 k;k € N}
(' =15,-12,-9,6,-3,0,3,6,9,12,15,..} = {3-ksk € Z)
{

1,4,7,10,13,16,19,22,25,..} = {3k —2;k € N}

Mnozina A sa nazyva podmnoZinou mnoziny B (oznacujeme A4 c B), ak pre kazdé x plati

implikacia x € A = x € B (teda ak B obsahuje vSetky prvky mnoziny 4).

Dvojprvkova mnozina mé 4 podmnoziny. Napriklad mnozina {1, 2} ma podmnoziny

AR

Trojprvkova mnozina ma 8 podmnozin. Napriklad mnozina {1, 2, 3} ma podmnoziny

3a40{2).130, (1.2, {1.3],{2,3),{1.2.3] .

Stvorprvkova mnoZina méa 16 podmnozin. Napriklad mnoZina {l, 2,3, 4} ma podmnoZziny

U312, 30 {4 {120, {13], 11,41, {23}, {2,4),{3. 4},

(1,2,3),{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}.

Vo vSeobecnosti plati, ze n-prvkova mnozina ma 2" podmnozin.

Z definicie rovnosti mnoZin a podmnoZziny vidime, ze (A = B) = [(A cB ) A (B c A)] .

Citame: Mnoziny A, B sa rovnaju, ak mnoZzina 4 je podmnoZinou mnoziny B a zaroven

mnozina B je podmnozinou mnoziny A.

Na zéklade vztahu (4= B) < [(4<B)A(B < A4)] sa dokazuje rovnost’ dvoch mnozin 4, B
tak, Ze dokazeme, Ze:
1. kazdy prvok z mnoZziny A4 patri do mnoZiny B,

2.kazdy prvok z mnoziny B patri do mnoziny 4.
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2. Operacie s mnozinami

Nech 4, B st dve mnoZziny. Potom mnoziny 4N B, AU B, A— B definujeme takto:

Mnozina AU B sa nazyva zjednotenie mnozin 4, B a pozostava z tych predmetov, z ktorych

kazdy bud’ patri do 4, alebo patri do B.

Symbolicky zapis: xe AUB < (xe AvxeB).

Mnozina 4— B sa nazyva rozdiel mnozin 4,B a pozostava z tych predmetov, z ktorych kazdy
patri do 4 a nepatri do B.

Symbolicky zépis: xe A-B < (xe Anx¢B).

Mnozina AN B sa nazyva prienik mnozin 4,B a pozostava z tych predmetov, z ktorych kazdy
patrido 4 a aj do B.

Symbolicky zapis: xe ANB < (xe Anx e B).

Ak 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, B={2,4,6,8,10,12,14,16}, C ={3,6,9,12,15}, potom:
ANB={2,4,6,8,10,12) BN A={2,4,6,8,10,12)
AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,16} BU 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,16}
A-B=1{1,3,5,7,9,11} B—A={14,16}

ANC={3,6,9,12} AUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15)
A-C={1,2,4,5,7,8,10,11}

Vidime, ze AnB=BNAa AUB=BUA,ale A-B#B—A.

Vo vSeobecnosti plati:

INech 4, B st l'ubovolné mnoziny. Potom AnB=BnAda AUB=BUA. |

Ak N je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel, Z je mnozina vsetkych celych Cisel, QO je

mnozina vSetkych racionalnych cisel, potom:

NNnZ=N NuZ=27 N-Z=0

NNnQ=N NuQ=Q N-Q0=0

ZNnQ=27 ZuQ=0 Z-0=9
2
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3-141 -4 3
Do mnozin — Z patria napriklad ¢isla —,——,—,—,—.
ye P P 5 9 217 115

Ak A je T'ubovol'na mnozina, potom:

AND =Y Aud=A4 A-D=A4 D—A=

Definiciu zjednotenia a prieniku dvoch mnoZzin mozno rozsirit' na 'ubovolny konecny (aj

nekone€ny) pocet mnoZin.

Nech 4.4, 4,,..,4

m

su mnoziny. Potom zjednotenie mnoZin 4 U4, U4 U..UA4,

pozostava z tych predmetov, z ktorych kazdy patri aspoii do jednej z mnoZin

AL A, A, A

Nech 4,4,,4,,..,4, su mnoziny. Potom prienik mnozin A4 N4, N4, N..NA4,

pozostava z tych predmetov, z ktorych kazdy patri do kazdej z mnoZin 4,,4,,4;,....,4,,.

Ak 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, B={2,4,6,8,10,12,14,16}, C ={3,6,9,12,15}, potom
do mnoziny AN BNC patria tie Cisla, ktoré sa nachadzaji vo vSetkych troch mnozinach,
teda ANBNC={6,12}.

Do mnoziny AU BUC patria tie ¢isla, ktoré sa nachadzaji asponi v jednej mnozine. Teda

AuBuCz{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,15,16}.

Dve mnoziny 4, B nazyvame disjunktné, ak 4N B = (teda ak nemaji Ziadne spolocné

prvky).

V nasledujucej tabul’ke znak + oznacuje, Ze zodpovedajiice mnoziny su disjunktné a znak —

oznacuje, ze nie su disjunktné.
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{1,3,5,7,9}
{2,4,6,8,10} +
{3,6,9} -
{1,6,9} -
{1,5,7} -

23 -

3. Komplement (doplnok) mnoziny

Ak sa zaoberame iba mnozinami, ktoré s podmnoZzinami istej pevnej mnoziny X, tak X

nazyvame zakladnym priestorom (zakladnou mnoZinou).

Ak M c X, tak mnozinu X —M =M "' nazyvame komplementom (doplnkom) mnoZiny M

v zakladnom priestore X.

Napriklad doplnkom mnoziny M = {1, 3,5,6, 8} v zakladnom priestore

X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} je mnozina M '={2,4,7,9,10}.

Ak uvazujeme mnozinu prirodzenych ¢isel ako zakladny priestor a 4 je mnozina vsetkych
parnych cisel, B je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel vdcsich ako 100 a C je mnoZina
vsetkych prvocisiel, potom A4' je mnozina vSetkych neparnych ¢isel, B' je mnozina vSetkych

prirodzenych &isel mensich alebo rovnych 100, teda B'={1,2,3,4,5,...,98,99,100} a C' je

zjednotenie mnoziny {1} a mnoZiny vietkych zlozenych &isel.

Doplnkom zjednotenia dvoch mnozin je prienik ich doplnkov.

Nech X je zékladny priestor, Ac X, Bc X . Potom (AUB)'=A'NB".

Doplnkom prieniku dvoch mnozin je zjednotenie ich doplnkov.

Nech X je zakladny priestor, Ac X, Bc X . Potom (ANB)'=A4"' UB'.
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Uvazujme zékladny priestor X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} a mnoZiny

A4=1{2,4,6,8,10,12} a B={3,6,9,12} .

Potom:

A4'={1,3,5,7,9,11} B'={1,2,4,5,7,8,10,11}
AUB={2,3,4,6,8,9,10,12} AN B=1{6,12}
(AuB)'={1,5,7,11} A'nB'={1,5,7,11}

Vidime, 7e (AU B)'=A'NB".
(AN B)'={1,2,3,4,57,8,9,10,11} A" UB'={1,2,3,4,5,7,8,9,10,11)
Vidime, 7e (AN B)'=A4' UB'.

Test €. 5

V nasledujucom teste je 21 uloh z oblasti mnozin a operacii s nimi.
Na nich si prakticky precvicime:

- symbolicky zapis mnoziny,

- rovnost’ mnozin, pojem podmnoziny,

- zjednotenie mnozin,

- prienik mnozin,

- rozdiel mnozin,

- doplnok mnoziny.
Test €. 5 najdeme aj v elektronickej verzii v subore 5.exe.
1. Prirad’te slovny opis mnoziny jej symbolickému zépisu.

a) {3k;k e N} 1. Mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré po deleni tromi

davajua zvysok 1.

b) {3k;keZ} 2. Mnoziny vSetkych celych ¢isel, ktoré po deleni tromi dévaja
zvysok 0.

¢) {3k—2;k e N} 3. Mnozina vs$etkych prirodzenych ¢isel, ktoré po deleni tromi
davaju zvysok 0.

d) {3k-LkeN} 4. Mnozina vS$etkych prirodzenych ¢isel, ktoré po deleni tromi
davajui zvysok 2.
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2. Oznacte tie mnoZiny, ktoré obsahuji ako prvok cislo 4.
a) {k*:kez|
b) {2k;k e Z}
) {2k+6;keZ}
{

) {2k+LkeZ}

3. Oznacte spravne oznacenia prazdnej mnoziny.
a) {2

b) { }

c)0

d) o

4. Prirad’te k sebe zodpovedajuce zapisy mnozin.

a) {Sk;k e Z) 1. {=17,-12,-7,-2,3,8,13,18,23,..}

b) {5k;k e N} 2. {5,10,15,20,...}

¢) {5k+3:k e Z) 3. {..,—20,-15,-10,-5,0,5,10,15,20,...
) {5k—2;k e N} 4. {3,8,13,18,..)

5. Oznacte pravdivé tvrdenia.

a) {0,1,8,27,64,125,216,..} = {k’;k € Z}
b) {3,8,13,18,23,28,..} = {5k~ 2k € N}
C) {..=17,-12,-7,-2,3,8,13,18,23,28,..} = {5k~ 2;k € N}
d) {

1,8,27,64,125,216,..} = {k’;k € N}

6. Prirad’te mnozine pocet jej podmnozin

a) {a} 1.16
b) {a.b.c.d.e} 2.8
¢) {a.b.c} 3.32
d) {a.b,c.d} 4.2
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7. Dané st mnoZiny A=1{1,2,3,4,5,6,7,8},B ={2,4,6,8,10,12} . Prirad’te k sebe navz4jom

zodpovedajice mnoziny.

a) AUB 1. {10,12}

b) 4N B 2. {2,4,6,8)

c) A-B 3. {1,3,5,7}

d) B-4 4. {1,2,3,4,5,6,7,8,10,12}

8. Dané st mnoZiny 4={2,4,6,8,10,12,14,16},B ={3,6,9,12,15,18,21} . Ur¢te prvky ich zjednotenia.

9. Dané su mnoziny 4 ={2,4,6,8,10,12,14,16},B ={3,6,9,12,15,18,21} . UrCte prvky ich prieniku.

10. Dané st mnoZiny 4=1{2,4,6,8,10,12,14,16},B ={3,6,9,12,15,18,21} . UrCte prvky rozdielu A-B.

11. Dané st mnoziny A4=1{2,4,6,8,10,12,14,16},B ={3,6,9,12,15,18,21} . Urcte prvky rozdielu B-A.

12. Oznacte pravdivé vztahy.
a) A-B=B-4
b) AnB=Bn4
C) Aud=4An4

d) 4AuB=BuU4

13. Nech Z je mnozina vSetkych celych ¢isel a R je mnozina vSetkych redlnych ¢isel. Oznacte
¢isla, ktor¢ patria do rozdielu R-Z.

a) -4

b) V2

c) -7

5
d)ﬁ

14. Dané si mnoziny 4={2,4,6,8,10,12},B8={3,6,9,12,15},C = {1,4,6,8,9} . VypiSte prvky mnoZiny

(AnB)UC.
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15. Dané st mnoZiny 4={2,4,6,8,10,12},B={3,6,9,12,15},C ={1,4,6,8,9} . VypiSte prvky mnoziny

A-(BUC).

16. Dané st mnoZiny 4={2,4,6,8,10,12},B={3,6,9,12,15},C ={1,4,6,8,9} . VypiSte prvky mnoziny

(ANB)u(ANC).

17. Prirad’te k sebe dvojice mnozin tak, aby vSetky vytvorené dvojice mnozin boli disjunktné.

(Ku kazdému pismenu prirad’te prave jedno ¢islo.)

a) {1,2,3,4) 1. {3,5,7}
b) {3,4,5,6} 2. {5,6,7,8}
c) {2,4,6,8} 3. {1,5,6}
d) {4} 4. {1,2}

18. Dana je mnozina 4 ={2,4,6,8,10} a zakladny priestor X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} . VypiSte

prvky doplnku mnoziny 4 v zdkladnom priestore X.

19. Oznacte Cisla, ktoré patria do doplnku mnoziny celych ¢isel v zakladnom priestore
racionalnych cisel.

a)2

b) V7

c)-4

3
d)E

20. Oznacte Cisla, ktoré patria do doplnku mnoziny prirodzenych ¢isel v zdkladnom priestore
realnych cisel.

a)?2

7
b) T
) Vi1
d)-4
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21. Oznacte pravdivé tvrdenia.

a) Doplnkom zjednotenia dvoch mnozin je prienik ich doplnkov.

b) Doplnkom prieniku dvoch mnozin je prienik ich doplnkov.

¢) Doplnkom zjednotenia dvoch mnozin je zjednotenie ich doplnkov.

d) Doplnkom prieniku dvoch mnozin je zjednotenie ich doplnkov.

1. a3,b2,c1,d4
2. abc

3.bd

4. a3,b2,cl,d4
5.bd

Test ¢. 5 — spravne rieSenia

6. a4,b3,c2,d1
7. a4,b2,c3,d1
8.2,3,4,6,8,9,
10,12,14,15,
16,18,21

9.6,12

10. 2,4,8,10,
14,16
11.3,9,15,18,21
12. bed
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13. bed
14.1,4,6,8,9,12
15.2,10
16.4,6,8,12

17. a2,b4,c1,d3

18.1,3,5,7.9
19.d

20. bed
21.ad



