8. Relacia usporiadania

V tejto Casti sa budeme venovat dalS§iemu Specidlnemu typu binarnych relacii v

mnozine M - relaciam usporiadania. Najskor si uvedieme nasledujuce Styri definicie.

Relacia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia ostrého linearneho usporiadania,
ak je:

1. antireflexivna,

2. antisymetricka,

3. tranzitivna,

4. suvisla.

Relacia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia linearneho usporiadania
(neostrého), ak je:

1. reflexivna,

2. antisymetricka,

3. tranzitivna,

4. suvisla.

Relacia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia ostrého ¢iasto¢ného usporiadania,
ak je:

1. antireflexivna,

2. antisymetricka,

3. tranzitivna.

Relacia R definovana v mnoZine M sa nazyva relacia ciastoéného usporiadania
(neostrého), ak je:

1. reflexivna,

2. antisymetricka,

3. tranzitivna.

Uz na prvy pohlad vidime, Ze vSetky Styri definicie su si podobné. Vo vSetkych

Styroch definiciach totiz vyzadujeme, aby reldcia R bola antisymetricka a tranzitivna.
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Ako sa dana skuto¢nost prejavi na vrcholovom grafe? Pretoze relacia R je
antisymetrickd, jej vrcholovy graf neobsahuje Ziadne obojsmerné Sipky. Pretoze relacia R je
tranzitivna, v jej vrcholovom grafe nema zmysel prestupovat. Inymi slovami, vzdy, ked’

vrcholovy graf obsahuje Sipku z x do y a aj z y do z, potom obsahuje aj Sipku z x do z.

Ked porovname prvi a druht definiciu zistime, v ¢om spociva rozdiel medzi ostrym a
neostrym usporiadanim. Kym pri ostrom usporiadani vyzadujeme, aby relacia R bola
antireflexivna, pri neostrom usporiadani vyzadujeme, aby reldcia R bola reflexivna.
Vrcholovy graf relacie ostrého usporiadania neobsahuje ziadnu slucku. Vrcholovy graf relacie
neostrého usporiadania ma pri kazdom vrchole slucku. Podobne mozno porovnat’ aj tretiu

a Stvrta definiciu.

Ked porovndme prvi atretiu definiciu zistime, v Com spociva rozdiel medzi
linedrnym a Ciastoénym usporiadanim. V definicii linearneho usporiadania vyzadujeme, aby
reladcia R bola stvisla. Vo vrcholovom grafe relacie linedrneho usporiadania teda existuje
medzi kazdymi dvoma réznymi vrcholmi nejaka Sipka. V definicii ¢iastocného usporiadania

takato poziadavka nie je obsiahnutd. Podobne mozno porovnat’ aj druht a Stvrt definiciu.

Relacie usporiadania si teraz precvi¢ime na nasledujucich prikladoch.

Nech mnozina M= {1,2,3,4} a relacia Q
4

R={L1}[1,2}[1,3}[2,21[2,3}[3.3)[4.4]}. Vrcholovy graf danej 1

relacie vidime na obrazku. Pretoze vrcholovy graf relacie R

neobsahuje obojsmerné Sipky, relacia R je antisymetricka.

Pretoze vo vrcholovom grafe relacie R nemd zmysel

prestupovat, relacia R je tranzitivna. Pretoze vrcholovy graf 2w »3
relacie R obsahuje pri kazdom vrchole slucku, relacia R je Q

reflexivna. (neostré usporiadanie) PretoZe vrcholy 1 a 4 nie st spojené ziadnou Sipkou, relacia
R nie je suvisla. (¢iasto¢né usporiadanie)

Zaver: Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania v mnozine M.
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Nech mnozina M ={1,2,3,4} a relacia R={[13][14][3.4]}. Vrcholovy graf danej relacie
vidime na obrazku. PretoZze vrcholovy graf relacie R neobsahuje

obojsmerné $ipky, relacia R je antisymetricka. PretoZze vo vrcholovom |1 ———» 4
grafe relacie R nemd zmysel prestupovat, relacia R je tranzitivna.

Pretoze vrcholovy graf relacie R neobsahuje Ziadnu slucku, relacia R je

antireflexivna. (ostré usporiadanie) Pretoze vrcholy 1 a 2 nie st spojené

ziadnou $ipkou, relacia R nie je suvisla. (¢iastocné usporiadanie) 2 3

Zaver: Relacia R je relaciou ostrého ¢iastoéného usporiadania v mnozine M.

Nech mnozina M ={1,2,3,4} a relacia R = {[L1}[1,2}[13][1.4]}[2.2][2.3].[2,4].[3.3] [3.4] [4.4]} .

Vrcholovy graf danej relacie vidime na obrazku. Pretoze

vrcholovy graf relacie R neobsahuje obojsmerné Sipky, relacia R Q Q
je antisymetrickd. Pretoze vo vrcholovom grafe relacie R nema 1.4
zmysel prestupovat’, relacia R je tranzitivna. Pretoze vrcholovy

graf relacie R obsahuje pri kazdom vrchole slucku, relacia R je

reflexivna. (neostré usporiadanie) Pretoze kazdé dva rdzne

vrcholy st spojené Sipkou, relacia R je suvisla. (lineérne 2 3
usporiadanie) Zaver: Relécia R je relaciou neostrého linearneho Q Q

usporiadania v mnozine M.

Nech mnozina M ={1,2,3,4} a relacia R = {[1,2], [1.3] [1,4].[3.2].[4.2] [4,3]}. Vrcholovy graf

|

danej relacie vidime na obrazku. Pretoze vrcholovy graf relacie R 1 )
neobsahuje obojsmerné Sipky, relacia R je antisymetrickd. PretoZze vo

vrcholovom grafe reldcie R nemd zmysel prestupovat’, relacia R je
tranzitivna. Pretoze vrcholovy graf relacie R neobsahuje ziadnu slucku,
relacia R je antireflexivna. (ostré usporiadanie) Pretoze kazdé dva rozne 4 >
vrcholy st spojené Sipkou, relacia R je suvisla. (linearne usporiadanie)

Zaver: Relacia R je relaciou ostrého linearneho usporiadania v mnozine M.
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Nech mnozina M ={1,2,3,4} a relacia Q Q
R={L1}[1.2}[1,3}[2.1}[2,2)[2.3}[3.3) [4.4]}.  Vrcholovy — graf 4

1
danej relacie vidime na obrazku. Pretoze vrcholovy graf relacie R

obsahuje obojsmernu Sipku (z 1 do 2), reldcia R nie je
antisymetrickd. Pretoze relacia R nie je antisymetrickd, nemdze

byt relaciou usporiadania (ani ostrého, ani neostrého, ani P> 3

linedrneho, ani cCiasto¢ného). DalSie vlastnosti teda ani Q Q
neurcujeme.

Nech mnozina M ={1,2,34} a relicia R={[1,2],[1,4],[2,3],[2,4].[3,1].[3.4]}. Vrcholovy

graf danej relacie vidime na obrazku. Pretoze vrcholovy graf relacie R | — 3 4

neobsahuje obojsmerné Sipky, relacia R je antisymetrickd. Vrcholovy
graf relacie R obsahuje Sipku z 1 do 2 a aj Sipku z 2 do 3, ale neobsahuje
Sipku z 1 do 3. Preto relacia R nie je tranzitivna (vo vrcholovom grafe

2

reldcie R ma zmysel prestupovat, napr. ked’ cestujeme z 1 do 3). —> 3
Pretoze relacia R nie je tranzitivna, nemodze byt relaciou usporiadania
(ani ostrého, ani neostrého, ani linearneho, ani ¢iasto¢ného. DalSie vlastnosti teda ani

neurcujeme.

Linearne usporiadana mnoZina

Nech mnozina M = {1,2,3,4} a relacia ostrého linearneho usporiadania
R:{[1,3],[2,1],[2,3],[2,4],[4,1],[4,3]}. Vrcholovy graf tejto relacie vieme nakreslit tak,
aby vSetky Sipky smerovali zl'ava doprava.

Vsimnime si, ze prvky 1, 2, 3, 4 mozno m

usporiadat’ do radu 2 —4 — 1 — 3, priCom

T . . . 2 > 4 > | > 3

v relacii linearneho wusporiadania R su
vSetky tie usporiadané dvojice prvkov, v

ktorych prva zlozka sa v rade nachadza vlavo od druhe;.
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Nech mnozina M = {Brno,Senica,Lond}'In,Trnava,Praha} arelacia ostrého linearneho
usporiadania R = {[x, y] € M x M : x mé& menej obyvatel'ov ako y} . Aj vrcholovy graf tejto

relacie vieme nakreslit’ tak, aby vSetky Sipky smerovali zl'ava doprava.

N

Senica—» Trnava——»Bmo—— P»Praha——% Londyn

Prvky mnoziny M sme opét’ usporiadali do radu Senica — Trnava — Brno — Praha — Londyn,
pricom v relécii linedrneho usporiadania R su vSetky tie usporiadané dvojice prvkov, ktorych

prva zlozka sa v rade nachadza vl'avo od druhe;j.

Z predchéadzajucich dvoch prikladov vidime, ze:

Prvky mnoZiny M, na ktorej je definovana relicia ostrého linearneho usporiadania R,

vieme vidy zoradit’ do retazca tak, Ze ak [x, y] € R, potom x sa nachadza v retazci

nalavo od y.

Zapis takéhoto retazca zpredchddzajicich prikladov je 2 = 4-; 3 ?1 , resp.

Senica < Trnava < Brno < Praha < Londyn .
R R R R

Teraz uvedieme definiciu linedrne usporiadanej mnoziny.

Ak na mnoZine M je definovana relicia linearneho usporiadania R, tak mnoZinu M

usporiadanu touto relaciou oznacCujeme (M ,R) a nazyvame linearne usporiadana

mnozina.
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Pod pojmom linedrne usporiadana mnozina teda rozumieme dvojicu M, R, kde M je mnozina
objektov a R je reldcia linedrneho usporiadania na tejto mnozine. Priklady linearne

usporiadanych mnozin sme uviedli v predchadzajucich dvoch prikladoch.

Dalej uvedieme definiciu prvého a posledného prvku linearne usporiadanej mnoziny.

Nech (M ,R) je linearne usporiadana mnoZina.

Prvok aeM nazyvame prvym prvkom v mnoZine M vzhl’adom na linearne
usporiadanie R, ak plati:

VxeM :x+#a= a<x (Citame: pre kazdy prvok x mnozZiny M plati, Ze ak x je rézny od a,
R

potom a predchadza x v usporiadani R.
Prvok beM nazyvame poslednym prvkom v mnoZine M vzhPadom na lineirne
usporiadanie R, ak plati:

VxeM:x+b= x?b (¢itame: pre kazdy prvok x mnozZiny M plati, Ze ak x je rozny od b,

potom x predchadza b v usporiadani R.

Uvedomme si, Ze zapis a<x znamena, Ze [a,x]€ R, ale [x,a]¢ R.
R

V predchéadzajtcich prikladoch sme dostali nasledujuce postupnosti prvkov:

2 = 4-; 3 ?1 ... To znamena, Ze prvok 2 je prvym prvkom mnoziny M

a prvok 1 je poslednym prvkom mnoziny M.

Senica = Trnava = Brno = Praha = Londyn ... prvok Senica je prvym prvkom mnoziny M,

prvok Londyn je poslednym prvkom mnoziny M.

Pojem linearne usporiadanej mnoziny a jej prvého a posledného prvku si vysvetlime na

nasledujucich prikladoch.
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Nech  mnoZina M ={1,2,3,4,5,6} Q Q

arelacia R={[x,y]eM><M:x|y}.

Vrcholovy graf relacie R vidime na /
obrazku. Z vrcholového grafu vidime, ze /

2 5
relacia R nie je suvisla (neobsahuje \

ziadnu Sipku medzi prvkami 2 a 3).

Relécia R teda nie je relaciou linearneho v
usporiadania na mnozine M a dvojica 3 4
(M,R) nie je linearne usporiadanou

mnozinou.

Nech mnozina M ={1,2,4,8,16,32} arelacia R :{[x,y]eMxM :x|y}. Vrcholovy graf

relacie R vidime na obrazku.

A

A

Z vrcholového grafu vidime, Ze relacia R je reflexivna, antisymetricka, tranzitivna a stvisla.

Je teda relaciou neostrého linedrneho usporiadania na mnoZine M. Dvojica (M ,R) je
linedrne usporiadanou mnozinou. Naviac plati: 1<2<4<8<16<32. To znamen4, ze prvok 1
R R R R R

je prvym prvkom mnoziny M a prvok 32 je poslednym prvkom mnoziny M.
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Test ¢. 10

V nasledujucom teste je 20 uloh z oblasti relacie usporiadania a linedrne usporiadanej

mnoziny.

Na nich si prakticky precvi¢ime:

- urcovanie, ¢i dand relacia je relaciou ostrého linearneho usporiadania, neostrého
linearneho usporiadania, ostrého ciastoéného usporiadania, neostrého ciastoéného
usporiadania,

- urcovanie prvého a posledného prvku linearne usporiadanej mnoziny.

Test ¢. 10 ndjdeme aj v elektronickej verzii v subore 10.exe.

1. Nech R je binarna relacia v mnozine M. Oznacte vlastnosti, ktoré musi mat’ relacia R, aby
bola relaciou ostrého linedrneho usporiadania.

a) reflexivna

b) antireflexivna

¢) symetricka

d) antisymetricka

e) tranzitivna

f) savisla

2. Nech R je binarna reldcia v mnozine M. Oznacte vlastnosti, ktoré musi mat’ relacia R, aby
bola relaciou neostrého linearneho usporiadania.

a) reflexivna

b) antireflexivna

¢) symetricka

d) antisymetricka

e) tranzitivna

f) suvisla

3. Nech R je binarna relacia v mnozine M. Oznacte vlastnosti, ktoré musi mat’ relacia R, aby
bola reldciou ostrého ¢iastoéného usporiadania.
a) reflexivna

b) antireflexivna
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¢) symetricka
d) antisymetricka
e) tranzitivna

f) suvisla

4. Nech R je binarna relacia v mnozine M. Oznalte vlastnosti, ktoré musi mat’ relacia R, aby
bola relaciou neostrého ¢iasto¢ného usporiadania.

a) reflexivna

b) antireflexivna

¢) symetricka

d) antisymetricka

e) tranzitivna

f) suvisla

5. Dan4 je relacia R v mnozine M.
M ={1,2,3,4},R= {[1,1],[1,2],[1,3],[1,4],[2,2],[3,2],[3,3],[4,2],[4,3],[4,4]}

Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
¢) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

6. Dand je relacia R v mnoZine M.

M ={1,2,3,4},R={[1,2],[1,3].[1,4].[3,2].[4.2].[4.3]}
Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

7. Dand je relacia R v mnoZine M.

M ={1,2,3,4}, R ={[1,1],[1,2],[1,3].[1,4].[2,2].[ 2.4].[3.3].[ 4.4]}
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Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c¢) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

8. Dan4 je relacia R v mnozine M.
M ={1,2,3,4},R={[1,2],[1,3].[1.4].[2.4]}

Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

9. Dana je relacia R v mnozine prirodzenych ¢isel.
Rz{[x,y]eNxN:xSy}

Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c¢) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

10. Dana je relacia R v mnozine prirodzenych ¢isel.
Rz{[x,y]eNxN:x<y}

Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.

c¢) Relacia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relécia R je relaciou neostrého Ciastoéného usporiadania.

11. Dan4 je relacia R v mnozine prirodzenych ¢isel.

R:{[x,y]eNxN:xdeliy}
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Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c¢) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

12. Dan4 je relacia R v mnozZine prirodzenych ¢isel.
R:{[x,y]eNxN:xiy/\x deliy}

Vyberte spravne tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linedrneho usporiadania.
b) Relécia R je relaciou neostrého linearneho usporiadania.
c¢) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého ¢iastocného usporiadania.

13. Na obrazku je vrcholovy graf relcie R v mnozine M = {1, 2,3,4,5, 6} . Vyberte spravne

tvrdenie.

a) Relécia R je relaciou ostrého linearneho usporiadania. 2

b) Reldcia R je relaciou neostrého linearneho

usporiadania. g
6 4 3

c) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastoéného usporiadania.

d) Relacia R je reldciou neostrého ciastoéného

usporiadania. b b

5

L

14. Na obrazku je vrcholovy graf relacie R v mnozine M = {1, 2,3,4,5, 6} . Vyberte spravne

tvrdenie. 2

a) Relécia R je relaciou ostrého linearneho usporiadania. / i% j E

b) Reldcia R je relaciou neostrého linearneho

usporiadania. . < -
c) Relécia R je relaciou ostrého ¢iastocného usporiadania.

d) Relacia R je reldciou neostrého Cciastoéného -

. . 54—
usporiadania.
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15. Na obrazku je vrcholovy graf reldcie R v mnozine M = {l, 2,3,4,5, 6} . Vyberte spravne

tvrdenie.

a) Relacia R je relaciou ostrého linearneho O
usporiadania. i

b) Relacia R je relaciou neostrého linearneho %

usporiadania. O < \‘O
c¢) Relacia R je reléciou ostrého Ciastoéného

usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého 5' 4'
¢iasto¢ného usporiadania. Q O

16. Na obrazku je vrcholovy graf relacie R v mnozine M = {1, 2,3,4,5, 6} . Vyberte spravne

tvrdenie.
a) Relacia R je relaciou ostrého linearneho A Q
2
usporiadania. / \
b) Relécia R je relaciou neostrého linedrneho
B 7@

usporiadania. \

c¢) Relacia R je relaciou ostrého ciastoéného

usporiadania.

d) Relacia R je relaciou neostrého Ciastocného 5 47:
usporiadania. Q Q

17. Na obrazku je vrcholovy graf relacie ostrého linedrneho usporiadania R v mnoZzine

M = {1, 2,3, 4,5,6} . Prvym prvkom v mnoZine M vzhl'adom na ostré linedrne usporiadanie R

je 2

a) l

b) 2 ‘4 i ; :\\\\‘
c)3 6

d) 4 4\

e) 5 v

f)6 S4——4
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18. Na obrazku je vrcholovy graf relacie ostrého linedrneho usporiadania R v mnoZzine

M ={1,2,3,4,5,6}. Poslednym prvkom v mnozine M vzhladom na ostré linearne

usporiadanie R je

a) 1 -
AN
c)3 6/ -
d) 4 '\

e) 5

n6 M

19. Na obrdzku je vrcholovy graf reldcie ostrého linedrneho usporiadania R v mnozine

M = {l, 2,3, 4} . Prvym prvkom v mnoZine M vzhl'adom na ostré¢ linearne usporiadanie R je

a) l
I——p2
b) 2
c)3
d) 4
3

20. Na obrazku je vrcholovy graf relacie ostrého linedrneho usporiadania R v mnozine

M = {1, 2,3, 4} . Poslednym prvkom v mnozine M vzhl'adom na ostré linedrne usporiadanie R

je —»2
a)l
b)2
c)3

J—e3
d) 4

Test ¢. 10 — spravne rieSenia

1. bdef 5.b 9.b 13.¢ 17.b
2. adef 6.a 10. a 14. a 18. ¢
3. bde 7.d 11.d 15.d 19.d
4. ade 8.¢c 12.¢ 16.b 20. ¢
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