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1 Uvod

Uvod. Tento text si kladie za ciel sprostredkovat’ Citatel-
ovi niektoré zakladné poznatky o rieSeni polynomickych
rovnic. Su to rovnice tvaru

flz) =apz™ +---4+ap =0, (1)

kde ay,...,ag su prvkami nejakého pola F. Vieme, ze
takato rovnica ma vzdy korene v nejakom nadpoli pola F.
Otézka je ako tieto korene ndjst , alebo presnejsie poveda-
né vypocitat. Vzorec na vypocet korenov kvadratickej rov-
nice je vSeobecne znamy a nepozname jeho objavitela.
Pravdepodobne ich je viac, nezavislych na sebe. S istou
mierou poézie sa hovori , Ze tento vzorec je suc¢astou mate-
matického folkléru. Az v 16. storo¢i boli objavené formule
na vypocet korenov kubickej rovnice. Najzndmejsia sa vold
Cardanov vzorec. Jeho objavenie sa pripisuje matemati-
kovi menom Tartaglia, ktory ho udajne predal Jeromovi
Cardanovi. Sestnéste storocie bolo obdobim stibojov. Mi-
mo inych sa odohrdvali aj matematické siboje. Stperi si
zadavali tlohy. Kazdy mohol zadat iba taka ulohu, ktord
vedel sam riesit. Traduje sa, ze Cardano zaviazal Tartagliu
mléanlivostou a to mu umoznilo vitazit pomocou kubic-
kych rovnic. Vyhodou matematickych sibojov bolo tiez
to, ze pri nich neboli mftvi.



Trochu neskér Cardanov ziak Ferarri objavil formulu
pre korene polynému 4. stupna. ijravami previedol tento
problém na kvadraticki a kubicktd rovnicu. Samozrejme
nasledovali snahy na objavenie metédy vypoc¢tu korenov
rovnice piateho stupna. Tieto v8ak boli dlhodobo netispes-
né. Jeden zo sposobov pri tomto vyskume spocival vo vyu-
ziti tzv. Vietovych vzorcov. To su formule, ktoré vyjadruju
koeficienty daného polynému pomocou jeho korenov. Teda
v naSom pripade vyjadruji zname veli¢iny pomocou nez-
namych. Cielom bolo roznymi tipravami dosiahnut opak :
vypocitat nezmame pomocou znamych. Ako sme uz spo-
minali nepodarilo sa. Napriek tomu tato praca prinos ma-
la. Vietove vzorce si symetrické, to znamend zZe sa ne-
menia pri prehadzovani poradia korenov, ind¢ povedané
pri permutéaciach. To viedlo k objaveniu grip permutacii
. Zaciatkom 19. storocia objavili nezdvisle na sebe nér
Niels Henrik Abel a franciz Evariste Galois metédu pomo-
cou ktorej priradili danej polynomickej rovnici istd grupu
permutacii , ktora sa dnes nazyva Galoisova grupa tejto
rovnice. Rovnice ktoré sa daju riesit pomocou vzorcov kto-
ré obsahujui odmocniny maji tito grupu pomerne jedno-
duchid. Rovnice, ktorych grupa je zlozitd sa pomocou od-
mocnin riesit nedaji. Okrem iného to aj objastiuje preco
vysSie uvedeny vyskum nepriniesol ocakavané vysledky.

Evariste Galois nemal Stastny osud. Narodil sa 1811,
koncom napoleonskych vojen , zomrel 1832 ako dvadsatro-



¢ny - pri suboji. Nepodarilo sa mu ani zoznamit ma- tem-
atikov tej doby so svojimi vysledkami. Okrem iného to bolo
aj dosledkom nestabilnej situdcie vo vojnami zbedac¢eného
Francuzska.

O trochu vacsie stastie mal Niels Henrik Abel (1802-
1829), podarilo sa mu nadviazat kontakty s inymy ucen-
cami svojej doby. Aj on vsak zomrel mlady. Dostal zapal
plic - vtedy neexistovali antibiotikd a tstredné kurenie
bolo velmi zriedkavé. Komutativne grupy sa na jeho po-
¢est nazyvaju aj Abelove grupy.

Na zaciatku si pripomenieme niektoré o polynémoch.
Budeme studovat rozsirenia poli o korene polynémov a
ich galoisove grupy. Ukazeme ako sivisia s rozsireniami o
korene binomickych rovnic. Bude néas zaujimat hla- vne to
¢i su komtativne resp. cyklické. DokaZeme o istej mnozine
poly- némov, ze ich korene sa nedaji vyjadrit pomocou
odmocnin. Medzi také polynémy patri aj polyném z° —
10z — 5.

Jednoduchsim probémom je otazka euklidovskych geo-
metrickych konstrukcii , pravitkom a kruzidlom, ktort uz
dobre pozndme - postupnd adjunkcia druhych odmocnin.

Galoisova tedria dnes patri medzi velmi rozvinuté ¢asti
algebry so Sirokymi aplikaciami napriklad v informatike.

Text sa snazime viest ¢o najskor ku Galoisovym gru-



pam. V ¢ast doplnky st niektoré dolpnujice poznatky. Pre
uiplnost’ je na zaciatku doplnkov uvedend Zornova lema a
dokaz jej ekvivalencie s Axiomou vyberu.

Chcel by som poprosit’ pripadnych ¢itatelov o zhovie-
vavost k jazykovej tirovni textu. Sposob jeho pripravy a
vydania neumoznil urobit’ dokladnu jazykovi korekturu.

Touto cestou by som chcel podakovat recenzentom za
podporu a velmi cenné pripomienky k textu. Rovnako vy-
jadrujem vdaku aj pani RNDr. Zuzane Vaclavikovej, PhD.
z Ostravskej Univerzity za predbezné precitanie taextu a
jej pripomienky.



Oznaéenia. Budeme oznacovat C - mnozina komplex-
nych ¢éisel, R - mnozina redlnych ¢isel, Q - mnozina racio-
nélnych ¢éisel, Z - mnozina celych ¢isel, N mnozina priro-
dzenych ¢isel, F[z] okruh polynémov neurc¢itej  nad po-
Tom F, Z[z] mnozina polynémov s celo¢iselnymi koeficien-
tami, Z,, - mnozina zvySkovych tried modulo m, Z;, -
mnozina zvySkovych tried modulo m, ktoré si nesidelitel-
né s m, S, bude oznac¢ovat mnozinu vsetkych permutacii
mnoziny {1,...,n}. Symbol [M] bude oznacovat najmen-
iu podgrupu danej grupy obsahujicu mnozinu M. Dalej
budeme oznacovat’ zjednodusene [{a1,...,a;}] =
= [a1,...,a;]. Ak S je konetnd mnozina tak symbol |S]
bude znamenat pocet jej prvkov. Niekedy sa tdto hodnota
oznacuje aj card(S). My vsak s priestovych dévodov tento
symbol pouzivat nebudeme. Z kontextu bude vzdy jasné,
ze ide o mnozinu a teda sa to nebude mylit' s absolitnou
hodnotou ¢isla. Ak a je kladné realne ¢islo tam symbolom
/a budeme oznacovat kladny koren polynému z" — a,
teda hodnotu ktord ma tiez oznecenie a%, pre n € N. Ak
a Tubovolny iny tak {/a bude jeden ale v danom kontexte
pevne dany koren polynému z" — a.

1.1 Zakladné pojmy

Stru¢ne pripomenieme definicie a vlastnosti algebrickych
Struktir ktoré budeme pouzivat.



Usporiadand dvojica (G, o) sa nazyva grupa ak G je
mnozina a o je asociativna binarna operédcia na G, ktora
mé neutrdlny prvok a ku kazdému prvku G existuje in-
verzny prvok. Neutralny prvok zvykneme oznacovat e. Ak
G je grupa bijekcii na nejakej mnozine tak neutralny prvok,
teda identické zobrazenie, oznacujeme id. Ak pouzivame
aditivnu symboliku, teda (G, +), neutrdlny prvok nazy-
vame aj nulovy prvok a ozna¢ujeme ho ako obvykle 0. !

Usporiadant trojicu (R, +,+) na nazyvame komuta-
tivny okruh s jednotkou ak (R, +) je komutativna gru-
pa, operdcia - je asociativna a komutativna na R, mé
neutralny prvok a

a(b+ ¢) = ac+ be

pre vsetky a,b,c € R.
Neutralny prvok operacie - sa v tomto pripade zvykne
oznacovat 1, nazyvame ho aj jednotkovy prvok.
Komutativny okruh s jednotkou R sa nazyvam obor

!Pojem grupy vznikal postupne pri $tidiu mnozin permtécii
koretiov polynémov. V roku 1900 pravdepodobne James de Pierpoint
definoval grupu ako mnozinu s operaciou ktord splfia tri aximomy -
tak ako ju pozname dnes. De Pierpoit pochadzal z USA, narodil sa
v 16. juna 1866 v stare Connecticut. Matematiku studoval v Eurdpe,
v Berline a vo Viedni. Tam aj ziskal doktorat. Neskor posobil v USA
na univerzite Yale. Zomrel 9. decembra 1938.



integrity prave vtedy ked
ab=0<=a=0VvVb=0

pre kazdé a,b € R.

Usporiadané trojica (F,+,-) sa nazyva pole ak je to
komutativny okruh s jednotkou a (F'\ {0}, ) je grupa. V
tomto pripade (F,+) sa nazyva aditivna grupa pola F' a
(F'\ {0},-) sa nazyva multiplikativna grupa pola F.

Okruh polynémov jednej alebo viacerych neurcitych
nad pollom F' je prikladom oboru integrity. Prikladom
pola je napriklad mnozina raciondlnych ¢isel, redlnych ¢isel
a komplexnych cisel.

Hovorime, ze pole F' ma koneénu charakteristiku
prave vtedy ak existuje n € N také, ze

nx1l=14+---4+41=0

kde 1 sa sé¢ita n krat. Najmensie také n sa nazyva charak-
teristikou pola F'. ahko sa ukéaze, ze (n; x 1)(ng x 1) =
nine X 1. Z minimality charakteristiky potom vyplyva

Veta 1. Ak ma pole koneénu charakteristiku tak
jeho charakteristika je prvocislo.

Veta 2. Pole charakteristiky p obsahuje podpole
izomorfné s polfom Z,, kde p je FubovoIné prvoéislo.



Doékaz. Je to podpole {0,1,2x1,...,(p—1)x1}. O
Ak (V,+) je komutativna grupa a F' je pole hovorime,
ze V je vektorovy priestor nad F' ak existuje operécia
- F xV — V ktord splna nasledujice podmienky:
1)1-v=vpreveV,
Y(ab)v=a-(b-v) prev e V,a,beF,
3) (a+b)-v=a-v+b-vpreveV,abeFa
4)a-(v1+ve) =a-vi+a-vg pre a € F,vj,v9 € V.
Prvky mnoziny V budeme nazyvat vektory aj ked
nemusia mat geometricky vyznam. Pre stru¢nost budeme
namiesto a - v pisat iba av. Ak
V1,...,0, € V aai,...,a, € F tak vektor

\)

V=a1V1 + -+ anvn

budeme nazyvat linedrnou kombinaciou vektorov

V1, ..., Upn. Symbolom L(vy,...,v,) budeme oznacovat
mnozinu vSetkych linearnych kombinécii vektorov
Vl,...,Un. Je zrejmé, Ze aj tdto mnozina tvori vektorovy
priestor nad F'. Hovorime tiez, Ze tento priestor je gen-
erovany vektormi vy, ..., v,.

Vektorovy priestor V' sa nazyva koneénorozmerny
ak existuije takd kone¢nd postupnost vi,...,v, € V, Ze
V = L(vi,...,v,). V takomto prip- ade sa postupnost
s najmensim poctom vektorov, ktoré generuja vektorovy
priestor V' nazyva baza tohoto priestoru. Pocet jej prvkov
nazyvame dimenziou V', oznacuje sa ako dimV.



Vektory wvy,...,v, sa nazyvaji linearne nezavislé
prave vtedy, ked plati

avr+ -+ apv, =04=a1=0,...,a, =0. (2)

Veta 3. Ak vektory vi,...,v, st bazou V tak su
linedrne nezavislé.

Dokaz. Ak by v rovnosti (2) platilo napriklad a,, # 0
tak vektor v, by sa dal vyjadrit ako linedrna kombinacia

V1,...,Up—1 & z toho by sme po jednoduchych tpravach
dostali V' = L(v1,...,v,-1) a to je spor s minimalitou
n. O

Veta 4. Ak vektory v1,...,v, si bazou V tak kazdy
vektor z V sa da vyjadrit’ jedinym spoésobom ako
ich linedrna kombinacia.

Rovnako sa d4 dokazat : Ak vy,...,v, vektory tvoria
bidzu V a v = a1v1 + -+ + apv, a a1 # 0 tak aj vek-
tory v,ve,...,v, tvoria bazu V. Pomocou toho faktu sa
dé odvodit

Veta 5. Postupnost’ linedrne nezavislych vektorov
vektorového priestoru dimenzie n neméze obsaho-
vat’ viac ako n prvkov. Ak takato postupnost ma n
prvkov tak tvori bazu daného vektorového priesto-
ru.

10



1.2 Konecné polia

Dolezittu ilohu hraji konecné polia. Medzi ne patria tiez
polia zvyskovych tried modulo prvocislo. Koneéné pole ma
kone¢nu charakteristiku. Ak p je charakteristika daného
pola tak podla vety 2 obsahuje podpole izomorfné s pofom
Z,. Ked si uvedomime, Ze kazdé pole je vektorovy priestor
nad svojim podpolom dostdavame podla vety 4

Veta 6. Koneéné pole ma pF prvkov, kde p je jeho
charakteristika a k£ je vhodné prirodzené ¢islo.

Dokézeme jednu vyznamnu vlastnost’ konecnych poli .
V Doplnkoch sa nachadza definicia pojmu cyklickej grupy,
ktory budeme studovat’ .

Veta 7. Multiplikativna grupa koneéného pofa je
cyklicka.
V dodatkoch je tiez pripomenuty rad prvku v grupe.

Dokaz vety 7 zacneme nasledovnym tvrdenim:

Veta 8. Nech F je koneéné pole a |F|—1 = p{*...pS
je kanonicky rozklad. Potom pre kazdé j =1,...,s
existuje v F'\ {0} prvok radu p?j.

Dokaz. Nech j je pevne dané. Uvazujme mnozinu M
vSetkych prvkov tvaru

[F|—1

a’i’ a € F\ {0}

11



Je zrejmé, ze pre kazdé b € M plati

5

bt =1.
Preto rady prvkov z tejto mnoziny su p§ kde ¢ < «;. Ak by
ani jeden z jej prvkov nemal rad rovny p?j tak pre kazdy
prvok b € M plati

a;—1
Wil = 1.
To znamend, ze pre kazdy prvok a € F'\ {0} plati
|F|—1
a P =1

[F|—1
Teda polyném z *i — 1 by mal |F| — 1 korenov a teda
viac korenov ako je jeho stupen, tym sme dostali spor. [J

Veta 9. Nech G je grupa a a,b € GG su také prvky,
ze ab = ba. Ak rad prvku a je m; a rad prvku b je
mg a (my,mg) = 1 tak rad prvku ab je mima.

Doékaz. Urcite plati
(ab)™™2 = ¢

a teda ak m je rdd prvku ab tak m|mimsy. Ukdzeme, Ze to
plati aj opacne. Z definicie m dostavame

ab" =e

12



a teda

e = (ambm)wu — ammlbmm1 — bmml‘

Preto mg|mm; a z podmienky (mq,mg) = 1 dostavame
ma|m. Rovnako sa dokdze mq|m. O

Dékaz vety 7. Nech |F| —1 = p{*...pS. Oznactme
a; prvok radu p?j. Podla vety 9 prvok

a=aj...as

ma rad |F| — 1 a teda generuje celd grupu F'\ {0}. O

2 RozSirenia poli

2.1 Algebrické prvky

Nech F je pole a E je jeho nadpole. Prvok a € E za nazyva
algebricky nad F' prave vtedy ak je korenom nejakého
polynému z F[z]| stupna asponn 1. V takom pripade nor-
movany polyném f(x) € F[x] najnizsicho stupna taky, ze
f(a) = 0 sanazyva minimalny polyném prvku «. Prvok
FE ktory nie je algebricy nad F' sa nazyva transcendentny
nad F. Komplexné ¢isla ktoré su algebrické nad polom
raciondlnych ¢isel sa nazyvaji algebrické ¢isla. Tie ktoré

13



su transcendetné nad polom Q sa nazyvaju transcen-
detné &isla. 2

Veta 10. Ak « je algebricky prvok na pobm F' a f(z)
je jeho minimdlny polyném, tak pre kazdy polyném
g(x) € F[z] plati

9(@) = 0 <= f(z)[g().

Doékaz. Jedna implikdcia je zrejméa na prvy pohlad.
Nech g(a) = 0. Polyném g¢(z) mozeme delit’ so zvyskom a
dostavame

9(x) = f(x)q(z) + r(z)
kde stupen r(x) je mensi ako stupen f(z). Po dosadeni
do poslednej rovnosti dostdvame r(a) = 0. Ak by r(z)
bol nekonstantny polyném dostali by sme spor s minimal-
itou stupna f(x). Teda r(x) je konstantny polyném preto
r(z)=0. O

Veta 11. Ak « je algebricky prvok nad pofom F
tak normovany polyném f(z) € F[z] je minimdalny
polyném « prave vtedy ak f(z) je polyném ire-
ducibilny nad pofom F a f(a) = 0.

20t4zkam transcendentnosti &isel sa venuje velkd Gast vykumu.
Je dokazané, Ze ¢isla  a e su transcendentné. V roku 1934 Theodor
Schneider a Alexander Gelfond dokézali nezdvisle na sebe, ze v
pripade ked a # 0,1 je algebrické ¢éislo a b je iraciondlne ¢islo tak
a® je transcendentné &islo.

14



Dokaz. Ak f(x) = fi(2) fo() a f(a) = 0, tak fi(a) =
0 alebo fa(a) = 0. Teda ak f(z) je miniméalny polyném «
tak z minimality stupna f(x) vyplyva ze obidva polynémy
fi(x), fa(z) nemozu mat stupen mensi ako f(z). Teda
f(x) nemé vlastné delitele a teda je ireducibilny.

Nech f(x) ireducibilny a f(a) = 0. Ak fo(x) je minimé&-
Iny polyném prvku « tak z vety 10 vyplyva, ze fo(z)|f(z).
Preto f(z) = cfo(z), teda aj f(x) je minimalny polyném
prvku a. O

Priklad 1. Minimalny polyném /2 nad polom Q je 22 —2.

2.2 Separabilné polynémy

Polyném patriaci do F[x] sa nazyva separabilny préve
vtedy ak v ziadnom nadpoli nemé nésobné korene.

Priklad 2. Polyném z2 +1 je separabilny. Polyném (z2 4+
1)2 separabilny nie je, pretoze ma v C dvojnasobné korene
i, —1.

Veta 12. Ak ireducibilny polyném z F[x] ma nenu-
lovii formalnu derivaciu tak je separabilny. 3

3Ak a(z) = anz™ + - - - + ao tak symbolom a’(x) oznacujeme tzv.
forméalnu derivéciu polynému a(z) kde

a'(x) = nane” ' 4 4 ar.

15



Dokaz. Ak f(x) € F|z] je ireducibilny polyném a jeho
derivacia je nenulovy polyném tak st nesiudelitelné. Teda
existuju polynémy hi(x), ha(x) € Q[x] také, ze

1= hi(2)f(2) + ha(z) f'(2). (3)
Ak by mal f(x) v nejakom nadpoli ndsobny koren tak

f(@) = (z - a)’fi(x)

a teda

fl@) =2(z — ) fi(z) + (x — o) fi(2).

Ak by sme a dosadili do (3) dostali by sne 1 = 0 a to je
spor. ]

2.3 Rozsirenie pola, Galoisova grupa.

Ak F C FE su polia, hovorime , Zze pole E je rozsirenim
pola F. V takom pripade sa izomorfizmus ¢ : £ — FE
splniajici podmienku ¢(a) = a pre kazdé a € F nazyva
F -automorfizmus polPa F. Mnozinu vSetkych F' - au-
tomorfizmov budeme oznacovat G(E : F). Je zrejmé ze

Ako vidime ide o rozsirenie derivécie tak ako ju pozndme z diferen-
cialneho poc¢tu na polynémy nad Fubovolym polom. Upravami sa d&
preverit’, Zze sicet a sucin sa derivuje standartnym sposobom.

16



tato mnozina tvori grupu vzhfadom na operéciu skladania
zobrazeni . Budeme ju nazyvat Galoisova grupa pola
FE nad polom F'. Isty vyznam tohto pojmu pre Stidium
koreniov polynémov je vidiet z nasledujiceho jednoduch-
ého faktu:

Veta 13. Nech f(z) € Flz] a ¢ € G(E : F). Potom
pre kazdé b € E plati

f(0) =0 < f(p(b)).
Dékaz. Ak f(z) = apa™+---+ap tak pre b € E mame
p(f(b)) = planb” +--- +ao) =

= @(an)p(b") + -+ + p(ao) = ane(b") + - - + a

fp(0))-

Pretoze ¢(f(b)) = 0 prave vtedy ked f(b) = 0 dostaveme
tvrdenie. O

Priklad 3. Ak uvazujeme R pole redlnych ¢isel a jeho nad-
pole C komplexnych ¢&isel, tak veI'mi zndmym prikladom R
automorfizmu je zobrazenie z — Z, komplexnému cislu sa
priradi komplexne zdruzené. Aky bude minimalny poly-
ném ¢isla 1 4+ 2¢ nad R? Koreniom takého polynému musi
byt aj 1 — 2i a teda to je polyném

(x — (14 2i))(z — (1 — 2i)) = 2> — 22 +5.

17



Priklad 4. Uvazujme pole Q(v/2). Ak ¢ € G(Q \ﬂ2) Q)

tak @(a + bv/2) = a + bp(V/2). Je zrejme, 7e ( (V2))? =
¢(2) = 2. Teda p(v/2) = £/2. Teda grupa G(Q(/(2) : Q)
obsahuje iba dva prvky ¢o = id a 1 kde p1(a+v2) = a—
bv/2. 7 toho vidiet, ze tito grupa je izomorfna s aditivnou
grupou Zs.

Hovorime, Ze pole E je kone¢né rozsirenie pola F' prave
vtedy ked E je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad
F.V tomto pripade dimenziu F nad F' oznacujeme [E : F]
a tato hodnota sa nazyva stupen rozsienia FE nad F'.

Ak a € E, tak symbolom F(«) budeme oznaovat na-
jmensie podpole pola FE, ktoré obsahuje F' aj a. Je to
teda mnozina, ktord obsahuje prave vsetky suciny, sucty,
podiely s nenulovym menovatelom prvkov mnoziny F' U

{a}. Hovorime tiez, z k polu F' sme adjungovali prvok «.
Ak 8 € E tak oznacujeme F(a)(8) := F(a, ).

Priklad 5. Pole Q(v/2, \/ﬁ) obsahuje prvok v/34++/2. Teda,
@(\/3 + \/5) - Q(\/§7 \@) Pole Q(\/§ + \/5) obsahuje aj
\/?:41— 7= V3 — /2. Séitania odéftanim dostévame
V3,v2 € Q(v3+V2). To znamena Q(v/3,v2) € Q(v3+
V2). Teda Q(v3 + v2) = Q(v3,V?2).

Priklad 6. Ak uvazujeme galoisovu grupu G(Q(v/2,/3) :
Q) tak vidime, Ze pre kazdy jej prvok ¢ plati (¢(v/2))? =
2, (p(V/3))? = 3. Této grupa ma preto styri prvky o = id,

18



o1, kde ©1(v2) = =v2 01(V3) = V3, 2, kde ©2(v2) =
V2 p2(V3) = —V3 a 3, kde p3(v2) = —V2 p3(V3) =

—/3. Teda tato grupa je izomorfnd s Zs x Zs.

Priklad 7. Mozeme sa opytat aky bude minimélny poly-
ném &isla /24 1/3 z predoslého prikladu. Korefiom tohoto
polyfiomu musia byt vietky hodnoty ¢;(v2 + v/3),j =
0,1,2,3. Dostavame takto, ze je to polyném

(0 - (VE+ V)@ - (V2= V3))
(&= (V24 V)@~ (-VE-V3) =

=2~ 1022 + 1.

Polyném ktory ma Styri korene musi byt aspon stvrtého
stupna. Z toho vyplyva, ze dany polyném je minimalny
polyném prvku v/2 + /3.

Veta 14. Nech f(x) € F[z] je ireducibilny polyném
stupna m > 1 a a € E je jeho koren.

i) Prvky 1,q,...,a™ ! st linedrne nezavisé nad po-
Pom F.

ii) F(«) je vektorovy priestor nad F' s bazou
Loa,...,am L,

iii) V takom pripade plati [F(«a) : F] = m.

Dokaz. Polyném f(x) je minimalnym polynémom pr-
vku «a preto tento prvok nemoze byt korefiom polynému
nizsieho stupnia. Z toho vyplyva i).
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Ozna¢me V vektorovy priestor generovany prvkami
L,a,...,a™ ! nad polom F. Je zrejmé ze V C F(a). Na
to aby sme dokézali opa¢nu inklaziu stac¢i dokazat , ze V' je
pole, teda ze s kazdymi dvomi prvkami obsahuje ich siéin
a s kazdym nenulovym prvkom osahuje aj jeho inverzny
prvok. Ak a,b € V tak a = g1(a),b = g2(«) pre nejaké
01(2), 92(x) € F(z). Potom gy(x)g>(z) = a(z)f(z) + r(z)
kde g(x),r(z) € F[x] a stupen r(z) je mensi ako m. Preto
ab=r(a) € V. Ak a # 0 tak g;(x) je nenulovy polyném.
Z ireducibility vyplyva ze f(x) a g1(x) st nesidelitelné
polynémy a teda existuji polynémy gs(z), g4(x), g5(z) ta-
ké ze stupen gs(x) je mensi ako m a

1=g1(z)g3(x) + ga(z) f(x),

a teda ags(a) = 1.
Bod iii) vyplyva automaticky z toho ze F(a) ma m
prvkovi bazu. O]

Priklad 8. Polyném z® — 2 je ireducibilny nad Q. Preto
[@(V2): Q] =3,

Priklad 9. Aké je galoisova grupa G(Q(v/2) : Q)? Nech
¢ € G(Q(V2) : Q). Potom ¢(a + bv/2 + ¢(V/2)?) = a +
bo(V/2) + c(p(¥/2)?). Prvok o(¥/2) patri do pola Q(+/2).
Polyném 3 — 2 mé dva korene komplexné a jeden redlny.
Toto pole obsahuje iba ten redlny a teda p(v/2) = V/2.
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Preto grupa G(Q(+¥/2) : Q) m4 jediny prvok a to identické
zobrazenie.
Priklad 10. Cislo
1
(V2)2+V2+1

je prvkom pola Q(+/2). Mézeme ho upravit tak aby odmo-
cniny neboli v menovateli. Vyjadrime ho v tvare

1
(V22 +V2+1

a po vyndsobeni dostaneme linedrne rovnice pre A, B, C.
Tato dprava sa nazyva usmernovanie zlomkov.

= A(V2)*+BV2+C

Veta 15. Ak E je konecné rozsirenia pola F' a H je
koneéné rozsirenie pola E tak H je konecné rozsire-
nie pola F' a plati

[H:F)=[H:E]-[E:F].

Dékaz. Ak prvky ai,...,a; tvoria bdzu E nad F a
B1, ..., B tvoria bazu H nad E tak prvky

a1, .., 01 Bk, 01, .., 2B, ...

tvoria bazu H nad F. O
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Priklad 11. Podla prikladu 8 vidime, ze v2 ¢ Q(v/2)
lebo v takom pripade by Q(v2) C Q(v/2) a teda 3 =
Q($3) : Q] = [Q(¢2) : Q)] - [Q(V2) : Q] to je spor
pretoze [Q(v/2) : Q] = 2 a 2 nie je delitefom 3.

Priklad 12. Je zrejmé, ze v/3 ¢ Q(+/2). Teda polyném

22 — 3 je ireducibilny nad Q(v/2). Teda [Q(v/2,/3) : Q] =
4.

Priklad 13. Ukézeme, ze V5 ¢ Q(v/2,/3). V opa¢nom
pripade by v5 = A + BV3 kde A, B € Q(v2) , teda
5 = A% 4+ 3B? 4+ 2AB+/3. Je zrejmé, ze A # 0,B # 0.
Preto v/3 € Q(v/2) - spor. Teda [Q(v/2,v/3,v/5) : Q] = 8.
Podobne ako v priklade 6 sa da dokazat, ze galoisova grupa
G(Q(v2,v3,v/5) : Q) je izomorfna s Zy x Zo X Zs.

Matematickou indukciou sa da dokazat , ze pre rozne
prvocisla p, ...,
i plati :

QBT - v/PE) 1 @ = 2. (4)

Priklad 14. Moze patrit koreii polynému 23 + = + 1 do

pola Q(v2,+/3) ?
7 dokazu vety 15 hned dostévame:

Veta 16. Ak F je pole a «a1,...,a, sa prvky alge-
brické nad F, tak kazdy prvok pola F(ay,...,a,) sa
da vyjadrit’ v tvare r(ay,...,qa,) kde r(z1,...,x,) je
polyném n neurcitych nad F.
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Veta 17. Ak F C E st polia tak mnozina vSetkych
prvkov E, ktoré su algebrické nad F tvori pole.

Doékaz. Ozna¢me symbolom F’ mnozinu vsetkych prv-
kov E, ktoré su algebrické nad F. Ak o € F' tak o € F(«).
Ak o # 0 tak L € F(a). Ale F(a) konetno rozmerny
vektorovy priestor nad F' a teda musi existovat n € N
také, ze prvky 1, é, e (é)” st linedrne z4vislé. Teda é
je korenom polynému z F[z] preto é € F'. Podobne ak
B € F' tak a+8, a8 € F(a, ) ¢o je tiez koneéno rozmerny
vektorovy priestor nad F' a teda z rovnakych dovodov o+
B,a-p e F. O

Adjunkcia algebrickych prvkov k nejakému polu sa da
tiez predstavit ako pridavanie abstraktnych symbolov a
pravidlla pre ich nasobenie. Pri odmocninach su tie pravi-
dlé& jednoduché, pri korenoch niektorych polynémov mézu
byt komplikovanejsie.

Priklad 15. Nech «; je korefiom polynému 23 +z+1 a as
je korefiom polynému 22 + x + 1. Ako by sme zjednodusili
(afag +1)2 7

Veta 18. Ak F C E, E,F su polia, tak mnozina
vSetkych prvkov E, ktoré su algebrické nad F' tvori
pole.

Dokaz. Ak «a, st algebrické nad F' tak [F(a,pf) :
F] < oo. Polozme m = [F(a,p) : F], Prvky a + 8,a0
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patria do F'(a, B) a preto postupnosti (a+ 8)", (af8)",n =
0,1,2,... nem6zu obsahovat viac ako m prvkov ktoré su
linearne nezavislé nad F. Z toho vyplyva, ze obidvaa ti-
eto prvky su koreniom nejakého polynému nad F', ktorého
stupenn neprevysuje m + 1. To isté plati aj pre i ak a #
0. O

Priklad 16. Dahko sa da ukazat, ze ak a # 0 je korefiom
polynému apz™ + --- + ap tak % je koreniom polynému
apx™ + -+ an.

Veta 19. Ak ag,...,a, su algebrické prvky nad po-
fom F' a « je korenom polynému a,z" + - - -+ ag tak
ak « je algebricky nad polom F.

Doékaz. Za tychto predpokladov je « algebricky prvok
nad polom F'(ay,...,ay,). To znamend, ze
[F(ag,...,an,a): F(ag,...,ay)] < oo. Je zrejmé, ze
[F(ag,...,an): F] < oo ateda aj [F(ag,...,an,a): F] <
oo. Pretoze F(a) C F(ag,...,an,a) dostavame [F(a) :
F] < 0. O

2.4 Hlavna veta algebry

Problém existencie koreniov polynémov nad polom racio-
néalnych, redlnych a komplexnych ¢isel tiplne riesi Hlavna
veta algebry:
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Veta 20. Kazdy polyném s komplexnymi koeficien-
tami stupna aspon 1 ma komplexny korei.

Na dokaz pouzijeme nasledujicu lemu:

Lema 1. Ak f(z) je polyném s komplexnymi koefi-
cientami tak mnozina

M = {|f(z);z € C}
obsahuje minimum.

Dokaz. Ak polyném f(z) je konstantny tak tvrdenie je
zrejmé. Nech stupen tohoto polynému ja aspon 1. Polozme

m = inf M.
7 definicie infima dostdvame, Ze pre kazdé k € N existuje
komplexné ¢islo zj, takém, ze
1
m < | f(z)] sm+

Teda

lim |f(z)] = m. (5)

k—o00

Ak n je stupen f(x) tak tento polyném sa dé pre x # 0
vyjadrit v tvare

+ ..

f(:z:):x"(an+ . -

Gty 90)
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Preto ak by postupnost’ {z;} bola neohrani¢end pre nejaku
jej podpostupnost’ {z,} by platilo

lim | f(zg,)| = oo
j—o0

a to je spor s (5). Teda {zx} je ohrani¢end postupnost a
preto obsahuje konvergentni podpostupnost 4 {z0,}. Ak
w = lim,_,o 2¢, tak podla (5) dostdvame

m = [f(w)].

O

Dokaz vety 20. Nech f(x) je polyném s komplexnymi

koeficientami stupna n > 1. Polozme rovnako ako v dokaze
predchadzajicej lemy

m =min{|f(z)[;z € C} = f(w).

Staci dokazat m = 0.
Polyném f(w + t) premennej t je tiez stupna n. Nech

f(w+t):ant”+---+a1t+ao.

4Tento fakt je désledkom rovnakej vlastnosti realnych &fsel. Pole
realnych ¢isel je zostrojené tak aby kazda jeho ohrani¢ena neprazdna
podmozina mala supremum a infimum. Z toho po istych 'uvahdch
vyplyva, ze kazdd ohranitend postupnost obsahuje konvergentni
podpostupnost’.
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Je zrejmé ap = f(w). Predpokladajme, ze ag # 0. Polyném
f(w 4+ t) potom moézeme vyjadrit v tvare

fw+1) :a0<a—”t”+--~+ﬂt+1).
ao agp
Ozna¢me r = min{j > 1;a; # 0}. Potom
flw+1t) = ao(a—nt"+~--+ Oradyrdt g Sryr 1).
agn an an

Ak definujeme

dostavame vyjadrenie

fw+1t)=ao (trg(t) + Z—gtr + 1)

a
lim g(¢) = 0. (6)
t—0

Nech T je také komplexné ¢islo, ze T" = —Z—?. Potom pre

kazdé o plati

Flw+6T) = a()( 50Ty — 8"+ 1).

r

Pre § > 0 to znamen§

[F(w+81)] < Jaol (5"

Z—Sg(dT)‘ Fl—6m 1|).
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Podla (6) existuje 6 € (0,1) také, ze [(2g(6T)] < 1. V
tomto pripade dostavame

|[f (w4 6T)| < lao|(6" — 6" +1) = |aol,

to je spor s minimalitou m = |ag]. O
5

7 hlavnej vety algebry bezprostredne vyplyva:

Veta 21. Kazdé algebrické rozsirenie pola Q je pod-
pole pofa komplexnych cisel.

Priklad 17. Pomocou Hlavnej vety algebry sa da dokazt,
ze polyndémy ireducibilné nad polom redlnych ¢isel su iba
linearn a kvadratické so zdpornym diskriminantom.

5 Ako autori tohoto dékazu st uvddzani Jean le Rond d’Alembert
(1717 -1783) a Johann Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855).
d’Alemebert bol francuzsky filozof, matematik, fyzik a astroném
a predovsetkym pokrokovy myslitel. Napisal dvod encyklopédie, v
ktorom sa zamyslal nad vznikom vied a vyznamom technického
pokroku. Zil v Parizi. Zastdval nizor nezivislosti tela a ducha.
Gauss patri k zakladatekkym osobnostiam modernej matematiky.
Jeho prinos je tak obsiahly, Ze nie je tu dostatok miesta ho popisovat'.
Bol genialne dieta. Pochadzal z rodiny remeselnika. Miestny kurfirst
(nieco ako knieza) sa o nom dozvedel a udelil mu $tipendium, ktoré
mu umoznilo studovat.
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2.5 Algebricky uzaver pola

Pole E sa nazyva algebricky uzavreté prave vtedy ked
pre kazdy polyném f(z) € El[z| stupia aspon 1 existuje
a € E také, ze f(a) = 0. Pole F' O F sa nazyva algebricky
uzaver pola F prave vtedy ked je algebricky uzavreté a
kazdy jeho prvok je algebricky nad F'.

Na dokaz toho, ze pole komplexnych ¢isel ja algebricky
uzavreté teda vety 20, sme pouzili vlastnosti usporiada-
nia realnych ¢isel, konkrétne vetu o infime a skutonost, ze
kazdé hrani¢end postupnost redlnych ¢isel obsahuje kon-
vergenti podpostupnost. Vo vSeobecnosti pole nemusi byt
usporiadané tak aby dané usporiadanie suviselo s ope-
raciami ako to pozndme u pola redlnych ¢isel. Staci uvazit
napriklad polia zvyskovych tried.

V tejto casti dokdzeme, ze ku kazdému polu existuje
algebricky uzaver.

Veta 22. Nech R je komutativny okruh s 1 a J C
R je ideal. J je maximalny ideal prave vtedy ked
faktorovy okruh R/J je pole.

Dokaz. Nech J je maximélny ideal a a + J € R/J je
nenulovy prvok. Potom a ¢ J a teda J + (a) = R. To
znamena, ze pre vhodné b € R plati ab+c =1 kde c € J.
Preto (a+ J)(b+J) =1+ J. Inymi slovami k prvku a+ J
existuje inverzny prvok.
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Nech R/J je pole. Ak J’ je vlastny nadidedl J tak exis-
tuje a; € J' take, ze a; € J. Teda ay +.J je nenulovy prvok
R/J. Podla predpokladu inverzny. Nech (a1 +J) (b1 +J) =
1+ J. Potomajby —1 € Jatedale J.

O

Veta 23. Nech F je pole a p(z) je polyném stupna
aspon 1 ireducibilny nad F. Potom hlavny ideal
(p(z)) je maximdlny.

Doékaz. Ak I O (p(z)) je vlastny nadidedl tak exis-
tuje polyném h(x) € I, ktory nie je delitelny p(x). Z ire-
ducibilty p(x) dostavame, ze h(z) a p(x) si nestudelitelné
a teda pre vhodné polynémy f(z) a g(x) plati

1= f(z)p(z) + g(z)h(x.)

Preto 1 € I. Z toho vyplyva, ze idedl I obsahuje vSetky
nasobky 1 a teda cely okruh Fz]. O

Priklad 18. Inverzny prvok k 2z + 1 + (2% + 2) v poli
Zs[r] /(2% + 2) mozeme najst v tvare ax + b + (22 + 2).

Pretoze kazdy polyném stupnia aspon 1 je delitelny
nejakym ireducibilnym polynémom dostaveme bezprostre-
dne z predoslej vety

Veta 24. Kazdy polyném nad nejakym pofom stup-
na aspon 1 ma koren v nejakom koneénom rozsireni
daného pora.
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Priklad 19. Ked uvazujeme polyném z2 + = + 1 nad Zs
tak tento m4 korett v nadpoli Zs[z]/(z? + x + 1).

Priklad 20. Pole komplexnych ¢isel je vlastne pole
R[z]/(z? + 1). Triedu = + (2% + 1) tradi¢ne oznacujeme i.
Triedy a + (22 + 1) oznaéujeme jednoducho a pre redlne
¢islo a.

Dalej vyuzijeme pri tom nasledejice tvrdenie zndme
pod nazvom Krullova veta: 6

Veta 25. Nech R je komutativny okruh s 1. Ak I C
R je netrivialny ideal tak existuje maximalny ideal
J taky, ze I C J.

Dokaz. Vetu dokazeme za predpokladu, ze okruh R
je spocitatelny. Ak mnozina R \ I je kone¢na okruh tak
systém nadidealov I je konetny a tvrdenie je teda jasné.
Nech mnozina R\ I je nekonetnd spocitatelna. Oznacme

R\I={ry,neN}.

Definujme postupnost idedlov: I = I a I,11 = I, + (ry)
ak 1 & I,+(rp) a I,41 = I, v opa¢nom pripade. Je zrejmé,

SWolfgang Krull, 26. augusta 1899 — 12. april 1971, bol ne-
mecky matematik, ktorého préca priniesla zasadné vysledky v teérii
okruhov. Specialny typ okruhov nesie na jeho pocest ndzov Krullove
okruhy.
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ze I, C In41,n € N. Preto mnozina

0
n=0

je idedl a 1 ¢ J. Nech J’ je vlastny nadideal J. Potom
existuje r € J' také, ze r € J. Potom r & I. Teda existuje
k € N také ze r = 1. Ale r, & Ixyq teda 1 € Iy + (r). Je
zrejmé, ze I + (r) C J' a teda 1 € J' preto J' = R. O

Pre I'ubovolny komutativny okruh s 1 vyplyva Krullova
veta z tzv. Zornovej lemy. Je to tvrdenie ekvivalentné Ax-
iome vyberu.

Zornova lema: Nech (M, <) je taka ¢iato¢ne us-
poriadana mnozina, ze kazda jej linearne upori-
adana podmozina je zhora ohranicena. Potom pre
kazdy prvok a € M existuje maximalny prvok m &€
M taky, ze a < m.

7

Nech M je mnozina vSetkych vlastnych idedlov okruhu
R usporiadand mnozinovou inkliziou a obsahuje aspoin
jeden ideal I. Ak H C M je jej linedrne usporiadana
podmnozina tak aj UH je vlastny idedl a teda UH € M.
Vyplyva to z toho, ze ziaden prvok H neobsahuje 1 a teda

O tom ako stvisi Zornova lema s axiomami tedrie mnozin,
konkrétne s Axiomou vyberu, ktord je Tahko predstaviteInd a in-
tuitivne prijatelnd je pojednané v Doplnkoch.
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ani zjednotenie H neobsahuje 1. Preto podla Zornovej lemy
I je podidedlom nejakého maximalneho idedlu J.

Veta 26. Ku kazdému polu F existuje algebricky
uzavreté pole F také, ze I' C F.

Dékaz. Uvazujme okruh polynémov F[z]. Priradme
kazdému polynému f(z) € F[x] neuréiti, ktori oznacime
xf. Nech R = Flzy; f(x) € F[z]] je okruh polynémov nad
F' s neurcitymi z; f(x) € F[z]. Oznacme

I=({f(zy), f(z) € Flz]})

idedl okruhu R generovany vsetkymi f(z), kde stupei
f(x) je aspon 1. Ukdzeme, ze tento idedl je netrivialny.
Ak by I = R tak 1 € I a teda pre nejaké polyndémy
p1,--.,Pr € R by platilo

L=pifi(xg) + -+ pefe(ey,)

Podla vety 24 ma kazdy polyném stupna aspon 1 koren v
nejakom nadpoli, existovali by prvky aq, ..., ax z nejakého
nadpola F' taé, ze fi(a;) = 0,1 =1,...,k. Potom by sme
dostali

L=pifi(ar) + -+ pefe(ar) =0

a to je spor. Z vety 25 vyplyva, zZe existuje maximalny idedl
J C R taky, ze I C J. Faktorovy okruh F; = R/J je pole.
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Trieda z ¢ + J je korefiom polynému f(x) € F|z] ak tento
je stupna aspon jedna. Preto kazdy polyném z F'[z] stupna
aspon jedna mé koren v Fi.

Podobne k polu F} mézeme zostrojit nadpole Fh také,
ze kazdy polyném z Fj[z]| stupna aspon 1 md koren v
F5. Teda matematickou indukciou dos- tavame postupnost
poli

F=IKhcCch C...Fj CFj+1 C ...

takd, ze kazdy polyném stupna aspon jedna z Fj[xz] ma
koreit v Fjy1, j = 0,1,2,.... Je zrejmé, ze B = ;2 F}
je pole® . Ak f(x) € E[z] tak koeficienty tohoto polynému
patria do jednotlivych poli Fj. Teda pre vhodné k plati
f(x) € Fglz]. Preto ak je tento polyném stupna aspon 1
ma korenn v Fj;1 a teda v E. ]

Veta 27. Nech F je pole a £ D F je algebricky
uzavreté pole. Nech F C E je pole vietkych prvkov
F ktoré su algebrické nad F. Potom F je algebricky
uzavreté pole.

Dékaz. Predpokladajme, ze f(x) € F[z]. Tento poly-
ném ma nejaky koren a € E. V takom pripade prvok « je

8To, ze E je pole vyplyva z toho, ze ak z,y € E tak existuji
prirodzené ¢isla n; < no také, ze x € F,,,y € F,,. Urcite Fy,, C F,,
a teda z,y € Fp, potom z +y,x —y € Fy, C E a podobne ak y # 0
tak 5 c L.
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algebricy nad F a podla vety je teda algebricky aj nad F.
Preto a € F. O

2.6 Jednoduché rozsirenie

Veta 28. Nech F C C je pole a «,( su algebrické
prvky nad F. Ozna¢me fi(z) minimalny polyném
prvku a nad F a fs(x) minimédlny polyném prvku
8 nad F. Dalej nech o = ay,...,aq, si vietky ko-
rene polynému fi(z) v nadpoliach F a tak isto § =
Bi,...,0Bn st vietky korene polynému f>(x) v nad-
poliach F'. Polozme

vy=a+ts
kde t € F' je taky prvok aby

v —tBi # aj (7)
prei=2....,m,j=2,...,n. Potom F(a,f) = F(v).

Doékaz. Je zrejmé, ze v € F(o,B) a teda F(vy) C
F(a, B). Preto sta¢i dokdzat opaéni inkliziu. Na to zase
staci dokédzat', ze 8 € F'(y) lebo v tom pripade o = y—tf €

(7).
Definujme polyném

hz) = fi(y —tx) € F(y)[z].
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Vidime hned, ze
h(B) = fi(a) = 0.

Podla (7) polynémy h(z) a fo(x) nemajui ine spoloéné ko-
rene. Nech ¢g(z) je minimélny polyném prvku 8 nad polom
F(v). V takom pripade g(z) je delitefom polynémov h(z),
fa(x) pretoze oba maji koren . Z toho vidime, ze g(x)
musi byt linearny. V opac¢nom pripade by mal v nejakom
nadpoli viac korenov a teda h(z), fo(x) by mali aspon dva
spolocné korene, co je spor s predoslym. Z linearity g(z)
vyplyva 5 € F(7v). O

Priklad 21. Plati napriklad Q(v/2, v/2) = Q(+v/2 + v/2).

Ak E = F(v) tak prvok v sa nazyva primitivny pr-
vok a F sa nazyva jednoduché rozsirenie pola F'.

Ak F je nekonectné pole tak existuje nekonecne vela
prvkov ¢ ktoré spliaji (7) a teda plati

Veta 29. Kazdé konecné rozsirenie nekone¢ného
pofa F jednoduchym rozsirenim.
2.7 Cyklotomické polynémy

7 vety 2.17 vidime, Ze pri rozsirovani poli hraju istu tlohu
minimdlne polynémy. Odvodime formulu pre mini- méalne
polynémy tzv. odmocnin z 1 v poli komplexnych ¢isel.
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Nech n je prirodzené ¢islo. Polozme

2 .. 27
Wy, = COS — + 281N —.
n n

9 Z Moivreovej vety vyplyva, ze w;, = 1 a teda hodnoty
wp,j = 0,...n — 1 st koretiom polynému z" — 1. Preto
tento polyném sa rozkladé na linedrne ¢initele

n—1

2" —1= H(x—wﬁb) (8)

J=0

Komplexné ¢&isla w%, j =0,...n—1 tvoria vrcholy pravi-
delného n uholnika na jednotkovej kruznici.

Priklad 22. Komplexné ¢islo ws je korenom rovnice

2 —1=0

9V literatire je viac rozsirené iné oznacenie w,. Ak si exponen-
cialnu funkciu rozvinieme do Taylorovho radu a dosadime komplexnu
premennu dostaneme po istych dpravach rovnost
i

e =cosx +isinz.

V nasom pripade to znamena

sy

Wn = €
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a po vydeleni ¢initefom = — 1 dostavame, Ze je korenom
442 4+r+1=0

a z toho si mozeme vyjadrit ws pomocou druhych odmoc-
nin. To ndm okrem iného umozni zostrojit pravidelny pat-
uholnik pomocou pravitka a kruzidla. V pripade inych
n uholnikov je situdcia omnoho komplikovanejsia. Tejto
problematike bude venovand Specialna kapitola.

Ak (j,mn) = 1 tak hodnota w, sa nazyva primitivna
n - t4 odmocnina z 1.

Priklad 23. Da sa dokazat , ze korene rovnice z™ = 1
tvoria grupu vzhladom na nédsobenie, ktora je izomorfna
S (Zn,+) a kazda primitivna n - té odmocnina s 1 je jej
generatorom.

Bude nas zaujimat minimalny polyném ¢isla w,,. Doka-
zeme ze je to polyném

ou(x)=  J[ (@-w).

Jj<n,(n,g)=1

Jednoducho sa da preverit

Sals
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pre kazdy delitel ¢isla n. Z rovnosti (8) preto vyplyva

2 —1= H@d(x). 9)

d|n

Veta 30. Pre kazdé n € N je polyném @, (z) je nor-
movany celoc¢iselnymi koeficientami.

Doékaz. Budeme postupovat indukciou podla n. Je
zrejmé, ze ®1(x) = = — 1. Nech veta plati pre d < n. Z
rovnosti (9) dostdvame

O, (x)=a"—1: H D4(x).

dln,d<n

Vsetky cinitele v deliteli v tejto rovnosti st normované
polynémy s celociselnymi koeficientami , preto aj deltel je
normovany polyném s celo¢iselnymi koeficientami. Teda aj
vysledok hore uvedeného delenia je normovany polyném s
celoCiselnymi koeficientami. O

Stac¢i teda dokazat uz len to, ze tento polyndém je ire-
ducibilny. Okrem iného tam pouzijeme vlastnosti redukcie
celociselného polynému modulo daného prvocisla. Ak p je
pevne dané prvocislo a

f(z) =apz™ +---+ap
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je polyném patriaci Z[z] symbolom f(x) budeme oznaco-
vat jeho redukciu modulo p dant rovnostou

f(z) = (a, mod p)z" +---+ (ap mod p),

teda koeficienty zamenime ich zvyskami po deleni p. A f(x)
uvazujeme ako polyném patriaci do Zy[z]. Je zrejmé , ze
plati

f@)fi(z) = f(z)fi(2) (10)

f(@) + fi(z) = f(z) + fr(2) (11)
pre f(z), fi(z) € Z[a].
Priklad 24. Ak f(z) = 2128 4+ 272* + T2 + 6 a p = 5 tak
f(x) = 2% + 22 + 22 + 1.
Veta 31. Polyném ®,(z) je ireducibilny pre n =
1,2,3,....

Dokaz. Nech ®,,(z) = f(z)g(x) kde f(x) je ireducibil-
ny polyném taky, ze f(w,) = 0. Ak dokdzeme, ze f(x) ma
tie isté korene ako @, (z) veta bude dokdzana. Je zrejmé,
ze

®,(v)=0= D,(v")=0 (12)
pre kazdé komplexné ¢islo v a r € N také ze (r,n) = 1.
Dokazeme rovnaku implikaciu aj pre f(x). Nech f(v) =
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0 a p je prvocislo nesiudelitelné s n. Ak f(vP) # 0 tak
podla (12) méme g(vP) = 0. Teda v je koreniom polynému
g(zP). Z toho vyplyva f(z)|g(zP). Oznacme pre lubovolny
polyném h(z) symbolom h(z) jeho redukciu na polyném
patriaci do Zy[z]. Z Malej fermatovej vety ¥ vyplyva
g(aP) = g(x)P. Preto f(x)|g(z)P. Nech fi(z) je ireducibilny
faktor polynému f(x) v Zy[z]. Preto f1(z)|g(x). Je zrejmé
ze f(x)g(x)|z™ — 1. Polozme m(x) = 2™ — 1. Preto

fi(@)*mi(z) = m(z),

kde mi(z) je nejaky polyném patriaci do Zy[z]. Z tejto
rovnosti vyplyva f;(x)|m(z)’. To je spor lebo z podmienky
(p,n) =1 vyplyva (m(z), m(z)’) = 1. O

Veta 32. Nech F je podpole C a a € F. Pre kazdé
prvoéislo p € N plati , Zze polyném 2P — a je ire-
ducibilny nad F vtedy a len vtedy ak nema v poli
F' koren.

Doékaz. Nech o € C je také komplexné éislo , ze o™ =

10Pierre de Fermat bol sudca a matematik, zil v 17. storoc¢i . Mald
fermatova veta patri do elementdrnej tedrie ¢isel hovori : a”
(mod p), kde a € Z a p je prvocislo. Dejiny matematiky ovplyvnila
tzv. Velka fermatova veta o neexistencii netrivialnych rieseni dio-
fantickej rovnice z" + y"™ = z" pre n > 2. Dokazal ju az John Wiles
v roku 1994.

= a
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a. Potom
p—1

a2’ —a = H(x - w{;a).

j=0
Ak by polyném zP — a bol reducibilny nad polom F' tak

pre nejaké k < p by sa sicin k faktorov z hore uvedeného
rozkladu, ktory ma tvar

k

H(m - wgia) (13)

i=1

by tvoril polyném ktoy ma koeficienty z F'. Ozna¢me kons-
tantny koeficient tohoto polynému c. Z vyrazu (13) dos-
tdvame, ze ¢ = wjf)o/C pre vhodné s € N. Preto

? = (w;ak)p =a".

Ked uvézime, ze p je prvocislo dostavame 1 = (p, k). Preto
pre nejaké celé ¢isla x,y plati 1 = px + ky. To znamend

a=aP*a™ = aP* PV = (a®Y)P.
Preto hodnota a*c? je koreriom polynému xP — a. O

Priklad 25. Podla predoslej vety je polyném x7 — 2 ire-
ducibilny, teda
[Q(V2) : Q] = 7 a teda podobnym argumentom ako v
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Priklade 11 sa d& dokazat, ze v/2 ¢ Q(+/2). Rovnako
moze- me odvodit, Ze ziaden koren 23 —2 nepatri do Q(v/2)
a teda x3 — 2 je ireducibilny aj nad Q(v/2). To znamen4,
Q(V2,92) : QUI2)] = 3. 7 toho vypliva [Q(V2, V2) :
Q] = 21.

Priklad 26. Podobne ako Veta 32 sa d& dokazat :

Nech n € N a F' C C je pole ktoré obsahuje w,. Ak a €
F\ {1} tak polyném z"™ — a je reducibilny nad F préve
vtedy ak existuje d € N,d > 1 také, ze d|n a a € F,
(podla [8]).

Priklad 27. Rovnako sa tiez da dokéazat, ze ak a,n su
také prirodzené ¢isla, ze
o

a:p?l...pj

je kanonicky rozklad a a (ou,...,a;,n) = 1 tak polyném
z" — a je ireducibilny nad Q.

Trochu komplikovanejsia je otdzka, ¢i napriklad v/3
patri do Q(v/2). Neskor ukézeme, Ze nepatri .

2.8 RozSirovane izomorfizmov

Thto ¢ast zacneme prikladmi pre ilustraciu.
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Priklad 28. D4 sa dokazat Ze zobrazenie

v Qlz]/(2* - 2) = Q(V2)

kde
ola+bx+ (22 —2)) = a+bV2

je izmorfizmus.
Priklad 29. Zobrazenie
¢ Q(V2) = QwzV2)
pricom
pla+bV2+c(V2)?) = a + bws V2 + c(ws V2)°
je izomorfizmus.

Nech F1, F; st polia a zobrazenie ¢ : Fy — Fb izomor-
fizmus. M6zeme ho prirodzenym sposobom rozsirit zobraz-
enie medzi okruhmi polynémov ¢ : Fi[z] — Fyz] ak pre
@) =377, ajr? definujeme

P(f)(x) = plaj)’. (14)
j=0

Jednoduchymi vypoctami sa d& preverit, ze toto zobraze-
nie je izomorfizmus.
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Veta 33. Nech g(x) € Fi[z] je ireducibilny polyném
stupna m , « je jeho koren v nejakom nadpoli F; a 3
je korenom polynému ¢(g)(x) nejakom nadpoli F5.
Potom existuje jediny izomorfizmus ¢, : Fi(a) —
Fy(B) taky, ze po(a) = a galr = .

Dokaz. Definujme zobrazenie
Pa : Fi(a) = F2(B)

ValCm_1a™ 1+ o) = lem1) ™ L+ + p(cp).
Je evidentné ze dané zobrazenie je bijekcia a zachovava

sucet. Nech a,b € Fi(o) a a = h(a),b = hi(a) kde h(x),
hi(z) € Fi[z] st polynémy stupiia mensieho ako m. Potom
h(z)hi(z) = g(x)q(z) + ha(z) (15)

kde g(x),hao(x) € Fi[z] a stupen ho[z] je mensi ako m.
Preto
ab = h(a)hi(a) = ha(a).

Teda @q(ab) = @(ha)(). Z rovnosti (15) dostavame

P(h)(x)p(h)(x) = ¢(9)(x)@(q)(x) + ¢(ha) ().

7 toho vyplyva

@(h)(B)¢(h1)(B) = ¢(ha)(B),
¢o znamend o (ab) = vq(a)pa(b). O
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Priklad 30. Nech p je prvocislo. Je zrejmé, ze ®,(z) =
2Pl 4.+ 1. Prej=1,...,p— 1 plati Q(w,) = Q(w{;).
Podla Vety 33 pre tieto j existuje izomorfizmus ¢; dany
rovnostou ¢;(wy) = w{;. Je zrejmé, Ze ¢ 0V = Yjk mod p-
Preto G(Q(wp) : Q) = {pj;7 =1,...,p— 1} a plati , ze
grupa G(Q(wy) : Q) je izomorfnd multiplikativnou grupou
zvyskov modulo p.

Ak f(x) je polyném na polom F a f(z) = a(z —
a1)...(x—ay) kde aq, ..., ay st prvky nejakého nadpola
F, tak pole F(aq,...,a,) sa nazyva rozkladové pole
polynému f(x) nad polom F'. D4 sa povedat ze, z hladiska
inkltzie je to minimélne pole nad ktorym sa dany polyném
rozklada na linedrne ¢initele.

Priklad 31. Pole Q(v/2,—+/2) je rozkladove pole poly-
nému z2 — 2 nad pofom Q. Je jasné na prvy pohlad, ze
toto vznika adjunkciou jediného prvku a to /2 pretoze

Q(v2,-v2) = Q(v2).

Priklad 32. Ak F je rozkladové pole kvadratickeho polyn-
o6mu nad Q a diskriminant tohoto polynému nie je druhou
mocninou racindlneho ¢isla tak G(E : F) je izomorfnd s
aditivnou grupou Zo.

Priklad 33. Pole Q(V/2,w3+v/2, w2+/2) je rozkladové pole
polynému 23 —2 nad polom Q. Aj v tomto pripade plati , ze
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staci adjungovat menej prvkov ako vSetky korene daného
polynému, pretoze Q(+/2, w3 v/2, w3v/2) =

= Q(¥/2,w3+¥/2). Dokonca plati Q(¥/2,ws+/2, wiv/2) =
Q(V2, ws).

Priklad 34. Uvazujme galoisovu grupu G(Q(+/2,ws) :
Q). Ak ¢ je prvok tejto grupy tak o(v/2) = ]\f a
¢(ws) = wk pre nejaké j =0,1,2 a k =1,2.

Podla vety 33 pre kazdé k = 1,2 exisuje izomorfiz-
mus ¢y : Q(ws) — Q(wh), px(ws) = wh ktory ja na Q
identicky. K tomuto izomorfizmu existuje izomorfizmus
ey Qws, V2) — Q(ws, w3 V2) taky, ze ¢p;(V2) =
w} /2 ktory ja na Q(w3) totozny s k. (To, ze uvedené
polia st rovnaké nie je na zévadu.) Preto G(Q(v/2,ws) :
Q) = {p1,0, 91,1, £1,2, 92,0, P21, P22}

Treba poznamenat’, ze rozkladové pole nie je urcené pre

dany polyném uplne jednoznaé¢ne. Napriklad koneéné pole,
ktoré ma p* prvkov, p je prvo- &fslo, je rozkladové pole
polynému ' —x e Zp[z]. Vieme, ze tychto poli moze byt
viac, zavisia od polynému podla ktorého faktorizujeme.
7 nasledujucej vety vyplynie, ze vSetky takéto polia su
izomorfné.
Veta 34. Nech g(z) € Fi[z]. Ak E; je rozkladove pole
g(xz) nad F; a Es je rozkladové pole ¢(f)(x) nad F,
tak existuje izomorfizmus v : £ — FEs taky, Ze pre
a € Fy plati ¢(a) = ¢(a).

47



Doékaz. Pole E; je koneénym rozsirenim pola Fi. To
ndm umoznuje postupovat indukciou podla [E; : Fi]. Ak
[E) : F1] = 1 platnost’ vety je zrejma. Nech m € N. Pre-
dopokladajme, ze veta plati pre vsetky pipady ked [Ej :
F1] < m. Predpokladajme, ze [E; : Fi] = m. Nech ¢1(x)
je ireducibylny faktor g(z) a a nejaky koren g;(x). Potom
F; C Fl(a) C Fq a

[Eq: F1| = [E: : Fi(o)] - [Fi(«a) : Fi)

teda [E] : F1(a)] < m. Korefiu a zodpoveda nejaky koren
polynému

&(g1(z)) ktory moézeme oznacit § € Ea. Podla vety 33 ex-
istuje izmorfizmus ¢, : Fi(a) — F2(B) taky, ze oo (a) = 5.
Podla indukéného predpokladu preto existuje izomorfiz-
mus ¢ : B1 — FEy taky, ze 1(c) = pa(c) pre ¢ € Fi(a) a
teda sa zhoduje s ¢ na Fj. O

Priklad 35. Patri ¢islo /3 do Q(+/2) ? Ukazeme, Ze nie.
Uvazujme izomorfizmus poli ¢ : Q(v/2) — Q(w3v/2),
©(¥/2) = w3/2. Pretoze Q(ws, v/2) rozkladove pole poly-
nému 3 — 2 mézeme predpokladat, Ze existuje izomorfiz-
mus ¢ : Q(ws, V2) — Q(ws, ¥/2) taky, ze 1(a) = p(a),a €
Q(V/2). Ak by v/3 € Q(V/2) tak v/3 € Q(ws, v/2). Potom
(¥(¥/3))? = 3 ateday(V/3) = wé{n’/g pre nejaké j = 0,1, 2.
7 druhej strany predpoklad /3 € Q(3/2) déva

V3=a+bV2+c(V2)%a,b,ceqQ.
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a teda

Y(V3) = a+ bwz V2 + cwi(V2)>.
Teda .

wiv/3 = a + bwsV/2 + cw3(V/2)*

¢o znamena

aw] + w2 + cwi(V2)? = a + bws V2 + cw(V2)?
teda

a(1 — wh) + b(ws — wh) V2 + c(wi — wh)(V2)* = 0.

Polyném 2% — 2 nem4 korein v Q(ws), teda je podla vety
32 ireduciblny nad tymto polom. To znamend, ze prvky
1, (V/2), (¥/2)? st linedrne nezdvisé nad Q(ws). Preto a(1—
w}), b(ws — wy), c(wi — w}) si nulové. Iha jeding z cisel
(1 —wld), (wg — w}), (w3 — w}) je 0 a teda najviac jedno z
racionalnéh &isel a, b, ¢ je rozne od 0. Preto v/3 = r(3/2)?,
pre nejaké r € Q,s =0,1,2 - spor.

Veta 35. Pre kazdé prvocislo p a prirodzené cislo
n existuje konecné pole ktoré ma p" prvkov. Dve
polia s rovnakym poctom prvkov su izomorfné.

Doékaz. Uvazujme pole Z, a jeho algebricky uzaver
A. Uvazujme polyném zP" — z € Z,[z]. Jeho formélna
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. ’ . . , 3 ~ ’
derivécia je rovnd (2P —x)’ = —1. Z tohoto dévodu nem4a
tento polyném nasobné korene a teda ma v A presne p”
korenov. Tito mnozinu ozna¢ima

F={ae Ao =a}.

Pole A mé charakteristiku p a preto pre kazdé o, a1 € A
plati (o + al)pn =aP" + afn. 7 toho vyplyva, ze F' je pole.

Ak Fi a Fy st polia ktoré maju rovnaky pocet prvkov
tak maju p™ prvkov pre nejaké prvocislo p. Z toho vyplyva,
7ze maju charakteristiku p. Teda obe polia obsahuji pod-
polia E a Fs ktoré st izomorfné zo Z,. Obe polia F; aj F>
st rozkladovymi polami polynému zP" — x nad E; resp.
FE a preto s podla vety 34 izomorfné. O

Priklad 36. Izomorfizmus z predoslej vety nemusi byt na
prvy pohlad zrejmy. Napriklad polia Zs[z]/(z? +z + 1) a
Zs|x]/(2? + 2) st rozkladové polia polynému 22° — x nad
Zs ale néasobenie je v kazdom iné. Je to tym, Ze prvom
poli sa nasobf modulo polyném 2 + x + 1 teda (z + (22 +
r+ 1))+ @2 +2+1) =do+4+ (@2 +2+1).V
druhom poli sa nasobi modulo polyném z? + 2 a preto
plati (z + (2% + 2))(z + (22 + 2)) = 3 + (22 + 2). Teda
zobrazenie az + b + (22 + z + 1) — ax + b+ (2% + 2) nie
je izomorfizmus.

Priklad 37. Ak F' je kone¢né nadpole Z, kde p je prvo-
¢islo, tak je ho multiplikativna grupa je cyklickd. Nech « je
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jej generator tak F' = Zy(«). Ak |F| = p" tak minimélny
polyném « nad Z, ja n - tého stupnia. Okrem iného teda
plati ,ze pre kazdé n existuje ireducibilny polyném stupna
n nad Z,.

Veta 36. Nech F je pole a f(x) € F|x| je separabilny
polyném. Ak E je rozkladove pole polynému f(z)
nad F tak

|G(E: F)|=[E:F).

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla [E : F.
Veta urcite plati ak [F : F] = 1. Nech n € Nyn > 1
a predpokladajme, ze veta plati vzdy ked [E : F| < n.
Budeme studovat pripad [E : F] = n. Z podmienky n >
1 vyplyva ze f(z) = p(z)q(x) kde p(z) je ireducibliny
polyném stupiia d > 1. Tento polyném ma presne d kore-
nov aq, ... aq ktoré patria do E pretoze E obsahuje vSetky
korene f(x). Teda E obsahuje podpolia F'(«;),i =1,...,d.
Uvazujme podgrupu G(E : F(a1)) C G(E : F') Podla in-
dukéného predpokladu plati

|G(E: F(an))|=[E: Fla1)] = =. (16)

aul3

Budeme teraz zistovat ako sa grupa G(E : F') d& rozlozit
na triedy podla podgrupy G(E : F(aq)). Pole F(a1) je
izomorfné z kazdym z poli F(a;), i = 1,...d. Kazdy z
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tychto izomorfizmov sa da rozsirit na izomorfizmus ¢; €
G(E : F) taky ze ¢i(a1) = a;,i = 1,...,d.

Grupa G(E : F(a)) obsahuje prave tie automorfizmy,
ktoré zobrazuji prvky F'(«q) na seba. Kazdy prvok F(aq)
je polynomicky vyraz obsahujuci len «; a koeficienty z F'.
Pretoze kazdy automorfizmus z G(E : F) zachovéava prvky
F tak bude zachovévat prvky F(a;) prave vtedy ked bude
zachovavat . To znamend

peGE:Flay)) < ¢(ar) = a;. (17)

Ak ¢ € G(E : F) tak ¥(aq) je tiez korenom polynému
p(z) (preco?) a teda 1(a1) = «; pre nejaké i = 1,...,d.
V takom pripade mame (o~ !)(e1) = ¥~ (pi(e1)) =
Y~ Hay) = ay. Podla (17) dostavame ze ;101 je prvkom
G(E : F(aq)) a teda ¢ € p;G(E : F(aq)). Teda kazdy
automorfizmus ktory patri do G(E : F') patri do nejakej
triedy ¢, G(E : F(a1)). Dostavame takto rozklad
G(E : F) = ngG(E : F(al)) U---u (pdG(E : F(Oq)).

Je zrejmé ze tento rozklad je disjunktny a teda podla in-
dukéného predpoklado a (16) plati

IG(E : F)| = d|G(E : Flay))| = d% =n.
O

Priklad 38. Pole Q(+/2) nie je rozkladové pole polynému
a grupa G(Q(v/2) je trivialna.
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2.9 Galoisova grupa polynému

Nech f(x) je separabilny polyném na polfom F a
F(aq,...,ay) je jeho rozkladové pole. Grupu
G(F(ai,...,ap) : F) budeme nazyvat Galoisovou gru-
pou polynému f(z) nad polom F alebo aj Galoisova
grupa rovnice f(z) = 0.

Priklad 39. Polyném X* + 1 sa rozklad4
Xt 1=+ V24 1)(2? V2 +1).

Teda jeho rozkladové pole je Q(v/2,7). Galoisova grupa
tohoto polynému je izomorfnd s Zo X Zso.

Priklad 40. D4 sa dokézat, ze Galoisova grupa polynému
z? + 2 mé osem prvkov a je izomorfnd s grupou symetrif
Stvorca.

Priklad 41. Uvazujme galoisovu grupu binomickej rov-
nice 2P — 2 = 0, kde p > 2 je prvocislo. Rozkladové pole
tejto rovnice je Q(w,, ¥/2). Vieme, ze [Q(wp, ¥/2) : Q] =
p(p — 1). Ak G je galoisova grupa tejto rovnice tak vety
36 vyplyva, ze |G| = p(p — 1). Ak ¢ € G tak p(w,) =
wg,j =1,...,p—1a p2) = wﬁ{/ﬁ,j =0,...,p— 1.
Takychto automorfizmov je najviac p(p — 1). Teda grupu
G tvoria prave vietky automorfizmy ¢; i kde ¢;x(wp) =
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whej =1 p—lapp(¥2) = wiy2,j=0,....p 1.
Vypocétom, sa dé zistit

Pj.k © Petom = Pj¢ mod p,kl+m mod p-
Tato grupa teda nie je komutativna.

Napriek tomu, ze grupa v predoslom priklade je neko-
mutativna, je to grupa rozsirenia pomocou odmocnin. Nas-
ledujuici vysledok ndm pomoze Studovat Struktiru galoi-
sovych grip pomocou tzv. medzipoli a faktorovych grip.

Veta 37. Nech F je pole, f(z) je separabilny poly-
ném nad F' a F je jeho rozkladové pole. Uvazujme
separabilny polynémg(z) nad E. Ozna¢me FE; jeho
rozkladové pole. Potom

i) G(E: : E) je norméalna podgrupa G(E; : F) a

ii) faktorova grupa G(E; : F))/G(E; : E) je izomorfna
s grupou G(E : F)

Dokaz. Vyuzijeme vetu 92 dokazant v dodatku. Nech
f(x) ma korene a1, ..., a,. Potom E = F(ay,...,a,) teda
ak a € F tak podla vety 16 existuje nejaky polyném
r(z1,...,2n), 2 a = r(ag,...,a,). Ak ¢ € G(E; : F)
tak @(a) = p(r(an,...,an)) = r(elar),...,¢(ay)). Ale
o(aq),...,e(a,) st tiez korene polynému f(x). Preto
¢(a) € E. Tomuto izomorfizmu teda mézeme priradit’ jeho
zizZenie

Y(p) = ¢lp-
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Je zrejmé, ze takto definované zobrazenie ¥ : G(E; : F)) —
G(FE : F) je homorfizmus. Je zrejmé, ze Ker(V) = G(E :
E). Tym sme dokazali i). Kazdy F' automorfizmus z G(E :
F) sa da rozsit na F automorfizmus z G(F; : F). Preto
¥ ja surjektivny homorfizmus. Tvrdenie teda vyplyva z uz
spomenutej vety 92. ]

Priklad 42. Ked sa vratime k prikladu 41, vidime, Ze

G(Q(wp, {'/5) :Q(wp)) ={v1k;k=0,...,p—1}.

Teda tato grupa je cyklickd grupa izomorfnd s aditivnou
grupou (Zy,+). Grupa G(Q(wp) : G) je cyklickd grupa
izomorfnd s multiplikativnou grupou (Zy,-). Podla vety
37 dostaveme

G(Q(wp, ¥2) : Q)/Q(wp, V2) : Qwp)) ~ Z.

Postup z predoslého prikladu sa da jednoducho zovse-
obecnit a dostavame:

Veta 38. Nech F' je podpole pola C a p je prvoéislo.
i) Ak w, nepatri do F galoisova grupa polynému
2P —1 nad F je izomorfna s multiplikativnou grupou
Ly

iil) Ak w, € F a a € F je taky prvok, ze polyném
2P — a nema koren v F' tak galoisova grupa tohoto
polynému je izomorfna s aditivnou grupou Z,.
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Priklad 43. Nech n € N a m € N je neparny delitel
n. Dokazeme, ze ak r € N je také prirodzené c¢islo, zZe
existuje prvocislo p|m také, ze ¢/r je iraciondlne éislo tak
2/ & Q(wy,). Nech to neplati. Tak potom aj ¥/r € Q(wy,).
Je zrejmé, ze w, € Q(wy,) a teda Q(wy, ¥/r) C Q(w,). Ga-
loisova grupa G(Q(wyp, ¢/1) : Q) je nekomutativna. Pole
Q(wp, ¥r) je rozkladové pole polynému zP — r a teda
podla vety 37 G(Q(wp, ¥/r) : Q) je homorfnym obrazom
G(Q(wy,) : Q). Tato grupa je komutativna a to je spor.

2.10 Riesitelnost v radikaloch

Ako sme spominali v tvode existuje formula ktora ob-
sahuje druhé odmocniny a zlomky a vyjadruje vSetky rie-
Senia kvadratickej rovnice. Nieco podobné sa podarilo ob-
javit aj pre rovnice kubické a rovnice stvrtého stupna. To
vedie k nasledujicemu pojmu:

Riesitelnost polynému v radikaloch znamena to isté
ako riesitelnost pomocou odmocnin. ""Hovorfme, zZe poly-
nomickad rovnica f(r) = 0 je rieSitefna v radikdloch
nad polom F' prave vtedy ak rozkladové pole polynému
f(x) na polom F sa dé vyjadrit v tvare F(aq,...,an,)

"yyraz radikdl pochddza pravdepodobne z latinského slova
”radix”, ktoré znamena "koren”. n t4 odmocnina z nejaké prvku a
je koren rovnice " — a = 0. Vo viacerych jazykoch sa slovd koren a
odmocnina nerozli§uju.
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kde F(ai,...,a;41) je rozkladové pole nejakej binomickej
rovnice prvoéiselného stupna nad polom F'(ayq, ..., q;) kde
i=1,...n—1.

Podla vety 16 to vlastne znamena
Veta 39. Separabilny polyném f(z) € F[z] je rieSite-
Iny v radikdloch prave vtedy ak kazdy jeho koren
sa da vyjadrit v tvare r( "/B1,..., "/B,) kde B € F

a Bj = Tj( k{/ﬂl,..., kjﬁ{/ﬁj_l),j =2,...,n kde ’I"j(...)
st polynémy j — 1 premennych a r(...) je vhodny
polyném n premennych nad F.

2.11 RiesteIné grupy

Hovorime, ze nejaka grupa G je rieSitefna prave vtedy ak
existuje konenda postupnost podgrip

G=GyD>G1 D DG, ={e} (18)

taka, ze G;41 je norméalna pogrupa G; a faktorovd grupa
G;/Git1 je komutativna pre i = 0,...,n — 1.

Priklad 44. Kazda konecna komutativna grupa je riesi-
telna.

Priklad 45. Podgrupa rieSitelnej grupy je riesitelna.
Priklad 46. Grupa G(Q(wp, ¥2) : Q) je podla prikladu

42 riesitelna.
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Priklad 47. Grupa Ss je riesitelna.

Priklad 48. Ak G1, G5 su riesitelné grupy, tak aj grupa
G1 x Go je riesitelna.

Veta 40. Ak grupa G je rieSitelna a grupa G; je

jej homomorfny obraz tak G; je rieSitelna

Doékaz. Ak ¥ : G; — G5 surjektivny homorfizmus a
H C G je normdlna podgrupa a G1/H je komutativna
grupa tak aj U(H) je normdlna podgrupa Gy a G/ V(H)
je komutativna grupa. O
Priklad 49. Z predoslej vety vyplyva, ze ak grupa G je
riesitelna a H je jej normalna podgrupa tak aj faktorova
grupa G/H je riesitelna.
Veta 41. Ak f(x) je separabilny polyném nad F a
polynomicka f(x) =0 je riesitelna v radikdloch tak
aj jej galoisova grupa nad pofom F je rieSitelna.

Dokaz. Nech F = F(ay,. .., ay,) rozkladové pole poly-
nému f(x). Polozme Fy = F a F; = F(ay,...,q;),1 =
1,...,n. K postupnosti poli

F=FKCcFC---CF,=F
mozeme uvazovat postupnost grup

GE:F)DGE:F)D> - DGE:F,)=
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= G(E: E) = {id}.

Podla vety 37 dostdvame ze G(FE : F;11) je normélna
podgrupa grupy G(E : F;) a faktorova grupa
G(E : F;)/G(E : Fi;1) je izomorfnd s grupou G(Fit1/F;)
prei=0,...,n—1.7Z vety 38 vyplyva ze grupa G(F;;+1/F;)
je cyklicka a teda komutativna. O

2.12 Grupy permutacii

Kazdému automorfizmu ¢ z galoisovej grupy nejakého sep-
arabilného polynému s korenmi «jq,...,a, mozeme jed-
noznaé¢ne priradit’ permutéciu kore- nov p(ai), ..., (o).
Thito permutdciu mozeme stotoznit’ s permutdciou m, €
S,, kde
To(i) = j <= (i) = a;.

Lahko sa preveri , Ze zobrazenie ¢ — m, je injektivny
homomorfizmus. Teda plati

Veta 42. Grupa G(F(ai,...,ay) : F) je izomorfna s
nejakou podgrupou grupy S,,.

Priklad 50. Galoisova grupa polyném z? — 3 na polom
Q je izomorfna s grupou Ss.

Priklad 51. Galoisova grupa z prikladu 33 ma Sest prv-
kov. Je izomorfna s nejakou podgrupou grupy Ss, a preto
sa tato musi rovnat celej grupe Ss.
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Priklad 52. Polyném (2? — 2)(2? — 3) ma rozkladové
pole Q(v/2,/3). Preto galoisova grupa tohoto polynému
je izomorfnd s grupou

{ 1234 1234 1234 1234 }

1234 )7 \2134)7\1243 )" \2143 /)~
Priklad 53. Rozkladove pole polynému z° — 1 nad polom
Q je Q(ws) jeho galoisova grupa je izomofnd s

{ 1234 1234 1234 1234 }
1234)7\2413)7\3142)7\4321) )"
Vypoctom sa da preverit, ze tato grupa je generovana
napriklad permutéaciou (1234)

Priklad 54. Ak f(z) € Q|z] je ireducibilny separabilny
polyném ktory ma prave dva komplexné korene, tak jeho
galoisova prupa je izomorfna s grupou, ktora okrem inych
prvkov obsahuje aspoinl jednu transpoziciu. Je to permuta-
cia, ktord zodpovedd zobrazeniu z — Z, teda komplexné
¢islo zobrazime do komplexne zdruzeného.

2.13 Cauchyho veta

Stadium grip permutécii ndm ulahéi nasledovné tvrde-
nie, ktoré je zndme ako Cauchyho veta. Ide o jednoduchsi
pripad tzv. Sylowovych viet.
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Veta 43. Ak G je konecna grupa a prvocislo p deli
|G| tak G obsahuje prvok radu p.

Doékaz. Nech M je mnozina vSetkych usporiadanych
p— tic [x1,. .., z,] ktoré spInaji rovnost

kde z; € G,i = 1,...,p a e je neutralny prvok grupy G.
Ak [z1,...,2p] € M tak

-1

xl.....mp_lzxp

a teda aj[zp,x1,...,2p—1] € M. Teda prvky M sa daju
otacat ”do kruhu”. Mézeme preto definovat bijektivne zo-
brazenie T': M — M kde

T([z1,...,xp)) = [xp, 21, ..., Tp_1].

Je zrejmé, ze pre kazdé x € M plati TP(x) = x. Oznacme
pre x € M symbolom j(x) najmensie také j = 1,...,p pre
ktoré T7(x) = x 2. Pomocou delenia so zvyskom sa d4
dokazat ze j(x)|p pre x € M. Preto su len dve moznosti
:7(x) = 1 alebo j(x) = p. Ak oznaéime ((x)) = {T7(x);j =

12T4t0 mnozina sa zvykne nazyvat aj orbita prvku x pri iterdciach
zobrazenia T'
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1,...,p} tak |((x))] = p alebo |((x))| = 1. Tieto mnoziny
su disjunktné a ich zjedontenim je celd mnozina M. Preto

M| = kp+¢ (19)

kde k oznacuje pocet tych ((x)) pre ktoré |((x))| =p a ¢
tych pre ktoré |((x))| = 1. Usporiadand p— tica [e,..., €]
patri do M a teda ¢ > 1. Prvky mnoziny M dostaneme
tak, ze prvych p — 1 zloziek danej p— tice vyberieme z G
a posledny potom vypocitame tak splnal dani rovnost.
Teda |M| = |G|P~!. Preto hodnota |M]| je deliteln4 p. Z
toho vyplyva podla (19), ze p|¢. Potom ale musi byt ¢ > 1.
Teda existuje x # [e,...,e] pre ktoré j(x) = 1. Potom
X = [z,...,z] pre nejaké z € G,z # e a teda zP = e. Teda
prvok x ma rad p. O

Priklad 55. Z predoslej vety vyplyva, ze kazda kone¢nd
komutativna grupa radu p; - - - - pr kde p;,i=1,...,k st
rozne prvocisla je cyklicka.

Priklad 56. Ak G je grupa rddu pq kde ¢ < p. Ak a €
G je prvok radu p tak kazdy prvok rddu p je mocninou
a. Uvazujme a; - nejaky prvok radu p. Mozeme utvorit
triedy [al,a1]al, ... a’f_l[a]. Niektoré z tychto tried musia
byt rovnaké pretoze grupa G' sa rozklada na ¢ tried podla
[a]. Teda pre nejaké i < j < p plat{ at[a] = a][a]. Z toho
vyplyva a{;i € [a]. Pretozze (j —i,p) = 1 po umicneni na
vhodny exponent dostdvame a; € [a].
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Priklad 57. Akp > qgap# 1 (mod q) tak grupa radu pq
je cyklicka. Dokaze sa to pomocou vety 43 a predchadzaju-
ceho prikladu. Nech a je prvok radu p a b je prvok radu q.
Ak dokazeme, ze tieto prvky komutuju tak ab je generator
G. To, ze komutuju je ekvivalentné rovnosti

bab~! = a. (20)

Prvok bab~! je rédu p a teda podla predchiadzajiceho
prikladu bab~! = a" kder € {1,...,p—1}. Potom (bab~!)"
= a"” , teda ba"b~! = a” a to znamend b2ab~2 = a".
Takto postupne dostaneme b™ab~™ = a”", pre m € N.
Ak dosadime m = ¢ dostavame ¢ = o™ a teda r? = 1
(mod p). V pripade k # 1 by sme podla Malej fermatovej
vety dostali g|p — 1 a to je spor. Preto napriklad grupa
ktord mé 15 prvkov je cyklickd. Ale 6 prvkova grupa cyk-
lickd byt nemusi lebo nie je splneny jeden z predpokladov.

2.14 NeriesiteIné grupy

Veta 44. Ak G je podgrupa S, p je prvocislo, a p||G|
tak G obsahuje cyklus dlzky p.

Dokaz. Podla predoslej vety G obsahuje permutaciu
radu p. Ak by dand permutédcia bola zlozend z viac ako
jedného cyklu, tak jej rad by nebol delitelny p lebo by to
bol najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel mensich ako p. O
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Veta 45. Ak p je prvoéislo a G je podrupa S, ktorej
rad je delitelny p a obsahuje aspon jednu trans-
poziciu tak G = S,,.

Dokaz. Podla predoslej vety GG obsahuje aspon jeden
cyklus dIzky p. Preto ak obsahuje transpoziciu tak podla
vety 102 v Doplnkoch dostdvame G' = S,,. O

Veta 46. Ak p > 5 je prvocislo a f(z) je ireducibilny
polyném nad pofom Q stupna p ktory ma prave
dva komplexne korene, tak jeho galoisova grupa
nad pofom Q je izomorfna s grupou permutaci S,,.

Riesitelnost polynomickej rovnice v radikdloch sme
charakterizovali pomocou riestelnosti jej Galoisovej grupy.
Ako vidime z predoslej vety niektoré z tychto grip su
izomorfné s celou grupou S,,. Preto pri hfadani rovnice
neriesitelnej v radikdloch ndm pomoéze nasledujici vys-
ledok:

Veta 47. Ak m € N je prirodzené cislo vacsie ako 4
tak grupa permutacii S,, nie je riesitelna.

Tvrdenie je dosledkom trochu vseobecnejsieho faktu:
Lema 1. Ak G je pogrupa S,,,m > 5 ktora obsahuje
vSetky cykly dlzky 3 a H C G je taka normaélna pod-
grupa G, ze faktorova grupa G/H je komutativna
tak aj H obsahuje vSetky cykly dlzky 3.
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Dokaz. Z predpokladu komutativnosti G/H vyplyva
(miH) (myH) = (moH) (1 H)
a teda mymoH = mom H, pre w1, m € H. To znamena
7T17r2(7rg7r1)_1 = 7r17r27rl_17r2_1 € H. (21)

Nech (a1, az, a3) je nejaky cyklus z S,,,. Podla predpok-
ladu m > 5 a teda dané permutacie pésobia na mnozine
ktora obsahuje eSte aspon dva rozne prvky ag4,as. Grupa
G teda obsahuje cykly (ai,as,a2), (as,as,a2). Ak v (21)
dosadime m = (a1, as,a2), 7 = (as,as, az) dostdvame po
uprave (a1,a2,a3) € H. O

Dokaz vety 47. Podla lemy 1 ak G, je podgrupa S,,
ktora obsahuje vsetky cykly dlzky 3 a G,41 je norméilna
podgrupa G, takd, ze faktorovd grupa G,/Gpy1 je ko-
mutativna, tak G,41 tiez obsahuje vsetky cykly dlzky 3.
Preto nikdy neméze nastat pripad G,4+1 = {id} ako je to
pozadované v (18). O

Priklad 58. Ziadna podgrupa S,,,m > 5, ktora obsahuje
vSetky cykly dlzky 3 nie je rieSiteln4.
7 vety 40 a viet 46, 47 dostavame

Veta 48. Ak p > 5 je prvocislo a f(z) je ireducibilny
polyném nad pofom Q stupna p ktory ma prave dva
komplexne korene, tak polynomicka rovnica f(z) =
0 nie je riesitefna v radikaloch nad pofom Q.
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2.15 Eisensteinovo kritérium ireducibility

Nasledujici vysledok znamy pod nazvom Eisensteinovo
kritérium ireducibility, ndm umozni konstruovat ireduci-
bilné polynémy s vlastnostami, ktoré budeme potrebovat.

Veta 49. Nech f(z) = ap2™ + -+ + ap je polyném s
celoéiselnymi koeficientami. Ak existuje prvocislo
p také, Ze p{ a, a pla; pre j =0,...,a,-1 a p* { ag,
tak polyném f(z) je ireducibilny nad Q.

13

Polyném g(x) € Z[z] sa nazyva primitivny vtedy a

.....

1.

Lema 2. Ak g;(z), g2(x) st primitivne polynémy tak
aj g1(z)g2(z) je primitivny polyném.

Dokaz. Nech g1(z)g2(z) nie je primitivny polyném.
Potom existuje prvo- ¢islo p, ktoré dei vsetky jeho koefi-
cienty. Preto pre redukciu modulo p plati

g1(z)g2(z) =0

3 Tento vysledok nesie ndzov po nemeckom matematikovi menom
Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823 — 1852). Pred nim ho v8ak
dokézal iny nemecky matematik Theodor Schonemann (1812 - 1968).
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a teda

91(x) - g2(x) = 0.
Preto gi(x) = 0 aleboga(xz) = 0. Z toho vyplyva, v ze p
deli vsetky koeficienty g1 (z) alebo ga(x) a to je spor lebo
sme predopokladali, ze obidva si primitivne. ]

Lema 3. Ak polyném h(z) € Z[z] je reducibilny nad
Q tak je reducibilny aj v Z[z].

Dokaz. Nech h(xz) = hyi(z)ho(z) kde hi(x),ho(z) €
Q[z]. Oba polynémy moézeme vyjadrit v tvare

)= plhs(x)’ ha(z) = p2ha(x)

h1 (.7}
1 1

kde polynémy hg(x), hy(x) st primitivne a py, p2, ri, 72 € Z
a (p1,71) = 1, (p2,r2) = 1. Potom po dosadeni do rovnosti
pre h(x) a uprave dostavame

riroh(z) = p1pahs(x)hy(z). (22)

Podla Lemy 2 dostdvame, ze h3(z)hs(x) je primitivny po-
lyném. Preto z podmienok (p1,71) = 1, (p2,r2) = 1 dosta-
veme pomocou (22) r1|pa, r2|p1. Teda pa = phri, p1 = pira.
Po dosadeni do (22) a vykréteni ¢islami r1, 72 mame

h(z) = pipohs(x)ha(x).
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Dokaz vety 49. Nech f(z) = fi(x)fa2(x), kde stupne

danych polynémov st asponi 1. Podla Lemy 3 moézeme

predpokladat ze fi(x), f2(z) € Z[z]. Ked tieto polynémy
zredukujeme modulo p dostavame

(an  mod p)z” = fi(z) - fo(x),

pricom hodnota a, mod p je nenulovd. Preto fi(z) =

az?, fi(z) = ba" 7,5 > 1,n — j > 1. Z toho vyplyva, ze
konstatné koeficienty polynémov fi(x), fa(z) su delitelné
p a teda p?|ag ¢o je spor. O

Priklad 59. Pomocou vety 49 sa tiez da dokdzat, ze ak
p je pre procislo, tak polyném

fla)=aPt +aP™? . 1
je ireducibilny. Staci si uvedomit , ze
P —1
flx) =

z—1
a teda ak oznacime z = y + 1 tak
+1)P -1 _
(y ) — yp 1 4 ( p
Y p—1
Preto f(y + 1) ako polyném neurcitej y je ireducibilny

podla Eisensteinovho kritéria ireducibility. Teda aj f(x) je
ireducibilny. Je zrejmé, ze v tomto pripade f(z) = ®,(z).

fly+1) = Jiree i
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Priklad 60. Polyném 2° — 5z + 10 je ireducibilny.

Priklad 61. Ak v predpokladoch vety 49 zamenime pod-
mienku p? { ap podmienkou p® { ap mézeme rovnakym
sposobom odvodit’ , ze f(x) sa nedd vyjadrit ako su¢in
troch polynémov stupna aspon jedna, ktoré patria do Q[z].

Normalne rozsirenie. Pole £ O F' sa nazyva nor-
malnym rozsirenim pola F' prave vtedy ak kazdy poly-
ném ireducibilny nad F' ma v poli E alebo vSetky korene
alebo ani jeden koren.

Veta 50. Rozkladové pole separabilného polynému
nad polfom F' je normalne rozsirenie pola F.

Dokaz. Nech f(x) je separabilny polyném nad polom
F a FE je jeho rozkladové pole. Predpokladajme, ze nejaky
polyném g¢(z) € Flz] ireducibily nad F' m4 korene § a f31.
Podl vety 33 existuje izomorfizmus ¢g : F(8) — F(/1)
taky, ze pre a € F plati pg(a) = a a ¢g(8) = Bi. Ak
B € Etak = p(ai,...,ax) kde p je polyném k neurcitych
a ai,...,qr si véetky korene polynému f(z). Preto f; =
p(pgla), ..., pp(ar)). Hodnoty gg(ai),...,
pp(ay) st znovu korene polynému f(z) a teda f € E. O
Veta 51. Nech F C C je rozkladové pole nejakého
separabilného polynému nad pofom F'. Potom pre
kazdé a € E plati

a€F<—=YY)eGE:F))a)=a
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Dokaz. Nech o« € E'\ F. Potom a; mé nejaky mini-
mélny polyném f(z) € F(x), stupen tohoto polynému
ja aspon 2. Teda tento polyném maé eSte jeden koren ag
rozny od a. Podla predoslej vety mame o1 € FE. Podla
vety 33 existuje izomorfizmus ¢, : F(a) = F(oy) taky,
7e po(a) = a1 a pa(a) = a pre a € F. Podla vety
34 teda existuje izomorfizmus ¢ € G(E : F) taky, ze
Y(a) = a1 # a [

2.16 Tranzitivnost grupy

Ak G je nejakd grupa bijekci na istej mnozine M tak
hovorime, Ze je tranzitivna na nejakej podmnozine S C
M préave vtedy, ked pre kazdu dvojicu prvkov si,s9 € S
existuje bijekcia m € G taka, ze 7(s1) = sa.

Veta 52. Nech f(z) je polyném separabilny nad
pofom F a FE je jeho rozkladové pole. Tento poly-
ném je ireducibilny prave vtedy, ked grupa G(E :
F) je tranzitivna na mnozine korenov f(z).

Této veta je dosledok nasledujiceho tvrdenia:

Veta 53. Nech F je rozkladové pole nejakého sep-
arabilného polynému nad pofom F'. Predpoklada-
jme, Ze o € E. Oznacme

{ai,...,ax} ={¢(a);p € G(E : F)}.
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Potom polyném
g(z)=(x—ay)...(x — ag)
patri do Fz| a je ireducibilny.
Dokaz. Polyném g(z) si mézeme vyjadrit’ v tvare
g(x) = 2% + ap_12* 1+ +ao,

kde a; = (=1)op—j,j =1,...,k—1laoc;i=1,...kst
elementarne symetrické polynémy od aq, ..., ax. Z tohoto
dovodu plati

o(a;) = (-1) (o4—;) = (-1Y op—j = aj,j =0,...,k — 1.

Preto podla vety 51 dostavame a; € F'.

Ozna¢me h(z) € F[r] minimalny polyném prvku o
nad polom F'. Potom h(z) je ireducibilny a aq, ..., a st
korene h(z), teda h(z) = cg(z) pre vhodné ¢ € F. O

Priklad 62. Rozkladové pole polynému (22 — 2))(z® —
3) obsahuje ¢isla V2, V2,3, w3 V3, w%f’/g Pre kazdy
izomorfizmus ¢ € G(F : Q) plati p(v/2) = +v/2. Teda
tato grupa nie je tranzitivna na mmnozine korenov tohoto
polynému.
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2.17 Norma prvku

Ak F je normélne rozsirenie pola F' a o € F tak hodnotu
Ne(@)= [ ¢l
pEG(E:F)
budeme nazyvat normou prvku a nad polom F.

Priklad 63. Norma prvku a + bv/2 € Q(+/2) je rovni
(a+bv2)(a —bV/2) = a® — 2b%.

Je zrejmé, ze pre aq, gy € E plati

NF(Oqug) = NF(al)NF<O¢2), (23)

pre kazdé ¢ € G(E : F) plati
Nr(a1) = Np(p(ar)) (24)
Ne(a) = alPF (25)

pre Tubovolné a € F.
Veta 54. Pre kazdé o € F plati Np(«a) € F.
Doékaz. Pouzijeme vetu 51. Ak ¢ € G(E : F) tak
{pop;p e G(E: F)} =G(E: F). Preto
dNp@) = T Wop)a)= T[] (@) =Nr(a),
pEG(E:F) pEG(E:F)

a teda podla vety 51 dostdvame Np(«a) € F. O
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Veta 55. Nech G je grupa a n € N. Predpoklada-
jme, ze AXi,..., X, su rézne homomorfizmy G do
multiplikativnej grupy nejakého pola F. Potom pre
ai,...,ay € F plati

a1X1+"'+aan:0:>a1:07"'70'77»:0'

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla n. Ak
a1 X; = 0 tak a1 = a1 X1 (e) = 0. Predpokladajme, Ze veta
plati pre n — 1. Nech

a1 X1+ -+ ap Xy, = 0.

Predpokladajme, ze z € G a y € G je taky prvok, ze
Xn(y) # Xn—1(y). Potom

a1 Xy (z) + -+ apXp(z) =0 (26)
ale aj
a1 X1 (xy) + -+ an—1X-1(2y) + an Xy (zy) =0
teda

n—1
D aiXi (2)Xi(y) + andn(z)Xa(y) = 0.
=1

Ak rovnost’ (26) vyndsobime X,,(y) a od¢itame od posled-
nej rovnosti dostavame

n—1
3 0 (@) (X1 (y) = Xu(y) = 0
=1
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pre kazdé x € G. To znamend

n—1
> ailXi(y) — Xu(y) i = 0.
=1

Hodnota X,,—1(y) — X, (y) je nenulova a preto z indukéného
predpokladu dostdvame a,—1 = 0. Rovnakym sposobom sa
dé dokazat ,zea; =0,i=1,...n—2. Teda aja, =0. O

Veta 56. Nech F je normalne rozsirenie pofa F
také, ze grupa G(F : F) je cyklicka. Oznaéme jej
generator ¢. Potom pre kazdé o € E plati

NF(a):1<:>E|’yEE;a:L

o)
14

Doékaz. Jedna implikacia vyplyva bezprostredne z rov-
nosti (23) a (24).

Nech grupa G(E : F') mé rdd n. Je zrejmé, ze v tomto
pripade plati

Ni (@) = ap(a)p?(a)...¢" ().

YTento vysledok je zndmy aj pod nédzvom Hilberova lema &islo 90.
David Hilbert - nemecky matematik, 23. 1, 1862 — 14. 2. 1943. Patril
medzi vedice osobnosti matematiky. Jedna z jeho myslienok bola aj
vytvorit axiomaticky pristup k réznym matematickym teériam.
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Definujme
Vi(a) = ap(a)...¢/(a),j=0,...,n— 1.
Uvazujme zobrazenie A\ : E — E definované nasledovne
A =id + vo()p + P19” + -+ + Pr_a(a)" .
Podla vety 55 existuje 8 € E také, ze A(8) # 0. Je zrejmé,
ze
A(B) =
= B+ ¢o(a)p(B) + 1 ()p*(B) + - + Yu—2(a)e" 1 (B).
Ak uvazime, ze 1,—1(a) = 1 dostdveme
ap(A(B)) = Yo(a)p(B) + 91 ()p*(B) + - + " Ha)B =
= Po(a)p(B) + 1 (a)p*(B) + -+ B =
= A(B).
Teda pre v = A(f) dostdvame

O]

Veta 57. Nech pole F obsahuje w, pre dané n € N
a E je také rozsirenie pola F ze grupa G(E : F)
je cyklicka radu n. Potom existuje také a € F, Ze

E = F(/a).
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Dékaz. Podla rovnosti (25) dostdvame, ze Np(w,, 1) =

1. Nech ¢ je generédtor grupy G(F : F). Podla vety 56
dostavame, ze existuje v € E také, ze

-1__7

)
a teda p(y) = wyp7y. Z toho vidime ze ¢’ (y) = wl~ pre
j = 0,...,n — 1. Ak polozime a = Ng(y) tak a € F
a " = a. Teda v = {/a. Podla vety 53 dostdvame, zZe
polyném

n n—1

x —a:(ﬂf—’Y)(ﬂf_wn'Y)-”(x_wn 7)

je ireducibilny nad F a teda [F({/a) : F] = n. Ak si uve-
domime [E : F] = n tak vidime, ze E = F({/a). O

Grupa G sa nazyva prosta prave vtedy ak {e} a G su
vSetky jej normélne podgrupy. Velmi jednoducho nahliad-
neme tento fakt:

Veta 58. Komutativna grupa je prosta prave vtedy
ak je cyklickou grupou prvoéiselného radu.

Thto skutonost pouzijeme na dokaz :

Veta 59. Nech G je grupa a H je taka jej normalna
podgrupa, ze faktorova grupa G/H je komutativna.
Ak Hy D H je maximalna normalna podgrupa G v
zmysle inklizie, rézna od G, ktora obsahuje H tak
G/H; je cyklickd grupa prvocéiselného radu.
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Daokaz. Podla vety 58 staci dokazat ze dana faktorova
grupa je komutativna a prostd. Komutativita vyplyva ok-
amzite z toho, ze H C Hj. Nech A C G/H je podgrupa.
Polozme

A={gecG;gH € A}.

Je jasné, ze H; C A. Jednoduchymi tpravamim, sa dd
preverit 7e A je normalna podgrupa G. Z maximality H
dostdvame H; = A alebo G = A. Preto A = e alebo
A=G/H. O

Veta 60. Ak G je konecna grupa a H je taka jej
normadalna podgrupa ze faktorova grupa G/H je ko-
mutativna tak existuje kone¢na postupnost pod-
grap H=H, CH,_1C...H C Hy=G ze

i) H; je normélna podgrupa H; 1,i=1,...n a

ii) faktorova grupa H;_1/H; je cyklicka.

7 tohoto vyplyva bezprostredne:

Veta 61. Koneéna grupa G je rieStelna vtedy a
len vtedy ak existuje konecna postupnost’ podgrip
H():GDHl'-':)Hk:{e} taka, ze

i) H; je normalna podgrupa H;_; pre j=1,....,k
ii) Faktorova grupa H;_;/H; je cyklickd pre j =
1,... k.
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Normalne podgrupy. Nech E je normélne konecné
roz§irenie pola F. Predpokladajme, ze H je normélna pod-
grupa grupy G(F : F'). Polozme

Eg={a€ E;Vpe H: p(a)=a}. (27)

Veta 62. Predpokladajme, Ze F' obsahuje pole Q.
Potom

i) Fy je normdlne rozsirenie pola F,

ii) E je normadlne rozsirenie pofa Ey a

iii) G(E : Eg) = H.

Dokaz. Nech ¢ € G(E : F). Potom pre kazdy izomor-
fozmus ¢ € H plati 1pp~! € H. Teda ak o € Ep tak
Y~ (a)(a) = a. To znamend ! (p(Y(a))) = a a teda
o((a) = (). Z toho vyplyva, Ze ¥(a) spliia podmienku
(27) a teda ¢ (a) € Eg. Tym sme dokazali i).

Bod ii) vyplyva z toho ze E je normélne rozsirenie F'.

Urcite plati H C G(F : Ep). Preto na dokaz iii) staci
dokdzat |H| > |G(F : Ex)|. Podla vety exiatuje taky pr-
vok f € E, ze E = Ey(B). Potom |G(E : Eg)| = [Eu(fB) :
Ey]. Nech |H| =k a H = {¢1,...,9r}. Uvazujme poly-
noém

hz) = (x = ¢1(8)) ... (z — er(B)) = (28)
= b+ sk,la:kfl + -+ So.
Koeficieny s;,7 = 0,...,k — 1 su hodnoty symetrickych
polynomov v ¢1(3),
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... o(B) a teda pre kazdé ¢;(sj) =s;,0<j <k, 1<i<
k. Z toho vyplyva, ze s; € Ey. Preto h(z) € Eg[z]. Grupa
H obsahuje aj neutralny prvok, teda identické zobrazenie.
Preto h(B8) = 0. Z toho vyplyva, Ze minimélny polyném
prvku 8 nad Ep je delitelom h(z). Teda [Ex(B) : E] <
k. O

Veta 63. Nech F' C C je pole, f(x) € F|x] je sepa-
rabilny polyném a E je jeho rozkladové pole nad
F. Ozna¢me n = [E : F]. Ak F obsahuje w,, a grupa
G(E : F) je riesteIna tak rovnica f(x) =0 je riesite-
Ina v radikaloch.

Dokaz. Nech
G(E:F):H()DﬂlD"'DHk:{id},

je postupnost’ podgrip takych, ze H;11 je normalna podr-
grupa H; a grupa H;/H;1 cyklickd. Polozme F; = Ep,,

1 =0,...k. Potom podla vety 62 F je normalne rozsirenie
F; a F; je normélne rozsirenie F,i = 0,...k. Naviac G(F :
F;) = H;. Podlla vety 37 dostavame

G(Fi-1: F) ~G(E: F,)/G(E : Fi+1)

a teda galoisova grupa G(F;_; : F;) je cyklickd. Z vety 57
preto vyplyva, ze F;_1 = Fj( v/a;—1) kde m = [F;_1 : F}]
a1 € F;. O
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2.18 Wedderburnova veta

Usporiadant trojicu (7', +,-) sa nazyva teleso préve vt-
edy ak + a - si bindrne operécie na T pricom (T,+) je
komutativna grupa, (T'\ {0},) je grupa a pre a,b,c € T
plati

a(b+c) =ab+ac, (b+ c)a = ba + ca.

Teda na rozdiel od pola sa nevyzaduje v tomto pripade
komutativnost nasobenia. Prikladom telesa, ktoré nie je
pole je teleso kvaternionov.

V tejto casti dokazeme:

Veta 64. Kazdé koneéné teleso je pole.

Tento vysledok sivisi s komutativitou grip, preto zac-
neme s niektorymi faktami na tdato tému.

Nech G je koneéna grupa. Ozna¢me pre a € G sym-
bolom C,; mnozinu vsetkych prvkov g € G takych, ze
ag = ga. Mnozina C, sa nazyva centralizator prvku
a. Prienik C = NgeaC, sa nazyva centrum grupy G.
Pomocou tprav sa da dkazat, ze

Veta 65. i) C, je podgrupa G a
ii) C' je podgrupa G.

Priklad 64. Centrum grupy je ur¢ite normalna podgrupa.
D4 sa dokazat, ze grupa G je komutativna prave vtedy ked
faktorova grupa G/C je cyklicka.
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Priklad 65. Podla prikladu 86 sa da dokazat, Ze z riesite-
Inosti grupy G/C vyplyva riesitelnost grupy G.

Na grupe G si mozeme definivat relaciu
a~b<=3geG;a=gbgt.

Aj v tomto pripade jednoducho overime, ze ~ je reldcia
ekvivalencie na G. Ak a ~ b tak prvky a,b sa nazyvaju
konjugované. Ozna¢me symbolom K, triedu ekvivalencie
ktora obsahuje prvok a. Teda

K, = {gag";9 € G}. (29)

Veta 66. Mnozina K, obsahuje % prvkov.

Dokaz. Staci dokazat', ze existuje bijekcia medzi K, a
mnozinou tried rozkladu G/C,,. Triedy rozkladu maju tvar
gC(a), g € G. Zostrojime bijekciu K, — G/C,.

Rovnost gag™' = glagl_1 prave vtedy ked gl_lga =
agflg a teda gflg € C, to znamena gC, = ¢1C,. To
znamena, ze priradenie
gag~' — gC, je bijekcia. O

Lema 2. Ak ¢ € N,g > 1 tak pre m,n € NNm < n
plati
q" —1|¢" — 1 = m|n.
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Dokaz. Ak ¢" —1]¢" —1tak ¢ —1|¢" —1—(¢"—1) =
q"(¢"™™ — 1) a teda ¢ — 1|¢"~™ — 1. Ak r je zvySok n
po deleni m tak postupne dokdzeme ¢" — 1|¢" — 1 a to je
mozné jedine v pripade r = 0. O

Dokaz vety 64. Nech T je konecné teleso. Oznac¢me
G = T'\{0} je multiplikativnu grupu. Ak budeme pouzivat
oznacenia ako v predoslom texte tak velmi lahko nahliad-
neme, ze mnozina F' = C'U {0} obsahuje s kazdymi dvomi
prvkami aj ich sicet a teda tvori pole. T preto mozeme
povazovat za vektorovy priestor nad F. Z toho vyplyva

T = [F]"

pre nejaké n € N. Veta bude dokizana ak dokazeme, ze
n = 1. Rovnako ako to, ze C'U {0} je pole sa da preverit,
ze C, U{0} je teleso. Preto tdto mnozina je tiez vektorovy
priestor nad F'. Z toho vyplyva

|Ca UAO}] = | F[™.

Grupa G je disjunktnym zjednotenim tied K,,a € G. Je
zrejmé, ze a € C' < |K,| = 1. Preto podla vety 66 dostéva-
me

G
Gl=lcl+ ¥ (30)
K.eB '

kde B je mnozina tych tried ekvivalencie ~, ktoré maju
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viac ako 1 prvok. To znamena

JF" =1

T (31)

F"—1=|F|-1+ > 1

l[a]leB

Podla Lagrangeovej vety dostavame ze prirodzené cislo
|F|"—1 je delitelom |F|"—1, a tedy z lemy 2 vyplyva ng|n,
pretoze |F| > 1. Z definicie ®,,(z) dostdvame ze polyném
2=1 je polyném tvaru h(z)®,(z), kde

h(z) € Z[x]. Z rovnosti (31) vyplyva teda, ze

On([FDIF] =1, (32)

Ak by platilo n > 1 tak ®,(x) je si¢inom ¢initelov tvar
r —wk kde (k,n) = 1. V tom pripade

2km\ 2 2k
I|F| — wk| = \/<\F\ —cos—”) tsin? 20 S R -1
n n
preto aj ®,(|F|) > |F| — 1 a to je spor s (32). O

Priklad 66. Rovnost’ (30) plati pre Tubovoliid koneénu
grupu G. Ak |G| = p™ kde p je prvoéi slo an = 2,3, ...
tak |C| = p* pre vhodné k € N.

Priklad 67. Grupa radu p? , kde p je prvoéislo, je komu-
tativna.

Priklad 68. Grupa radu p” je riesitelna.
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2.19 Euklidovské geometrické konstrukcie

Geometrickd konstrukcia, ktord sa da vykonat koneénym
poctom krokov pri pomoci pravitka a kruzidla sa nazyva
Euklidovska geometrickd konstrukcia. Ako sa moéz-
eme domievat’ uz podla nazvu, snaha o takéto konstrukcie
siaha do doby Euklida teda do antickych ¢ias. Postupom
casu sa vyclenili tri tlohy, ktoré sa nedarilo riesit. Su
to trisekcia uhlu, reduplikicia kocky a kvadratura
kruhu. Nemoznost prvych dvoch da dokazat pomocou
algebry. Vyplyva to z vysledku francizskeho matematika
menom Pierre Wantzel '°. Pod trisekciou uhlu sa mysli Eu-
klidovsk4 konftrukcia, ktord k TubovoInému uhlu dokéze
zostrojit uhol ktorého odchylka sa rovna jednej tretine
povodného uhlu. Bisekcia uhlu teda rozdelenie na polovicu
je dobre znama jednoducha konstrukcia. Reduplikacia ko-
cky znamend tlohu euklidovsky zostrojit stranu kocky,
ktorda by mala dvojnasobny objem ako dand kocka. Bu-
deme sa tymto vysledkom zaoberat’. NerieStelnost posled-
nej ulohy suvisi sa trancendentnostou ¢isla 7w a metédami
patri skor do matematickej analyzy.

Kazdy krok Euklidovskej geometrickej konstrukcie zna-
mena zostrojenie priese¢niku
a) dvoch priamok

5Pierre Laurent Wantzel (1814 — 1848) sa narodil v Parizi. V roku
1837 dokéazal nemoznost trisekcie uhlu a a reduplikacie kocky.
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b) priamky a kruznice
¢) dvoch kruznic.

V algebre kroku a) zodpovedd rie3enie su stavy dvoch
linearnych rovnic o dvoch neznamych.
Ak nejakd priamka prechddza bodmi A = [a1,a9], B =
[bl, bg] kde ai,ag ,
b1, by st prvkami nejaého pola F', tak bod [z,y] patri do
tejto priamky préave vtedy ked existuje ¢ také , ze

T =a —|—t(a1 — bl),y = ag +t(a2 — bQ)

ak z tychto rovnosti eliminujeme tupravami ¢ dostavame ze
rovnica tejto priamky ma tvar

Ar+By+C=0,A4,B,C € F.

Teda priesecnik s inou priamkou , ktord tiez prechadza
bodmi ktorych stiradnice patria do pola F' spliia rovnice

Ar+ By+C=0,A1x+ Biy+C1 =0,

kde A, B,C, Ay, B1,C1 € F. RieSenie takejto sdstavy rov-
nic sa hlada pomocou s¢itania, ndsobenia, delenia a ak x, y
je ich rieSenim tak x,y € F.

Kroku b) zodpoveda riesenie st stavy linedrnej rovnice
o dvoch nez- namych a kvadratickej rovnice o dvoch nez-
namych.
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Nech nejaka kruznice mé stred [m,n],m,n € F a polomer
r € F. Tak jej rovnica bude

(x—m)*+ (y —n)? =1
Ak hladdme jej priesecéniky s priamkou Ax + By + C =
0,A,B,C € F, dajme tomu, ze A # 0 tak m6zeme dosadit

_ —By— C
- A
a dostavame kvadratickt rovnicu
(—By -C

2
_ N2 2
T m) +(y—n)* =r=

Ak tuto rovnicu upravime a jej diskriminant oznaime «
tak « € F a vidime, ze jej koren y patri do F(y/«).

Kroku ¢) zodpoveda riesenie st stavy dvoch kvadrat-
ickych rovnic o dvoch nezndmych

(ﬂ:—m)2—|—(az—n)2:r2

(x—m1)* + (. —n1)? =i

Teda
22 4+ 2em +m? + 9 + 2yn + n? = r?

z? + 2emy +mi +y® + 2yng +n? =i,
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Ked odéitame prvi od druhej vidime, ze tto sistava je
ekvivalentnd sistave

2% 4+ 2em +m? + y? + 2yn +n? =

2x(my —my) +m3 —m? +2y(ng —ny) +n3 —nt =13 — 1.

Teda kvadratické ¢leny v druhej vypadli a vlastne rieSime
rovnakt sustavu ako v bode 2.

Ak vychddzame z nejakého pola F tak prieseénik v
pripade a) m4 sturadnice znovu v poli F. V pripadoch b) a
¢) stiradnice prieseéniku patri do pola F(y/a) pre vhodné
a € F. Wantzelov vysledok je

Veta 67. Bod [z, y] sa d4 zostrojit vtedy a len vtedy
ak existuje koneéna postupnost oy, ..., a, ze plati
a) a; € Q,ay € Q(M)(ﬁ),k =2,...,n—1

b) 2,y € Q(y/ar)...(y/an).

Dokaz. Jedna implikacia vyplyva z predoslych tvah.
Opacna implikédcia vyplyva z:

Lema 4. Predpokladajme, ze vieme zostrojit' vsSet-
ky body [z,y| také Ze x,y patria do nejakého pola F'.
Preto vieme zostrojit vsetky body [a+by/z, c+d\/x]
kde a,b,c,d € F.

Dokaz. Mozeme predpokladat ,ze x > 0. Ak zostro-
jime usecku AB dIzky x + 1, mézeme nad fou zostro-
jit polkruznicu. Uvazujme bod C na tejto tsecke taky, ze
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|AC| = z. Ak spustime kolmicu na tusecku AB v bode
C a oznac¢ime D jej prieseénik s danou polkruznicou tak
|CD| = /x. O
Veta 68. Nech F je pole. Ak kubicky polyném f(z)

s koeficientami z pola F' nema koren v F tak nema
ani koren v F(y/a) pre a € F.

Dokaz. Nech ¢ = a + by/a € F(y/a). Potom c¢ je kore-
nom polynému

h(z) = 2° — 2azx + a® — b2a.
(Preco?). Polyném f(x) sa dé vydelit so zvyskom poly-
némom h(z) a dost- 4vame rovnost
f(z) = (z + a1)h(x) + agx + a3, a1,a2,a3 € F.  (33)
Ak by ¢ bolo korenom f(x) tak z poslednej rovnosti vyp-
lyva
asc+az = 0.

, Preto ak ao # 0 tak ¢ € F a to je spor. Teda ag = 0 a
preto aj ag = 0. Potom ale z (33) dostavame f(—a;) =0
a to je spor. 16

16Georg Mohr v roku 1672 a Lorenzo Mascheroni v roku 1797
dokazali, ze kazda konstrukcia ktord sa da vykonat pomocou pravitka
a kruzidla sa d4 vykonat len pomocou kruzidla. Mysli sa tym
konstrukcia bodov. Teda nie narysovanie priamky. Tento vysledok
je dnes zndmy ako Mohrova - Mascheroniho veta.
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Postupnymi krokmi sa da odvodit’

Veta 69. Ak f(x) je kubicky polyném s raciondl-
nymi koeficientami ktory nema koren v () tak nema
koren ani v poli Q(\/a1)...(\/o,) kde a1 € Q a oy, €
Q(ya1)...(\/ax—1),k =2,...n, kde n € N.

Teda

Veta 70. Ak f(x) je kubicky polyném s racionilny-
mi koeficientami ktory nema koren v () tak jeho
korene sa nedaji euklidovsky zostrojit.

Priklad 69. Hodnota /2 je koreiiom polynému z3 — 2
ktory je ireducibilny nad Q. Preto sa tato hodnota nedé
zostrojit euklidovsky. Tento fakt vysvetluje tiez nemoz-
nost tzv. reduplikacie kocky - jednu z historickych tloh.

Priklad 70. Teraz sa vratime k skor spominanej trisekcii
uhlu. Ak by bola mozn4 trisekcia uhlu, tak by sa dal zostro-
jit uhol 20°. Pretoze 60° ma uhol v rovnostrannom tro-
juholniku a ten by sa dal rozdelit euklidovsky na tri rov-
naké casti, teda jedna by mala 20°. Ak by sa dal zostrojit
tento uhol tak by sa euklidovsky dala zostrojit aj hodnota
cos 20°. Vieme, ze cos60° = % Ak si odvodime formulu
pre cos 3a obasahujicu iba cos a dostaneme, ze cos 20° je
korenom ireducibilnej rovnice treticho stupna, teda podla
vety 70 sa zostrojit neda.

89



Priklad 71. Ak sa nedé zostrojit uhol 20° tak sa uréite
neda zostrojit ani uhol 1°, 22, 5, 10°. Vlastne sa da pove-
dat ak sa neda zostrojit m? uhol tak sa neda zostrojit ani
d° uhol, kde d|m.

Priklad 72. Ak sa da zostrojit uhol m{,m; € N a mg je
prirodzené ¢islo nesiudelitelné s m; tak sa neda zostrojit
uhol m$.

Na zaver tejto casti mozeme poznamenat ze euklidov-
ské konstrukcie pouzivaju iba dva nastroje pravitko a kru-
zidlo a ukazalo sa, ze to je mélo. UkéZeme to na nasle-
dujticom priklade:

Priklad 73. Predpokladajme, zZe dokazeme zostrojit kaz-
dy bod paraboly y = z2. Pre kazdé dve racionélne é&isla
a, b vieme zostrojit’ kruznicu so stredom [z, y| a polomerom

Va? + b%. Teda mnozinu bodov [z,y] kde

(x—a)* + (y — b)? = a® + b2
Ak dosadfme do tejto rovnice y = 22, zostrojime prieseénik
paraboly a tejto kruznice tak pri vhodnej volbe a,b pri-
deme na to, ze dokdzeme zostrojit aj v/2. Teda v tomto
pripade stac¢i pridat parabolitko.
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2.20 Pravidelné mnohouholniky

Anticki Gréci ovladali konstrukcie pravidelného trojuhol-
nika inymi slovami rovnostranného, Stvoruholnika, teda
Stvorca a patuholnika. Konstrukcia patuholnika je uve-
dena v priklade 22. To vedie prirodzene na otazku konst-
rukcie pravidelného n - uholnika. Tento problém je 2000
rokov stary. Karl Friedrich Gauss v roku 1792 ako student
dokdzal, ze podmienka (34) uvedend nizsie, je postacuji-
ca.

Priklad 74. D& sa zostrojit pravidelny sedemuholnik?
Ukazeme, ze nie. Ak by sa dal zostrojit tak by sa dal
zostrojit aj uhol 2” Teda by sa dali zostrojit aj hod-
noty cos 27 a sin 2% Teda podla vety 67 by existovalo pole
F D Q take, ze [F Q]—2kacos7,sm—€F Potom ale
wy € F(i). To znamend, ze Q(w7) C F(i). Preto by platilo
[Q(wr) : QIIIF() : Q. To je spor pretoze [Q(wr) : Q] = 6
a [F(i) : Q] je mocnina 2. Teda pravidelny sedem uholnik
sa zostrojit neda.

Veta 71. Pravidelny n - uholnik sa da zostrojit’
prave vtedy ked

n=2p; ... p, (34)
kde k,5=0,1,2,3... a v pripade s > 1 st p; = 2™ +
1,7 = 1,...,s navzajom roézne prvocisla viacsie ako

2.
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Doékaz nutnosti podmienky (34). To ze (34) je
nutnd podmienka na to aby sa pravidelny n uholnik dal
zostrojit dokazeme rovnako ako a predoslom priklade. Je
to prave vtedy ked sa da zostrojit uhol 27” a teda prave
vtedy ked sa daju zostrojit hodnoty cos 2% a sin 2% Teda
existuje pole F' D Q také, ze [F' : Q] = 2", pre vhodné
r € N a cos 2% sin 28 € F. V takom pripade w, € F(i) a
teda Q(wy,) C F(i) a preto [Q(wy,) : Q] = 2¢. To znamend,
7e ¢(n) = 2°. Ak n = 2Fp$' ... p% je kanonicky rozklad,
tak qb(pjj) = 2™i. To je mozné jedine vtedy ked e; =1 a
pj = 2m5 4+ 1. Il

Priklad 75. Ak mame zostrojeny nejaky uhol o tak zna-
mou konstrukciou vieme zostrojit' uhol §. Z algebrického
pohladu to vyplyva z rovnosti

«o 1 —cosa
CoS — =/ ——.
2 2

Preto ak dé Zostrojit’ pravidelny n uholnik tak sa d&
zostrojit uhol T a jeho rozpolenim sa da zostrojit aj uhol
2r _ 7w

L =T 3 teda aJ pravidelny 2n uholnik.

2n n
Lema 5. Ak m, m9o s nestdelitelné prirodzené ci-
sla a uhly = 2“ 2” sa daju zostrojit’ tak sa da zostro-
jit aj uhol —=2—

mlmg
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Doékaz. Tvrdenie vyplyva z toho, ze pre vhodné celé
¢isla nq,ng plati 1 = nymi + nome a teda

2T 2T 2nim 2na9m
= - (n1my + namg) = + .
mimsa mimsa ma mi

O]

Priklad 76. Ak chceme zostrojit pravidelny 15 - uholnik
stac¢i zostrojit uhol %r Zostrojime rovnostranny trojuhol-
nik, teda uhol 2% Potom zostrojime uhol %’r Odcitanim

dostaneme
2r 2w 4w

3 5 15
Rozpolenim vysledného uhla dostaneme uhol %’g

Aby sme dokézali vetu 34 sta¢i dokdzat uz iba to ze
pravidelny p uholnik sa dé zostrojit v pripade kedp = 2¢+
1 je prvocislo. Je to ekvivalentné s tym, ze alebo uhol %’r sa
d4 zostrojita to je ekvivalentné tomu ze sa d4 zostrojit' w,,.
V tomto pripade je galoisova grupa [Q(w,) : Q] izomorfna
s multiplikativnou grupou pola Z, a teda je to cyklicka
grupa radu 2.

Veta 72. Nech F je normalne koneéné rozsirenie
pola Q. Ak H C G(F : Q) takd normdalna pod-
grupa, ze |G(F : Q)/H| =2 tak Fy je také normalne
rozsirenie Q, ze existuje a € Fy, ze F = Fy(y/a).
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Doékaz. Pole F je koneéné rozsirenie pola raciondlnych
¢isel tak je kone¢né a normélne rozsirenie aj pola Flp.
Podla vety 2.17 existuje prvok b € F' taky, ze F' = Fg(b).
Podl vety plati [F' : Fyg] = 2. Preto mnimélny polyném
prvku b nad Fp je kvadraticky. Z toho vyplyva

b=ai++va

kde ai,a € Fy a v/a € Fy. Preto F = Fy(y/a). O

Komplexné ¢islo x + iy sa da euklidovsky zostrojit
préave vtedy ked sa d4 zostrojit bod [z,%]. Rovnako plati ,
ze komplexné ¢islo z = |z|(cos a+i sin «) sa da euklidovsky
zostrojit prave vtedy ked sa dé euklidovsky zostrojit |z|
a uhol a. Dalej budeme pouzivat

Lema 6. Ak sa daji zostrojit komplexné ¢isla z1, 2o
tak sa daja zostrojit ak z; + z9, 2129 a /21.

Doékaz. Je zrejmé, ze sa dé zostrojit z; + zo. Dalej
moézeme predpokladat’, ze z; # 0 # 29. V takom pripade
ich mozeme vyjadrit trigonometricky

z1 = |z1|(cos aq + sin 1), zo = |z2|(cos ag + sin ).

Potom

2129 = |z1||z2|(cos(a1 + a2) + sin(aq + aw)
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Vz1 = /|z1](cos (% + sin %)

Teda obidve hodnoty sa daju zostrojit'. ]
Podla vety 72 a predoslej lemy dostdvame

Veta 73. Ak F je také koneéné normalne rozssirenie
pol Q ze pre jeho galoisovu grupu G(F : Q) existuje
j € N a postupnost podgrip Go = G(F : Q) D G1 D
v G]’ = {’Ld}, Ze

i) Gi41 je normdlna podgrupa G; pre i =0,...,7 — 1
a

ii) |G;/Git1| =2, pre G; pre i =0,...,5—1

tak kazdy prvok F' sa da zostrojit pomocou pravit-
ka a kruzidla.

Ked uvedomime, ze G(Q(wy) : Q) je cyklickd grupa
radu 2¢ s nejakym generatorom ¢, tak Gi = [¢?],Go =
[0Y],..., Gy = [cpzz] = {id} je postupnost podgrip ktord
spltia podmienky vety 73 dostdvame, Ze w), sa da zostrojit.

Prvocisla tvaru 2¢ 4+ 1 sa nazyvaji Fermatove prvo-
cisla.

Priklad 77. Z vety 71 vyplyva, ze sa da zostrojit pravidel-
ny 120 uholnik, a teda, Ze sa da zostrojit uhol 3°. A teda
sa nedd zostrojit’ ziaden uhol k° kde 3 1 k.
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3 Kummerovské polia

Téato cast bude do istej miery opakovat niektoré fakty uve-
dena skor. Uvazdzame ju pretoze prindsa o nieco kopm-
plexnejsi a teoreticky hlbsi pohfad na problematiku.

Ak F je pole a n je prirodzené ¢islo nedeliteIné charak-
teristkou F' a aq,...,aq4 su prvky F' tak rozkladové pole
polynému (2" —ay) ... (2" —a4) sa nazyva Kummerovské
rozsirenie pola F, alebo Kummerovské pole. 7

Veta 74. Nech F' je pole charakteristiky p a n je
prirodzené &islo. Polyném 2z — 1 ma n korenov v
nejakom nadpoli F' prave vtedy ak p nedeli n. V
takom pripade mnozina korenov tohoto polynému
tvori cyklicka grupu.

Na dokaz vyuzijeme aj nasledovné tvrdenie:

Lema 7. Ak G je kone¢na komutativna grupa a n €
N je najvacsi z radov prvkov z G tak rady vSetkych
prvkov G su delitefmi n.

Dokaz. Uvazujme nejaky prvok b € H a ozna¢me jeho
rad r. Ak r nie je delitefom n tak existuje prvocislo p také

"Ernst Eduard Kummer (29. Janufa 1810 — 14. Maja 1893) bol
nemecky matematik. Ziskal doktorat na univerzite v Hale v roku
1931. Zaoberal sa aj velkou Fernatovou vetou, ktoru dokdzal pre tzv.
reguldrne prvocisla.
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, ze v kanonickom rozklade n vystupuje s exponentom «
(pripadne a = 0) a v kanonickom rozklade r vystupuje
s exponentom f kde 8 > «a. Prvok a?” mé rad p% mé

_r
rad J& a prvok b’ ma rad p®. Pretoze Cisla p%,pﬁ si

nestdelitelné dostdveme podla vety 9, ze prvok a?”br®
mé rad np®~® > n a to je spor s maximalitou n. O

Priklad 78. Pomocou vety 7 sa tiez dd dokazat veta 77.

Doékaz vety 74. Ak p [n tak (2 — 1) = na""! #£ 0.

Teda
(2" —1) —n(z" — 1) =n #0.

Z toho vyplyva, ze £ — 1 nema nasobné korene v ziadnom
nadpoli F. Preto vo svojom rozkladovom poli ma prave
n roznych koreniov. To ze dand mnozina korefiov je grupa
je zrejmé. Dokazeme, Ze tato grupa je cyklickd. Nech ¢
je jej prvok z najvysim radom. Nech m oznacuje rad (.
Urcite plati m < n. Podla Lemy 7 vSetky prvky tejto grupy
su koreniom polynému z™ — 1. Pretoze ich je n nemoze
platit m < n. Z toho vyplyva, ze ( generuje vSetky korene
uvazovaného polynému. O

Prvky vyssie spominanej grupy sa nazyvaju n té od-
mocniny s 1 nad polom a jej generator sa nezyva primi-
tivna n td odmocnina s 1 nad poli F'.

Priklad 79. Ak F' = C je pole komplexnych ¢isel tak
primitivne n t4 odmocniny z 1 si w},,n € N, kde (j,n) = 1.
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Priklad 80. Primitivna 4 t4 odmocnina z 1 na polom Zs
je 2 alebo aj 3. VSetky prvky tohoto pola okrem 0 st 4 té
odmocniny z 1. Vo v8eobecnosti plati ,ze vSetky nenulové
prvky koneéného pola F' su |F| — 1 té odmocniny z 1 a
generator jeho multiplikativnej grupy je primitivna |F'|—1
t4 odmocnina z 1.

Priklad 81. Primitivna 3 odmocnina z 1 nad polom Zs
sa nenachddza v tomto poli ale v jeho nadpoli Zs[z]/(x? +
x+1).

Priklad 82. Ak n spiﬁa podmienky vety 74 a ¢ primitivna
n td4 odmocnina z jednej tak

1) vétetky primitivne n té odmocniny z 1 st ¢*, (k,n) = 1.
2) ak a € F a {/a je jeden koren polynimu z" — a tak
véetky korene tohoto polynému st (7 ¥/a,j =0,...,n— 1.

3.1 Noetherovej systémy a charaktery

Ak F je nejaké pole a G je nejaka podrupa grupy automor-
fizmov pola F' tak systém prvkov tohoto pola z,,p € G
sa nazyva Noetherovej systémom pre grupu G préave
vtedy ked

TP (X)) = Ty (35)
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pre kazdé p,1 € G. 18 Je zrejmé, ze z, = 0,0 € G je
Noetherovej systém pre grupu G. Tento sa nazyva triv-
ialny. Noetherovej systém pre grupu G sa nazyva netriv-
ialny ak existuje aspon jeden ¢ € G taky, ze z, # 0.

Priklad 83. L'ahko sa d4 dokazat’, ze Noetherovej systém
pre grupu G je netrivialny prave vtedy ked hodnota z, je
nenulové pre vietky ¢ € G.

Veta 75. Ak G je koneéna grupa tak Noetherovej
systém z,,p € G je netrivialny vtedy a len vtedy
ked existuje a € £\ {0} také, ze z, = ﬁ pre kazdy
automorfizmus ¢ € G.

Doékaz. Jedna implikdcia vyplyva z dosadenia x, =
2 do (35).

Podla vety 55 st automorfizmy z grupy G linearne
nezavislé nad polom E. Preto ak x,,¢ € G je netrivialny
Noetherovej systém pre grupu G tak zobrazenie ) | weG ToP

je nenulové a preto existuje prvok a € E taky, ze

Z zyp(a) = a # 0. (36)

PelG

¥Emmy Noether (23. 3. 1882 - 14. 4. 1935) bola nemeckd
matematicka, ktord okrem iného vyznamne prispela ku §tudiu rozk-
ladu prvkov v okruhoch na ireducibilné ¢initele.
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Pre konkretne ¢ € G z tejto rovnosti dostavame

> plzy)eth(a) = ¢(a).

PpeG

Pretoze z, # 0 rovnost’ (35) mozeme upravit' a dostdvame
o(xy) = %. Po dosadeni do poslednej rovnosti dosté-
vame .
— D wuep(¥(a) = (o).
¥ yea

Ak 9 prebieha celi grupu G tak aj 1 prebieha celi grupu
G a teda podla (36) sa suma z poslednej rovnosti rovna a.
Preto % = ¢(a). Po tiprave dostavame tvrdenie. O

Ak GG je grupa a F pole tak kazdy homorfizmus y grupy
G do multiplikativnej grupy pola F' sa nazyva charakter
grupy G v poli F'. Mnozinu v8etkych charakterov grupy G
v poli F' budeme oznacovat symbolom X (G, F'). Na tejto
mnozine sa da prirodzene definovat operacia

(x1x2)(9) = x1(9)x2(9)
pre g € G. Zobrazenie o kde

xo(g) =1,9 € G.

je charakter. Tento charakter tvori neutralny prvok vzhla
dom na nasobenie. Hodnoty charakterov si nenulové teda
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pre kazdy charakter x je aj i charakter, je to inverzny
prvok k x. Z asociativnosti ndsobenia v poli F' vyplyva aj
asociativnost ndsobenia charakterov. Z toho vyplyva, ze
mnozina X(G, F') s touto operédciou je grupa. Nazyva sa
grupa charakterov grupy G v poli F.

Priklad 84. Charakter multiplikativnej grupy Z;, v poli
komplexnych ¢isel sa nazyva aj Dirichletov charakter
modulo m, pre m > 2. Ak symbolom G,, ozna¢ime grupu
Dirichletovych charakterov modulo m tak sa da dokazat

>~ xo(n) = ¢(m)

nezy,

> x(n)=0

nezy,

ak x # xo. Podobne

XEGm
a
> x(n)=0
X€Gm
ak n # 1.
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Veta 76. Nech E je koneéné normalne rozsirenie
pofa F. Ak X je grupa charakterov grupy G(F : F)
v poli F tak exisuje taky prvok « € E \ {0}, ze pre
kazdy charakter y € X plati

pre kazdé ¢ € G(E : F). Ak n je prirodzené cislo
delitefné radmi vSetkych prvkov z G(E : F) tak pre
dané a plati o™ € F.

Dokaz. Uvazujme systém z, = x(¢) pre x € X a
¢ € G(E : F). Potom pre kazdé ¢ € G(E : F') plati

Top(Ty) = Tomy = X(P)X (V) = X (V) = Ty

Teda x(¢); p € G(E : F) je netrivialny noetherovej systém
grupy G(E : F). Pretoze G(E : F) je grupa automorfizmov
pol E dostavame podl vety 75 to, Zze existuje o € E také,
ze x(¢) = S(ay Pre kazdé ¢ € G(E:F).

Ak n je spominané prirodzené &islo tak pre kazdé ¢ €
G(E : F) plati ¢" = id. Preto pre kazdy charakter y € X
mame 1 = x(¢"). To znamena (ﬁ)” =1 a teda o™ =
w(a™). Z toho vyplyva o € F.

O

Priklad 85. Nech G je cyklickd grupa rddu n, pre nejaké
n € N, a pole F obsahuje primitivnu n - ti1 odmocninuz 1 a
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charakteristika pola nedeli n. Dokézeme, ze grupa X(G, F)
je izomorfna s grupou G. Nech g je generator grupy G a
(n je fundamentdlna odmocnina z 1. Kazdy charakter je
jednoznaéne urceny svojou hodnotou v g. Preto

X(G,F) ={xx;k=0,...,n—1},

kde xx(g) = ¢E. Je zremé, Ze x1 je generdtor X(G, F).

3.2 Rozklad konecnej komutativnej grupy

V tejto ¢asti budeme Studovat zovSeobenenie prikladu 85
na kone¢né komutativne grupy. Doélezitu ilohu bude hrat
nasledujuici strukturalny vysledok, ktory volnymi slovami
hovorfi , struktira koneénych komutativnych grip je jedno-
ducha. Symbol ® oznacuje priamy suc¢in grip. Tento po-
jem je definovany a Studovany v prislusnej ¢asti v Do-
plnkoch.

Veta 77. Ak G je koneéna komutativna grupa tak
existuja prvky bi,...,bs € G,s € N také, ze

G=[b]O O b (37)

a rad prvku b; je delitefom radu prvku b, ; pre
1=2,...,8.

Dokaz zacneme nasledujicim tvrdenim:
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Lema 8. Nech H; C H; si komutativne grupy a
¢ : Hy — H; je taky homomorfizmus, ze ®|y, = id.
Potom Hy = H; © Kerd.

Doékaz. Nech a € H; N Ker®. Potom a = ®(a) = e.
Teda
HiNKerd = {e}. (38)

Ak b € Hy tak ®(b) = ¢ € Hy. Potom
b=c(bct).

Kde ®(bc!) = ®(b)c™! = cc™! = e. Preto be™! € Kerd.
Dokézali sme Hy = HiKer®. Podla (38) dostdvame tvr-
denie. 0

Lema 9. Nech H je kone¢na komutativna grupa
a a € H je prvok najvicsieho radu. Potom rady
vSetkych prvkov G st delitelmi radu a a pre kazda
podgrupu H; a homomorfizmus ¥ : H; — [a] exis-
tuje homomorfizmus ¢ : H — [a] taky, ze ®|y, = V.

Dodkaz. Prva cast vyplyva z Lemy 7.

Nech g; € H je prvok ktory nepatri do Hy. Ozna¢me
m rad prvku g1 H; vo faktorovej grupe H/H;. Potom m
je najmensSie prirodzené také, ze ¢gi* € H;. Preto m je
delitelom n. Uvazujme grupu Hy = [H; U {g1}]. Kazdy
prvok Hj sa da vyjadrit v tvare hgf,0 < k < m. Ukézeme
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ako sa homomorfizmus ¥ d& rozsitit na homorfizmus W¥q
definovany na Hy. Nech ¥(g7") = af. Potom

aln = (U(g™)m = U(g") =e.

V tomto pripade dostdvame n je delitefom ¢ , z toho
dostame m|¢. Polozme ¢ = jm. Potom

U(gi") = a’™ (39)

Bolo by preto prirodzené definovat homomorfizmus V¥, :
H, — [a] tak aby platilo ¥q(g1) = o/, to znamen4

Ui(hgy) = ¥(h)a’". (40)

Mali by sme dokazat, ze tato definicia korektnd. Inymi
slovami, ze obraz prvku nezavisi na tvare v ktorom ho

vyjadrime.
Predpokladajme
hgt = higy! (41)
potom
hith =g " (42)

a teda gM ™" € Hy 7 toho vyplyva m|(ky — k). Ak apliku-
jeme na obe strany (42) homomorfizmus ¥ dostdvame

k1—k

U(h) "N (h) = W9y TF) = (T(g1)
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Podl'a (39) teda plati
U(hy) "W (R) = a?*1=F).

A teda 4 '
W (h)a* = W(hy)a™.

Tym sme dokézali, ze zobrazenie definované pomocou (40)
je definované korektne. To zZe toto zobrazenie je homorfiz-
mus je dosledkom jedoduchych tdprav. Zostrojili sme homo-
morfizmus ¥; : Hy — [a]. Grupa H je kone¢na a teda exis-
tuju prvky g1,...,9s € H také, ze H = [H1U{g1,...,9s}]-
Z tohoto dovodu sa homorfizmus ¥ da postupne rozsirit
na ®: H — [a]. O

Dokaz vety 77. Nech G je konetna komutativna
grupa a b; € G je prvok s najvacsim radom. Podla Lemy 9
sa homomorfizmus ¥ : [b1] — [b1] kde ¥(z) = = d4 rozsirit
homomorfizmus ® : G — [b;]. Podld lemy 8 dostavame
G = [b1] ® Ker®. Podobne moézeme postupovat s gtupou
G1 = Kerd. Z konetnosti G vyplyva. ze po kone¢nom
pocte krokov dostaneme rozklad G s pozadovanymi vlast-
nost’ami. O

Veta 78. Nech G je konecna komutativna grupa a
n € N je najvacsi z radov prvkov z (G. Ak charak-
teristika pola I’ nedeli n a F' obsahuje primitivnu
n ti odmocninu s 1 tak X(G, F) ~ G.
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Dokaz. Podla vety 77 si grupu G mozeme vyjadrit v
tvare (37) kde n = ny je rdd prvku by a n; je rad prvku
biyi=2,...,5. Ak xy € X(G,F) ag=>bl".. bl kde 0 <
ti<ng,i=1,...,s tak

x(g) = x(b1)" ... x(bs)". (43)

Je zrejmé, ze hodnota x(b;) je koreiom rovnice z™ = 1.
Preto tato hodnota sa da vyjadrit v tvare

x(bi) = ¢, 0 <€ <ny

kde ¢; je primitivna n;- ta odmocnina z 1 v F. Definujme
zobrazenia

xi(g) = xi(0) =¢lii=1,...,s.

Je zrejmé, Ze tieto zobrazenia su charaktery G v poli F.
Podla (43) dosta- veme

x(9) = x1'(9) .- - x5 (9),9 € G.

To znamena,

X=X7 X
Preto grupa X(G, F') je generovand charaktermi
X1, - -, Xs- Dokdzeme

X(G,F)=Da]o- O xs] (44)
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Stac¢i dokazat’ iba to, ze podgrupy [xi], ..., [xs] si nezavi-
slé. Nech napriklad

X €balnixe - [Xs]-
Potom pre nejaké €1 < nq,...,es < ng plati
X=X =5
Charakter xi1 je v skutocnosti zavisly len od ¢initela by
a ostatné charaktery len od ¢initelov bs,...,bs. Preto ak
do poslednych rovnosti dosadime b; dostdvame b = 1 a
teda €1 = 0 preto x’ = 1 je jednotkovy charakter. Podobne

sa ukdzu ostatné nezavislosti. Dokazali sme (44). Mozeme
preto definovat zobrazenie ® : G — X(G, F') kde

<I>(g§1 gl :X? cooxe (45)
Provnavanim prvkov a tpravami sa da preverit, ze ® je
izomorfizmua. O

Veta 79. Nech E je rozsirenie pola F ktoré ob-
sahuje primitivnu n td odmocninu z 1 pre nejaké
n € N. Polozme

A={a € E\{0};a" € F}.

Potom A je podgrupa multiplikativnej grupy pofa
E a F\ {0} podgrupa A a plati
i)

A/(F\{0}) ~ A"/(F\ {0})".
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a
ii) Ak X je grupa charakterov grupy G(E : F') v poli
F tak

X~ A/(F\{0}).

Dodkaz. Uvazujme zobrazenie
A A"/(F\{0})"

O(a) = a™(F\ {0})"™.

Je zrejmé, ze toto zobrazenie je homorfizmus a z definicie
mnoziny A™ vyplyva, Ze je surjekcia. Podla hlavnej vety
o homorfizme sta¢i dokdzat,ze Ker® = F \ {0}. Lahko
je vidiet, ze F'\ {0} C Ker®. Ak a € Ker® tak o™ €
(F\ {0})™ a teda o™ = a™ pre nejaké a € F \ {0}. To
znamend ($)" =1 a preto o = ¢Ja kde ¢ je primitivna n
td odmocnina z 1 a j je nejaké nezaporné celé ¢islo. Podla
predpokladu plati ¢ € F a teda a € F. Tym sme dokdzali
i). Ak a € A tak pre kazdé p € G(E : F) plati p(a™) = o
pretoze podla definicie mnoziny A méame o™ € F. Z toho
dostavame (ﬁ)" =1 a teda ﬁ € F. Prvku p € G(E :
F') mézeme priradit’ hodnotu x,(p) = ﬁ € F. Ak ¢ €
G(E: F) tak

Xa(pth) = ——— = . =



=@ @) = v pw ~ X!

Vidime teda, ze x, je homorfizmus grupy G(E : F') do F
a preto je to charakter. Mozeme teda definovat zobrazenie

v:A4A—-X
kde
Pre f € Aa ¢ € G(E : F) plati @(afﬁ) = ﬁ%‘ To

znamend Xo5(¢) = Xa(@)xs(p). Teda
T(af) = U(a)¥(B),

preto ¥ : A — X je homorfizmus. Toto zobrazenie je sur-
jekcia podla vety 76. Pre kazdé o € A plati o € KerW¥
prave vtedy ked ﬁ = 1 pre kazdy automorfizmus ¢ €
G(E : F). To je ekvivalentné s tym, ze o € F'\ {0}. Preto
KerV = F\ {0}. Z toho dostavame ii).

O

Veta 80. Nech F je pole a n je prirodzené C¢islo,
ktoré nie je delitefné charakteristikou pofa F'. Pre-
dpokladajme, zZe F obsahuje primitivnu n ti od-
mocninu z 1. Ak F je konecné, normalne rozsirenie
pola F také, ze grupa G(E : F) je komutativna tak
existuja také prvky aq,...,a; € F, Ze pole E je rozk-
ladové pole polynému (2" —aq)...(x" — a).
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Doékaz. Grupa A/(F \ {0}) je izomorfnd s G(E : F) a
preto je kone¢na. Nech

A=F\{0}Uar(F\{0})U...ar(F\{0})  (46)

je disjunktny rozklad grupy A. Dokazme

E=F(aq,...,q). (47)
Polozme a; = o', = 1,...,k. Potom a; € F. Pretoze I
obsahuje prim- itivnu n td odmocninu z 1 je F(ayq, ..., ax)

rozkladovym polom polynému (2" —ay) ... (2" —ay) a teda
je to normélne rozsirenie pola F'. Nech neplati (47). Potom
existuje ¢ € G(E : F(ay,...,a)) také, ze ¢ # id. Ak
uvéazime zobrazenie (45) dostdvame, ze existuje charakter
x € X taky, ze

x(p) # 1. (48)

Podla vety 76 existuje o € E také, ze x(¢) = ﬁ. Podla
vety 76 dostdvame o” € F a teda a € A. Z rovnosti (46)
vyplyva a € F(aq,...,ar) a teda a = p(a) a to je spor s

(48). 0

4 Normalna baza

Ak E je rozkladové pole nejakého separabilného polynému
nad polom F' a pre nejaky prvok v € FE tvoria prvky
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©(7), ¢ € G(E : F) bazu vektorového priestoru E nad F
tak tdto baza sa nazyva normdlna baza. Pretoze |G(E :
F)| = [E : F] je to ekvivalentné ss tym, ze tieto prvky su
linedrne nezavislé nad F.

Ak v € E kedy su prvky ¢(7),¢ € G(E : F) lin-
earne nezavislé? Nech G(E : F) = {¢1,...,¢n}. Uvazujme
rovnicu

z101(7) + -+ + Tppn(y) = 0.

Ak oznacime @1 = id a postupne aplikujeme vSetky prvky
G(E : F) naTavu aj pravi stranu tejto rovnice dostaneme
sutavu rovnic

z19i(p1(7)) + -+ zpwilen(y)) =0,i=1,...,n.
7 toho vyplyva:

Lema 10. Prvky ¢;(y),i = 1,...,n st linedrne neza-
vislé prave vtedy, ked matica A = (pi(p;(v))) je
regularna.

Ukazeme ako sa taky prvok dé za istych predpokladov
zostrojit. Predpokladajme, Ze pole F' méa charakteristiku 0.
V takom pripade je pole F' nekone¢né a preto existuje o €
E také, ze E = F(«). Ozna¢me f(x) minimalny polyném
tohoto prvku. Tento polyném je ireducibinlny a teda nemé
nasobné korene. Oznatme a1 = o a a;j = (). Potom
aq, ..., ap s'u vsetky korene polynému f(x).
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Polozme f(z) = (v —«;j)g;(x). Je zrejmé, ze g;(cy) # 0
a pre pre i # j plati g;(a;) = 0. Uvazujme polynémy

Je zrejmé, ze ak a € F tak ¢j(hi(a)) = hj(a). Teda ak
dosadime 7 = hi(a) do matice A z lemy 10 tak prvy ri-
adok tajto matice bude vektor (hi(a),...,hy(a)) a ostatné
riadky budd mat tie isté prvky, iba v inom poradi .

Je zrejmé, ze hj(a;) = 1 a hj(oy) = 0 ak @ # j pre
ij = 1,...,n. Ak oznacime h(z) = > ", h;(z) tak pre
kazdé aj,j = 1,...,nplati h(cej;) = 1. Ale h(z) je polyném
stupnia n—1 a z predoslého vyplyva ze polyném h(z)—1 mé
n korenov. Z toho vyplyva, ze tento polyném sa identicky
rovna 0. Dokazali sme

hi(z)+ -+ hp(x) = 1. (49)
Uvazujme maticu polynomickych funkcii
A(z) = (pi(pj(hi(x)),

kde z je premenna z pola F. Ak ozna¢ime D(z) determi-
nant dejto matice tak plati

D*(z) = | A(z) A" (2)]. (50)
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Matica napravo ma na diagondle hodnotu Z?Zl h? (z). Je
zrejmé, 7e

hi(x)hj(z) =0 (mod f(x)),i#j

a podla (49) dostavame teda

hf(x) = hi(z) (mod f(x)).

7 toho vyplyva D?(x) = 1 (mod f(z)). Z nekonetiosti pola
F dostavame, 7e existuje a € F také, ze D?(a) # 0. A pre
tuto hodnotu a budd hodnoty h;(a),i = 1,...,n linedrne
a preto plati

Veta 81. Hodnoty ¢;(hi(a)),i = 1,...,n tvoria nor-
malnu bazu E nad F'.

5 Doplnky

5.1 Zornova lema a jej ekvivalenty

Nech M je nepriazdna mnozina. Binarna relacia < sa
nazyva ¢iasto¢né usporiadanie na mnozine M prave vt-
edy ak :

1) a < a pre kazdé a € M,
2)aka<bab<atak a=0,
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3Jaka<bab<ctaka < c

pre kazdé a,b,c € M. V takom pripade hovorime aj zZe
mnozina M je ¢iasto¢ne usporiadana. Prvky xz,y € M
nazyvame porovnatelné priave vtedy ked = < y alebo
y < x. Podmnozina mnoziny M sa nazyva ret'azec prave
vtedy ak kazdé jej dva prvky su porovnatelné. Retazcom je
naprilad prazdna mnozina , alebo jednoprvkové mnoziny.

Podmozina S C M sa nazyva zhora ohranicena ak
existuje h € M, také, ze pre kazdé s € S plati s < h.
Prvok h sa nazyva horné ohranic¢enie mnoziny S. Prvok
s1 € S sa nazyva maximalnym prvkom S prave vtedy
ak pre kazdé s € S plati s; < s = s1 = s.

Podmozina S C M sa nazyva zdola ohrani¢ena ak
existuje d € M, také, ze pre kazdé s € S plati d < s.
Prvok d sa nazyva dolné ohranic¢enie mnoziny S.

Zornova lema. Ak kazdy retazec v M je zhora
ohraniéeny, tak M obsahuje maximalny prvok.

Dokézeme, ze Zornova lema je ekvivalentna s

Axioma vyberu. Ak X je neprazdna mnozina
tak existuje zobrazenie f: P(X)\ {0} — X také, ze
f(A) € A pre Ae P(X)\{0}.

YTento vysledok sa vold aj Zornova - Kuratowského lema. Bol
objaveny prvy krat poliakom Kazimierzom Kuratowskym v roku
1922. V roku 1935 ho nezavisle na Kuratowskom dokazal Max Zorn.
Povodom nemec, ktory sa na protest proti nazizmu prestahoval v
roku 1933 do USA.
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Toto tvrdenie je intuitivne l'ahko prijatelné. Hovori , ze
z kazdej neprazdnej mnoziny A sa dé vybrat nejaky prvok
oznaceny ako f(A).

Veta 82. Z Axiomy vyberu vyplyva Zornova Lema.

Nasledujuci dokaz je spracovany podlla préace [9] .

Nech M je ciastoéne usporiadand mnozina, takéd ze
kazdy retazec v M je zhora ohranic¢eny. Ozna¢me R mno-
zinu vSetkych retazcov v M ¢&iatocne usporiadana inkli-
ziou. Maximélny prvok v R nazyvame maximalny ret’a-
zec .

Lema 11. Ak C' € R je maximalny rat’azec tak jeho
horné ohranicenie je maximalny prvok v M.

Dékaz. Ak m je horné ohranicenie C tak aj z max-
imality C vyplyva m € C. Ak by pre niektoré m; € M
platilo m < mj tak aj C' U {m;} je retdzec a teda znovu s
maximality C dostavame m; € C. Preto m; < m a teda
m=mj. O

Zornova lema bude preto dokazand ak sa nam podari
nast v R maximény retazec. Pre C' € R definujme C' =
{r € M;C U {z} € R}, inymi slovami je to mnozina
v8etkych prvkov, ktoré su porovnatelné so vsetkymi prv-
kami C.

Podla Axiomy vyberu existuje zobrazenie f : P(M) \
{0} — M také , ze f(A) € A. Je zrejmé, ze pre retfazec C' €
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R, taky ze C'\ C # 0 je aj mnozina CU{f(C\C)} retzec.
To ndm umoziiuje definovat’ zobrazenie g : R — R tak, ze
g(C)=Cak C=Cag(C)=CU{f(C\C)} inak. Takto

dostavame velmi jednoduché kritérium maximalnosti:

Lema 12. Retazec C je maximalny prave vtedy,
ked ¢(C)=_C.

Budeme vyuzivat vlastnosti nasledujiceho pojmu: sys-
tém mnozin ¥V C R sa nazyva veza prave vtedy ked
i)hev,

ii) Ak C € V tak aj g(C) € V a
iii) ak S C V je retazec tak US € V.

Lema 13. Ak V je veza a retazec tak C = UV je
maximalny retazec v R.

Dokaz. Ak a,b € C tak existuju retazce By € V, By €
Vtaké ze a € B1,b € By. Pretoze V je retazec tak By C B
alebo By C Bj. Teda a,b patria do rovnakého retazca
teda su porovnatelné. Dokazali sme, ze C' je retazec. Teraz
pouzijeme lemu 12. Urcite plati , ze C C g(C). V je retazec
a teda podla vlastnosti iii) definicie veze dostdvame C' € V
ateda aj g(C) € V. Teda g(C) C C ateda C je maximélny
ret'azec. O

Staci teda najst vezu ktora je aj retazec. Je zrejmé,
ze prienik sytému vSetkych vezi je vezi je veza. OznaCme
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ju Vy. Je to minimélna veza. Mnozina C' € V) sa nazyva
porovnatelna prave vtedy ak je porovnatelnd so vset-
kymi mnozinami v V. Symbolom C budeme oznacovat
systém vSetkych porovnatelnych mnozin.

Lema 14. C je veza.

Dokaz. Je zrejmé, ze ) € C. Nech S C C je retazec.
Ak A € V) tak alebo v8etky mnoziny z S si podmoziny
A v takom pripade US C A, alebo aspon jedna z nich je
nadmozinou A a potom A C US. Teda US € C.

Staci teda dokézat iba

CelC=yg(C)ecC. (51)
Nech C' € C. Definujme si
U={AecVy;ACCVyg(C)C A}

Ak dokazeme, ze U je veza, tak z minimality Vy dostdvame
U =YV a teda pre kazde A € Vy plati A C C C g(C) alebo
g(C) C A a teda plati (51).

Je jasné, ze O € U. Uvazujme retazec Q@ C U. Ak pre
kazdi mnozinu A € Q plti A C C tak aj UQ C C. V
opanom pripade existuje A € Q taka, ze g(C) C A a
preto aj g(C) C UQ. Zostava dokazat vlastnost ii) veze.
Pouzijeme implikaciu

AG C = g(A) C C.
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Vyplyva z toho, ze v pripade g(A) ¢ C plati C' & g(A) a
preto A & C' & g(A) teda mnozina g(A) by mala aspon o
dva prvky viac ako A a to je spor.

Nech A e U. Ak A & C tak g(A) C C. Ak C = A
tak g(C) = g(A). Ak C ¢ A tak g(C) C A C g(A). Teda
g(A) € U. Dokézali sme, ze U je veza. O

Takze C je veze, je jasné, ze to je retazec. Preto RUC
je podla lemy 13 maximalny retazec a podla lemy 11 plati
, ze jeho horné ohranicenie je maximalny prvok v M.

Nech L je T'uboovold mnozina. Hovorime, ze bindrna
reldcia < je dobrym usporiadanim na B prave vtedy
ked je ¢iastoénym usporiadanim takym, ze kazdé dva prv-
ky IL st porovnatelné a kazda neprazdna podmnozina L
obsahuje minimélny prvok. Velmi zndmym dobrym uspori-
adanim je usporiadanie mnoziny prirodzenych ¢isel podla
velkosti.

Zermelova veta. Na kazdej mnozine existuje do-
bré usporiadanie.

Veta 83. Axioma vyberu, Zornova lema a Zerme-
lova veta st ekvivalentné.

Ak plati Zermelova veta a X je I'bovolnd mnozina, tak
mozeme predpokladat ze =< je dobré usporiadanie na X.
Potom kazdej neprazdnej mnozine A C X mdzeme prira-
dit’ prvkok f(A) € A ktory bude jej najmensim prvkom
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vzhladom na usporiadanie <. To je zobrazenie ktoré sa
uvazuje v Axiome vyberu.

Na dokaz vety 83 staci uz dokazat iba to ze z Zornovej
lemy vyplyva Zermelova veta.

7 hladiska predstavivosti je zrejmé, ze kazdd koneénu
mnozinu moézeme usporiadat do postupnosti a tak dosta-
neme dobré usporiadanie. Nekonecént spocitatelnii mnozi-
nu moézeme zoradit' do prostej postupnosti a to nam defin-
uje dobré usporiadanie na nej.

Nech L je Tubovolna mnozina. Uvazujme mnozinu M
ktord obsahuje usporiadané dvojice (A,=<4) kde A C L
jemnozina na ktorej existuje dobré usporiadanie <4. Ak
(A,=4),(B,=<B) € M tak hovorime, ze (A, <4) je seg-
ment (B, <p) prave vtedy A C B, pre a,a’ € A plat{

a=<pad =a=<4d (52)
aprea € A, be B plati
b=<pa=0be A (53)

Definijeme ¢iasto¢né usporiadanie na M takto
(A,=4) < (B,=p) prave vtedy ked (A, =4) je segment
(B, =B)-

7 preslého vyplyva, ze M je neprazdna mnozina. Uva-
zujme retazec C C M. Definujme

Ag = U{4;(A;=4) € C}
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a relaciu <4, tak, ze pre a,b € Ay plati
a=<yb=a=ab

kde (A,=4) € C a a,b € A. Je zrejmé <4, je ¢iastoéné
usporiadanie na Ay a kazdé dva prvky su porovnatelné.
Dokézeme, ze < 4, je dobré usporiadanie na Ag. Teda staci
uz dokézat iba to, Ze neprazdna podmnozina Ag méa naj-
mens{ prvok. Ak B C A a B # () tak existuje (4, <4) € C
také, ze AN B # (. Nech b € AN B je najmensi{ pr-
vok A N B. Ukdzeme , Ze b je najmensi prvok B. Nech
b <4, b1 # b. Potom existue A’ také , ze (A',<4) € C
able BNA Plati ANB C AN B alebo ANB C ANB.
Druhy pripad nemoze nastat, lebo by to bol s minimalitou
b. Teda plati prvy pripad. Potom ale (A, <4) je segment
(A", =) atedat/ € A aznovu dostdvame spor s minimal-
itou b. Teda A je dobre usporiadand mnozina a (Ao, <4,)
je hornym ohrani¢enim C'. Z Zornovej lemy dostavame ze
M obsahuje maximdlny prvok. Nech je to (L', =<p/). Ak
by platilo, I/ # L tak existuje prvok ¢ € L taky, ze
¢ ¢ /. Na mnozinu L” = L U {¢} mo6zeme rozsirit’ uspori-
adanie <y tak, ze a <~ ¢ pre kazdy prvok a € I'. Potom
(L”,<p») € M a dostdvame spor s maximalitou (I, </).
Preto I = IL a =<y, je dobré usporiadnie na mnozine L.
Tym sme dokazali, ze Zermelova veta vyplyva z Zornovej
lemy.
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5.2 Rozklad grupy podla podgrupy

Nech G je grupa a H je jej podgrupa definujme pre g € G
mnozinu

gH = {gh;h € H}.
Ked si uvedomime, ze e € H dostdvame
Lema 3. Pre kazdé g € G plati g € gH.
Dokaz: g = ge € gH. O
Veta 84. Pre kazdé g, g; € G plati
gH =g H <= g 'g1 € H.

Dékaz. Nech g~ 'g; € H, potom g~'g; = h € H. Preto
g1 = gh. Teda ak a € g1 H tak a = g1h1 pre nejaké h, € H
a teda a = ghhy € gH. Dokézali sme inkliziu ¢1H C
gH. Opacn inkliziu dokazeme rovnako ak si uvedomime
gl eH=g7g=(9""q))"" € H.

Opacnd implikacia. Nech ¢gH = ¢g1H. Podla Lemy 3
dostavame ¢; € gH teda g = gh preto g"'g1 = h €
H. O

Veta 85. Pre g, g1 plati

gHNg1H # ()<= gH = g1 H.
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Dokaz. Jedna implikéacia je zrejma.
Nech gH N g1 H # 0, potom existuje prvok a € gH N
g1H. Teda existuja hy, ho € H také , ze

gh1 = a = gihs.
Teda po jednoduchej iprave dostavame
-1 _ -1
g g1 = h1h2 eH

podla vety 84 dostavame gH = g1 H. O

Désledok. Mnoziny gH,g € G tvoria disjunktny
rozklad grupy G.

Mnoziny gH nazyvame triedy rozkladu grupy G
podla podgrupy H.

Nasledujtice tvrdenie sa nazyva Lagrangeova veta:

Veta 86. Ak G je koneéna grupa, ktora ma n prvkov
a H je jej podgrupa ktord ma m prvkov tak m|n.

Doékaz. Nech g1 H, . . ., g H st vSetky disjunktné triedy
rozkladu grupy G podla podgrupy H. Podla lemmy 3 plati

G=gHU---UgH

a teda
n=|giH|+ -+ |gpH]|. (54)
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Teraz dokazeme, ze trieda rozkladu ma rovnaky pocet prv-
kov ako H. Polo- Zzme

H=A{h1,....,hn}
potom pre kazdé ¢ = 1,...,k plati

giH = {gih1, ..., gihm}.

Ak g;h; = g;hy tak po vykrateni prvkom g; dostavame
hj = hy a teda j = (. VSetky prvky g;hi,...,gihm st
teda rozne preto |g;H| = m. Z rovnosti (54) vyplyva n =
km. O
5.3 Rad prvku v grupe

Hovorime, ze prvok a grupy G ma kone¢ny rad prave
vtedy ak existuje n € N také, ze a™ = e. Hodnotu

min{n € N;a" = e} (55)
sa nazyva v takom pripade rad prvku a.

Veta 87. Ak a € G je prvok radu m, tak pre kazdé
n € Z plati
a" = e < mjn.
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Dokaz. Ak n = km tak a” = a*™ = (a™)F = ek = e.
Teda jednu implikéciu sme dokézali. Nech n = mqg+r, kde
0 <r < m. Potom z rovnosti ™ = e vylyva

e=am""" =g"a™ =qa"(a") =a"e=a".

Teda ak r > 0 dostavame spor s minimalitou m. ]

5.4 Cyklicka podgrupa

Ak G je grupa a a € G tak mnozina
[a] ={a";n € Z}

je podgrupa a nazyva sa cyklicka podgrupa. Prvok a sa
nazyva generator tejto podgrupy. V pripade G =< a >
sa grupa G nazyva cyklicka.

Veta 88. Ak G je konecna grupa, tak pre kazdé
a € G plati al€l = e.

Doékaz. Nech m je rdd prvku a. Potom cyklickd grupa
[a] generovand tymto prvkom mé m prvkov. Preto m||G]|
a teda al®l = e. O

Toto tvrdenie ma dosledok v elementarnej tedrii ¢isel
zname ako Eulerova veta:

Nech n € N a ¢(n) oznacuje pocet prvkov mno-
ziny {0,...,n—1} ktoré sui nesudeliteIné s n. Potom
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pre kazdé celé Cislo a ktoré je nesiudelitelné s n
plati

a®™ =1 (mod n).
5.5 Faktorové grupy

Na mnozine tried rozkladu grupy podla podgrupy sa dé
za istych predpokladov definovat taka operacia, ze tato
mnozina bude grupou s touto operaciou.

Ak H je podgrupa grupy G, tak tdto podgrupa sa
nazyva normana podgrupa prave vtedy ked

Vge G, gHg ' c H. (56)
Jednoducho sa da dokazat

Veta 89. H je normalna podgrupa G prave vtedy
ked pre kazdé g € GG plati gH = Hg.

Veta 90. Ak H je normalna podgrupa grupy G tak
pre kazdé g1, g2, 91, g5 € G plati

g1 H = goH AN g1 H = goH = g1g1 H = gagyH.

Dokaz. Podla vety 84 staci dokéazat , ze
(9195) 'g192 € H. Je zrejmé, ze

(9595) g1\ = g5 95 dh- (57)
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Z predpokladov dostdvame g, lg1 € H. Ak polozime h =
g5 'g1. Po dosaden{ do (57) z toho vyplyva
(9295) ' 9191 = g5 'hai.
Z toho, ze H je normélna podgrupa dostdvame hg} = ¢} h1
pre nejaké hy € H. Teda
(9295) ' 9191 = g5 g1 € H.

O
Z vety 90 vyplyva, ze na triedach rozkladu G podla H
mozeme definovat operéaciu

(9H)-(¢g'H) = gg'H.

Ak oznaéime symbolom G/ H mnozinu vSetkych tried rozk-
ladu G podla H tak lahko sa nahliadne, ze (G/H,-) je
grupa. Téato grupa sa nazyva faktorova grupa G podla
H.

5.6 Homorfizmus grip
Ak G4, Gs st grupy tak zobrazenie

\I/:G1—>G2

sa nazyva homorfizmus ak zachovava operacie, t.j. pre
kazdé a,b € G1 plati

U(ab) = U(a)T(b).
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Veta 91. ¥(e) = ¢, ¥(a" ') = ¥(a)~! pre kazdé a € G;.

Dokaz tohoto spociva v jednoduchych tpravach.

Mnozina Ker(¥) = {a € G1;¥(a) = e} sa nazyva
jadro homorfizmu W.

Zobrazenie I' : G — G/H kde I'(g) = gH je homorfiz-
mus a nazyva sa kanonicky homorfizmus. Je zrejmé, ze
Ker(I')=H.

Bijektivny homomorfizmus medzi grupami sa nazyva
izomorfizmus. Ak medzi grupami existuje izmorfizmus
nazyvajui sa izmorfné.

Veta 92. Pre kazdy homorfizmus V¥ je Ker(¥) nor-
malnou podgrupou G; a ak ¥ je surjektivne zo-
brazenie tak faktorova grupa G;/Ker(¥) je izomor-
fma s Gs.

Dokaz. Je zrejmé, ze e € Ker(V) ak a,b € Ker(¥)
tak WU(ab) = V(a)¥(b) = ee = e. Teda ab € Ker (V).
Podobne bb~! = e a teda e = U(b)¥(b~1) = ¥(b~1). Preto
b=l € Ker(¥). Teda Ker(¥) je podgrupa. Ak ¢ € G1,b €
Ker(¥) tak ¥(aba™') = ¥(a)¥(b)¥(a™') = ¥(a)¥(a™t)
= U(aa™!) = ¥(e) = e. Teda aba=t € Ker(¥). Dokazali
sme, ze Ker(V¥) je normalna podgrupa.

Zostrojime izomorfizmus ¥ : G1/Ker(¥) — Gy. Ak
ai,as € Gy a a1 Ker(V) = agKer(¥) tak aja; ' € Ker(¥)
ateda ¥(ajay ') = e. To znamend ¥(a1)¥(ay ') = e. Preto
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U(ay) = ¥(az). Definujme teda

V(a1 Ker(¥)) = ¥(ay).
Priamo z definicie jadra dostavame
U(ay Ker(0)) = UlagKer(¥)) =

= a1 Ker(¥) = agKer(V))

Preto ¥ je injektivny homomorfizmus. Ak ¥ je surjektivne
zobrazenie tak pre ¢ € Gq existuje a € G, take, ze ¥(a) =
c a teda ¥(aKer(¥)) = ¢. Dokdzali sme, v ze ¥ je sur-
jekcia a teda aj bijekcia. ]

Priklad 86. Ak H je normélna podgrupa grupy G a Hj
je normélna podgrupa G/H, tak H, = {h € G;hH €
H.} je normalna podgrupa G a grupy G/H; a (G/H)/H,
st izomorfné. Vyplyva to z toho, ze zobrazenie ¥ : G —
(G/H)/Hy, kde ¥(a) = (aH)H; je homorfizmus a H; =
Ker(0).

5.7 Suéin podgrip

Veta 93. Ak Hi, Hy su podgrupy nejakej grupy G
tak HiHs je podgrupa prave vtedy ked

HyHy = HyHy. (58)
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Dokaz. Ak HyHs je podgrupa a hy € Hi,hys € Hs
tak hl_lhg_1 € H1Hs. Z podmienky pre podgrupu vyplyva
(hl_lhz_l)_1 € Hy1Hs to ale znamend hohy € HyHo, preto
HyHy C H1H>. Podobne sa dokédze opaé¢né inklazia.

Nech plati (58). Je zrejmé, ze e € H1Hs. Ak aj,as €
H{Hsy tak a1 = bibo, by € Hy,bo € Hy a a2 = cico,c1 €
Hi,co € Hy. Potom

aras = bibycycs.

Ale bec; € HoHy a teda podla (58) bec; € HiHs. Teda
baoci = dids kde dy € Hl,dg € Hy. Preto

ajag = (b1d1)<d202) € HiH>.

Ak g190 € H1H5 tak (glgg)_l = 92_191—1 € HoH,. 7Z
podmienky (58) vyplyva, ze (g1g2) . O

Hovorime, ze grupa G je priamy sicin podgrup Hi
a Hy prave vtedy ak G = HyHy a kazdy prvok G sa da
jedinym sposobom vyjadrit v tvare gige kde g1 € Hy, g2 €
Hj. Oznacujeme to

G =H{ ® Hs.

Veta 94. Grupa G je priamym sicinom podgrip
H,, Hy prave vtedy ked G = HiHy a Hy N Hy = {e}.
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Doékaz. Ak a € Hi N Hy aa # e tak e = ee = aa™?
teda e sa da vyjadrit dvomi réznymi sposobmi preto G
nemoze byt priamym sycinom Hy Ho.

Nech Hi N Hy = {6} a hihe = g192, h1,91 € Hy a
ho, go € Hy. V takom pripade dostavame gl_lhl = gghg_l €
Hi N Hs. Preto gl_lhl = gth_1 = e, €O znamena ¢g; =
hg.gg = hQ. O

Priklad 87. Ak G je komutativna grupa a G = H; ® Hs
tak G je izomorfna s grupou Hi X Ho na ktorej sa operécia
definuje po zlozkach, teda

(91, 92) - (h1, h2) = (g91h1, g2ho).

Priklad 88. Ak G = H; ® Hy kde Hy, Hy st normalne
podgrupy G, tak podla vety 89 zobrazenie je ® : G —
Hy, ®(hiha) = hg je homorfzmus a Ker® = H;. Preto
G/Hy ~ H,.

Ak G je komutativna grupa Hi,...,Hp su jej pod-
grupy, hovorime, ze G je priamym sti¢inom tychto pod-
grup prave vtedy ak kazdy jej prvok g sa da jednoznacne
vyjadrit v tvare

g=hy...hg,h; € H,i=1,... k. (59)
Oznacujeme to

G=H©®- O H.
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Kazda z podgrip H; sa potom nazyva priamym ¢inite-
Pom grupy G.
Grupy Hy, ..., Hi nazyvame nezavislé vtedy a len vt-
edy ak
H,nNnH .. H_1Hiy .. .H, = {6}

Rovnakym spésobom ako veta 94 sa da dokazat

Veta 95. Ak G je komutativna grupa a Hy,..., Hy
su jej podgrupy tak G = Hy ® --- ® Hp vtedy a len
vtedy ked G = H;...H; a podgrupy H;,i =1,...,k
st nezavislé.

5.8 Cardanov vzorec

Uvazujme kubicktd rovnicu

3 2 _
Y~ + a2y + a1y + ag = 0.

Substitticiou y = x— % sa tato rovnica d4 upravit na tvar,

ktory neobsahuje kvadraticky ¢len
3+ pr+q=0. (60)

Neznamu si vyjadrime v tvare z = u + v. Po dosadeni do
(60) a tprave dostdvame

ud + 03 + (u+v)(Buv 4 p) + ¢ = 0.
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Mozeme predpokladat’, ze u, v sme vybrali tak aby platila
podmienka
3uv +p = 0. (61)

Rovnica potom dostane velmi jednoduchy tvar
w+vd+g=0.

Ak u # 0 mozeme dosadit z (61) v = 2. To vedie na

3u
rovinicu 3
3 p

27l

Polozme u? = U. Po dosadeni a tiprave dostavame kva-
dratickd rovnicu pre U:

U +q=0.

P _y.

U2 +qU — = =
Tav o7

Ak za U zvolime jeden koren tejto rovnice, napriklad

=Yoo B)

tak z (61) vyplyva, ze V bude druhy korer. Teda
51 ap\ sl Ap
_ 32 _ 2, 2P il (R B B
v \/2( q+\/q+27>+\/2( 1 qu27)'
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Na pohlad to posobi dojmom, ze kubicka rovnica ma jedi-
ny koren. Treba zobrat do tvahy Ze symbol /- ma tri
hodnoty.

Ako riesit rovnicu 4. stupna? Podobnou substiticiou
ako pri kubickej rovnici sa dd upravit na tvar

2t = az® + bz + c.

Polozme z = 22 + t. Potom

=gttt =ar’ +br+c+2? + 12 =

= (a + 2t)2* 4+ bx + c + .

Pri tejto rovnici je vyhodné ked vyraz na konci je v tvare
(Ax + B)%. To docielime tym, ze diskriminant tohoto vy-
razu bude 0 ak ho chapeme ako polyném neurcitej x. Dos-
tavame tak rovnicu pre t:

b —4(a+2t)(t*+¢) =0

¢o je kubicka rovnica pre t. Ak t je koren tejto rovnice tak
povodnd rovnica prejde na tvar

(z* 4+ 1)? = (Az + B)%

A t4to sa uz dé riesit rozkladom na dve kvadratické rovni-
ce.
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5.9 Rozklad permutacii na cykly

Nech n je prirodzené ¢islo. Permutéacia m € S, sa nazyva
cyklus ak existuju navzijom rozne prvky xi,...,xx také,
ze vg = m(x1),x3 = w(x2),... T = W(TK-1),21 = T(TL),
ostatné prvky su invariantné (to znamend 7m(a) = a ak
a & {x1,...,xx}). Takito permutdciu oznacujeme

ﬂ:(azl...xk).

Hodnota k sa nazyva dfzka cyklu 7. Cykly (z1 ...zy),
(y1-..y¢) sa nazy- vaju disjunktné prave vtedy ked
{z1,...,2x} N {y1,...,ye} = 0. Dahko sa preveri

Veta 96. Disjunktné cykly komutujiu

Priklad 89. Ak m > 5 a p # ¢ sa také prvocisla, ze
p+ g < m tam grupa S,, obsahuje dva disjunktné cykly,
jeden dféky p a druhy dfiky q a teda obsahuje cyklicku
podgrupu radu pgq.

Veta 97. Kazda permutéacia sa da vyjadrit ako su-
¢in disjunktnych cyklov

Dokaz. Nech 7 € S,,. Uvazujme postupnost
m(1),w(mw(1)),.... Raz sa v tejto postupnosti vyskytne pr-
vok 1 prvy krat. Tam konéi prvy cyklus. Takto postupne
vycerpame vsetky prvky. O
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Priklad 90. (}322°%) = (15)(2436)

Veta 98. Rad saéinu disjunktnych cyklov sa rovna
najmensiemu spoloénému nasobku ich dlzok .

Dokaz. Ak m = w1 ...7s kde mq,...,7ms su disjunktne
cykly tak z toho, ze komutuji dostaveme

S disjunknosti cyklov vyplyva, ze 7" = id prave vtedy ked
m; =1id pre vietky ¢ = 1,...,s. A m] = id prave vtedy ked
dlzka ; je delitefom r. Z toho vyplyva tvrdenie. O

Cyklus dIzky dva sa nazyva transpozicia. Pre kazdy
cyklus dlIzky k plati

(z122)(T123) - - - (T178) = (21 .. . TR).

To znamena, ze kazda permutécia je sti¢inom transpozicii
. Preto:

Veta 99. Ak podgrupa G C S, obsahuje vsSetky
transpozicie tak G = S,,, pre n € N.

Transpozicia tvaru (j — 1, j) pre j = 2,...,n sa nazyva
jednoducha.

Veta 100. Ak podgrupa G C S, obsahuje vsetky
jednoduché transpozicie tak G = S,,.
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Doékaz. Podla predoslej vety staci dokazat ze dana
podgrupa G obsahuje kazdu transpoziciu (3, j),i < j,i,j =
1,...,n.

G urcite obsahuje cyklus

A= (l,i4+1,...,7) =
= -1, —27—1)...(i+1,i+2)(,i+1).
Po jednoduchom vypocte dostavame
(i,5) = A0 — LA
O]

Veta 101. Ak podgrupa G C S, obsahuje cyklus
(1,2,...,n) a transpoziciu (1,2) tak G = S,,.

Dokaz. Jednoduchym vypoctom mobzeme preverit rov-
-nost

(1,n) = (1,2,...,n)(1,2)(1,2,...,n)" "

(G—1,5)=(1,2,...,n)71(1,2)((1,2,...,n) 1)L

pre j =3,...n. O
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Veta 102. Nech p je prvocislo. Ak podgrupa G C S,
obsahuje cyklus dlzky p a jednu transpoziciu tak
G =8,.

Dokaz. Nech (i,7) je spominand transpozicia a p ja
dany cyklus. Existuje také k € Z, ze p*(i) = j. Oznaéme
7 = p*. Pretoze p je prvocislo je aj 7 cyklus dlzky p. Nech

= (i,7,23,...,2p).
Ak oznacime x1 = i, 20 = j tak
m=(x1,22,23,...,Tp).

Ak uvézime (7, j) = (x1,x2) dostdvame nase tvrdenie ana-
logickym postupom v dokaze vety 101. O

5.10 Vietove vzorce

Definujme polynémy n - premennych, pre dané n € N
nasledujicim sposobom

O = E Ljp - Ty,
J1<Je<-<Jk

kde j;1 < jo < --+ < jr prebiehaju vsetky k - prvkové
podmnoziny mnoziny {1,2,...,n}, k = 1,...,n. Naprik-
lad

Op =21 ...2Tp,
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alebo
n
o] = E Tj.
j=1

Polyném o), mé (}) s¢itancov.
Ak predpokladdme, ze x1,...,x, st korene polynému
f(x) daného rovnostou (1) a predstavime si ho v tvare

fl@)=ap(x—x1)...(x — xy)
tak porovnanim koeficientov dostavame
- _1\*J .
a; = an(=1)""7on_;
pre j = 1,...,n. Tieto rovnosti sa nazvaju Vietove vzor-
ce.

Polyném n neurcitych h(zq,...,z,) sa masyva symet-
ricky prave vtedy ked

h(il?l, s 7xn) = h(xﬁ(l)v s 7337r(n))

pre kazdd permutaciu m € S,,. Hned vidime, Ze polynémy
01,...,0p su symetrické. Postupnymi tpravami sa dé do-
kézat :

Hlavna veta o symetrickych polynémoch. Ak
h(z1,...,x,) je symetricky polyném nad pofom F
tak existuje taky polyném p(yi,...,y,) nad pofom
F, ze

h(z1,...,2n) =plo1,...,00).
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