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1 Úvod

Úvod. Tento text si kladie za ciel’ sprostredkovat’ čitatel’-
ovi niektoré základné poznatky o riešeńı polynomických
rovńıc. Sú to rovnice tvaru

f(x) = anx
n + · · ·+ a0 = 0, (1)

kde an, . . . , a0 sú prvkami nejakého pol’a F . Vieme, že
takáto rovnica má vždy korene v nejakom nadpoli pol’a F .
Otázka je ako tieto korene nájst’ , alebo presneǰsie poveda-
né vypoč́ıtat’. Vzorec na výpočet koreňov kvadratickej rov-
nice je všeobecne známy a nepoznáme jeho objavitel’a.
Pravdepodobne ich je viac, nezávislých na sebe. S istou
mierou poézie sa hovoŕı , že tento vzorec je súčast’ou mate-
matického folklóru. Až v 16. storoč́ı boli objavené formule
na výpočet koreňov kubickej rovnice. Najznámeǰsia sa volá
Cardanov vzorec. Jeho objavenie sa pripisuje matemati-
kovi menom Tartaglia, ktorý ho údajne predal Jeromovi
Cardanovi. Šestnáste storočie bolo obdob́ım súbojov. Mi-
mo iných sa odohrávali aj matematické súboje. Súperi si
zadávali úlohy. Každý mohol zadat’ iba takú úlohu, ktorú
vedel sám riešit’. Traduje sa, že Cardano zaviazal Tartagliu
mlčanlivost’ou a to mu umožnilo v́ıt’azit’ pomocou kubic-
kých rovńıc. Výhodou matematických súbojov bolo tiež
to, že pri nich neboli mŕtvi.

2



Trochu neskôr Cardanov žiak Ferarri objavil formulu
pre korene polynómu 4. stupna. Úpravami previedol tento
problém na kvadratickú a kubickú rovnicu. Samozrejme
nasledovali snahy na objavenie metódy výpočtu koreňov
rovnice piateho stupňa. Tieto však boli dlhodobo neúspeš-
né. Jeden zo spôsobov pri tomto výskume spoč́ıval vo vyu-
žit́ı tzv. Vietovych vzorcov. To sú formule, ktoré vyjadrujú
koeficienty daného polynómu pomocou jeho koreňov. Teda
v našom pŕıpade vyjadrujú známe veličiny pomocou nez-
námych. Ciel’om bolo rôznymi úpravami dosiahnut’ opak :
vypoč́ıtat’ nezmáme pomocou známych. Ako sme už spo-
mı́nali nepodarilo sa. Napriek tomu táto práca pŕınos ma-
la. Vietove vzorce sú symetrické, to znamená že sa ne-
menia pri prehadzovańı poradia koreňov, ináč povedané
pri permutáciach. To viedlo k objaveniu grúp permutácíı
. Začiatkom 19. storočia objavili nezávisle na sebe nór
Niels Henrik Abel a francúz Evariste Galois metódu pomo-
cou ktorej priradili danej polynomickej rovnici istú grupu
permutácíı , ktorá sa dnes nazýva Galoisova grupa tejto
rovnice. Rovnice ktoré sa dajú riešit pomocou vzorcov kto-
ré obsahujú odmocniny majú túto grupu pomerne jedno-
duchú. Rovnice, ktorých grupa je zložitá sa pomocou od-
mocńın riešit’ nedajú. Okrem iného to aj objasňuje prečo
vyššie uvedený výskum nepriniesol očakávané výsledky.

Evariste Galois nemal štastný osud. Narodil sa 1811,
koncom napoleonských vojen , zomrel 1832 ako dvadsat’ro-
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čný - pri súboji. Nepodarilo sa mu ani zoznámit’ ma- tem-
atikov tej doby so svojimi výsledkami. Okrem iného to bolo
aj dôsledkom nestabilnej situácie vo vojnami zbedačeného
Francúzska.

O trochu vačšie st’astie mal Niels Henrik Abel (1802-
1829), podarilo sa mu nadviazat’ kontakty s inýmy učen-
cami svojej doby. Aj on však zomrel mladý. Dostal zápal
pl’úc - vtedy neexistovali antibiotiká a ústredné kúrenie
bolo vel’mi zriedkavé. Komutat́ıvne grupy sa na jeho po-
čest’ nazývajú aj Abelove grupy.

Na začiatku si pripomenieme niektoré o polynómoch.
Budeme študovat’ rozš́ırenia poĺı o korene polynómov a
ich galoisove grupy. Ukážeme ako súvisia s rozš́ıreniami o
korene binomických rovńıc. Bude nás zauj́ımat’ hla- vne to
či sú komtat́ıvne resp. cyklické. Dokážeme o istej množine
poly- nómov, že ich korene sa nedajú vyjadrit’ pomocou
odmocńın. Medzi také polynómy patŕı aj polynóm x5 −
10x− 5.

Jednoduchš́ım probémom je otázka euklidovských geo-
metrických konštrukcíı , prav́ıtkom a kružidlom, ktorú už
dobre poznáme - postupná adjunkcia druhých odmocńın.

Galoisova teória dnes patŕı medzi vel’mi rozvinuté časti
algebry so širokými aplikáciami napŕıklad v informatike.

Text sa snaž́ıme viest’ čo najskôr ku Galoisovym gru-
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pám. V čast doplnky sú niektoré dolpňujúce poznatky. Pre
úplnost’ je na začiatku doplnkov uvedená Zornova lema a
dôkaz jej ekvivalencie s Axiomou výberu.

Chcel by som poprosit’ pŕıpadných čitatel’ov o zhovie-
vavost’ k jazykovej úrovni textu. Spôsob jeho pŕıpravy a
vydania neumožnil urobit’ dôkladnú jazykovú korektúru.

Touto cestou by som chcel pod’akovat’ recenzentom za
podporu a vel’mi cenné pripomienky k textu. Rovnako vy-
jadrujem vd’aku aj pani RNDr. Zuzane Václav́ıkovej, PhD.
z Ostravskej Univerzity za predbežné preč́ıtanie taextu a
jej pripomienky.
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Označenia. Budeme označovat’ C - množina komplex-
ných č́ısel, R - množina reálnych č́ısel, Q - množina racio-
nálnych č́ısel, Z - množina celých č́ısel, N množina priro-
dzených č́ısel, F [x] okruh polynómov neurčitej x nad po-
l’om F , Z[x] množina polynómov s celoč́ıselnými koeficien-
tami, Zm - množina zvyškových tried modulo m, Z∗m -
množina zvyškových tried modulo m, ktoré sú nesúdelitel’-
né s m, Sn bude označovat’ množinu všetkých permutácíı
množiny {1, . . . , n}. Symbol [M ] bude označovat’ najmen-
šiu podgrupu danej grupy obsahujúcu množinu M . Ďalej
budeme označovat’ zjednodušene [{a1, . . . , aj}] =
= [a1, . . . , aj ]. Ak S je konečná množina tak symbol |S|
bude znamenat’ počet jej prvkov. Niekedy sa táto hodnota
označuje aj card(S). My však s priestových dôvodov tento
symbol použ́ıvat’ nebudeme. Z kontextu bude vždy jasné,
že ide o množinu a teda sa to nebude mýlit’ s absolútnou
hodnotou č́ısla. Ak a je kladné reálne č́ıslo tam symbolom
n
√
a budeme označovat’ kladný koreň polynómu xn − a,

teda hodnotu ktorá má tiež oznečenie a
1
n , pre n ∈ N. Ak

a l’ubovol’ný iný tak n
√
a bude jeden ale v danom kontexte

pevne daný koreň polynómu xn − a.

1.1 Základné pojmy

Stručne pripomenieme defińıcie a vlastnosti algebrických
štruktúr ktoré budeme použ́ıvat’.

6



Usporiadaná dvojica (G, ◦) sa nazýva grupa ak G je
množina a ◦ je asociat́ıvna binárna operácia na G, ktorá
má neutrálny prvok a ku každému prvku G existuje in-
verzný prvok. Neutrálny prvok zvykneme označovat’ e. Ak
G je grupa bijekcíı na nejakej množine tak neutrálny prvok,
teda identické zobrazenie, označujeme id. Ak použ́ıvame
adit́ıvnu symboliku, teda (G,+), neutrálny prvok nazý-
vame aj nulový prvok a označujeme ho ako obvykle 0. 1

Usporiadanú trojicu (R,+, ·) na nazývame komuta-
t́ıvny okruh s jednotkou ak (R,+) je komutat́ıvna gru-
pa, operácia · je asociat́ıvna a komutat́ıvna na R, má
neutrálny prvok a

a(b+ c) = ac+ bc

pre všetky a, b, c ∈ R.
Neutrálny prvok operácie · sa v tomto pŕıpade zvykne

označovat’ 1, nazývame ho aj jednotkový prvok.
Komutat́ıvny okruh s jednotkou R sa nazývam obor

1Pojem grupy vznikal postupne pri štúdiu množ́ın permtácíı
koreňov polynómov. V roku 1900 pravdepodobne James de Pierpoint
definoval grupu ako množinu s operáciou ktorá spl’ňa tri aximomy -
tak ako ju poznáme dnes. De Pierpoit pochadzal z USA, narodil sa
v 16. júna 1866 v štáre Connecticut. Matematiku študoval v Európe,
v Berĺıne a vo Viedni. Tam aj źıskal doktorát. Neskôr pôsobil v USA
na univerzite Yale. Zomrel 9. decembra 1938.
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integrity práve vtedy ked’

ab = 0⇐⇒ a = 0 ∨ b = 0

pre každé a, b ∈ R.
Usporiadané trojica (F,+, ·) sa nazýva pole ak je to

komutat́ıvny okruh s jednotkou a (F \ {0}, ·) je grupa. V
tomto pŕıpade (F,+) sa nazýva adit́ıvna grupa pol’a F a
(F \ {0}, ·) sa nazýva multiplikat́ıvna grupa pol’a F .

Okruh polynómov jednej alebo viacerých neurčitých
nad pol’lom F je pŕıkladom oboru integrity. Pŕıkladom
pol’a je napŕıklad množina racionálnych č́ısel, reálných č́ısel
a komplexných č́ısel.

Hovoŕıme, že pole F má konečnú charakteristiku
práve vtedy ak existuje n ∈ N také, že

n× 1 := 1 + · · ·+ 1 = 0

kde 1 sa sč́ıta n krát. Najmenšie také n sa nazýva charak-
teristikou pol’a F . L’ahko sa ukáže, že (n1 × 1)(n2 × 1) =
n1n2 × 1. Z minimality charakteristiky potom vyplýva

Veta 1. Ak má pole konečnú charakteristiku tak
jeho charakteristika je prvoč́ıslo.

Veta 2. Pole charakteristiky p obsahuje podpole
izomorfné s pol’om Zp, kde p je l’ubovol’né prvoč́ıslo.
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Dôkaz. Je to podpole {0, 1, 2× 1, . . . , (p− 1)× 1}.
Ak (V,+) je komutat́ıvna grupa a F je pole hovoŕıme,

že V je vektorový priestor nad F ak existuje operácia
· : F × V → V ktorá spl’ňa nasledujúce podmienky:
1) 1 · v = v pre v ∈ V ,
2)(ab)v = a · (b · v) pre v ∈ V, a, b ∈ F ,
3) (a+ b) · v = a · v + b · v pre v ∈ V, a, b ∈ F a
4) a · (v1 + v2) = a · v1 + a · v2 pre a ∈ F, v1, v2 ∈ V .

Prvky množiny V budeme nazývat’ vektory aj ked’
nemusia mat’ geometrický význam. Pre stručnost’ budeme
namiesto a · v ṕısat’ iba av. Ak
v1, . . . , vn ∈ V a a1, . . . , an ∈ F tak vektor

v = a1v1 + · · ·+ anvn

budeme nazývat’ lineárnou kombináciou vektorov
v1, . . . , vn. Symbolom L(v1, . . . , vn) budeme označovat’
množinu všetkých lineárnych kombinácíı vektorov
v1, . . . , vn. Je zrejmé, že aj táto množina tvoŕı vektorový
priestor nad F . Hovoŕıme tiež, že tento priestor je gen-
erovaný vektormi v1, . . . , vn.

Vektorový priestor V sa nazýva konečnorozmerný
ak existuije taká konečná postupnost’ v1, . . . , vn ∈ V , že
V = L(v1, . . . , vn). V takomto pŕıp- ade sa postupnost’
s najmenš́ım počtom vektorov, ktoré generujú vektorový
priestor V nazýva báza tohoto priestoru. Počet jej prvkov
nazývame dimenziou V , označuje sa ako dimV .
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Vektory v1, . . . , vn sa nazývajú lineárne nezávislé
práve vtedy, ked’ plat́ı

a1v1 + · · ·+ anvn = 0⇐⇒ a1 = 0, . . . , an = 0. (2)

Veta 3. Ak vektory v1, . . . , vn sú bázou V tak sú
lineárne nezávislé.

Dôkaz. Ak by v rovnosti (2) platilo napŕıklad an 6= 0
tak vektor vn by sa dal vyjadrit’ ako lineárna kombinácia
v1, . . . , vn−1 a z toho by sme po jednoduchých úpravách
dostali V = L(v1, . . . , vn−1) a to je spor s minimalitou
n.

Veta 4. Ak vektory v1, . . . , vn sú bázou V tak každý
vektor z V sa dá vyjadrit’ jediným spôsobom ako
ich lineárna kombinácia.

Rovnako sa dá dokázat’ : Ak v1, . . . , vn vektory tvoria
bázu V a v = a1v1 + · · · + anvn a a1 6= 0 tak aj vek-
tory v, v2, . . . , vn tvoria bázu V . Pomocou toho faktu sa
dá odvodit’

Veta 5. Postupnost’ lineárne nezávislých vektorov
vektorového priestoru dimenzie n nemôže obsaho-
vat’ viac ako n prvkov. Ak takáto postupnost’ má n
prvkov tak tvoŕı bázu daného vektorového priesto-
ru.
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1.2 Konečné polia

Dôležitú úlohu hrajú konečné polia. Medzi ne patria tiež
polia zvyškových tried modulo prvoč́ıslo. Konečné pole má
konečnú charakteristiku. Ak p je charakteristika daného
pol’a tak podl’a vety 2 obsahuje podpole izomorfné s pol’om
Zp. Ked si uvedomı́me, že každé pole je vektorový priestor
nad svoj́ım podpol’om dostávame podl’a vety 4

Veta 6. Konečné pole má pk prvkov, kde p je jeho
charakteristika a k je vhodné prirodzené č́ıslo.

Dokážeme jednu významnú vlastnost’ konečných poĺı .
V Doplnkoch sa nachádza defińıcia pojmu cyklickej grupy,
ktorý budeme študovat’ .

Veta 7. Multiplikat́ıvna grupa konečného pol’a je
cyklická.

V dodatkoch je tiež pripomenutý rád prvku v grupe.
Dôkaz vety 7 začneme nasledovným tvrdeńım:

Veta 8. Nech F je konečné pole a |F |−1 = pα1
1 . . . pαss

je kanonický rozklad. Potom pre každé j = 1, . . . , s
existuje v F \ {0} prvok rádu p

αj
j .

Dôkaz. Nech j je pevne dané. Uvažujme množinu M
všetkých prvkov tvaru

a

|F |−1

p
αj
j , a ∈ F \ {0}.
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Je zrejmé, že pre každé b ∈M plat́ı

bp
αj
j = 1.

Preto rády prvkov z tejto množiny sú p`j kde ` ≤ αj . Ak by

ani jeden z jej prvkov nemal rád rovný p
αj
j tak pre každý

prvok b ∈M plat́ı

bp
αj−1

j = 1.

To znamená, že pre každý prvok a ∈ F \ {0} plati

a
|F |−1
pj = 1.

Teda polynóm x
|F |−1
pj − 1 by mal |F | − 1 koreňov a teda

viac koreňov ako je jeho stupeň, tým sme dostali spor.

Veta 9. Nech G je grupa a a, b ∈ G sú také prvky,
že ab = ba. Ak rád prvku a je m1 a rád prvku b je
m2 a (m1,m2) = 1 tak rád prvku ab je m1m2.

Dôkaz. Určite plat́ı

(ab)m1m2 = e

a teda ak m je rád prvku ab tak m|m1m2. Ukážeme, že to
plat́ı aj opačne. Z defińıcie m dostávame

ambm = e
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a teda

e = (ambm)m1 = amm1bmm1 = bmm1 .

Preto m2|mm1 a z podmienky (m1,m2) = 1 dostávame
m2|m. Rovnako sa dokáže m1|m.

Dôkaz vety 7. Nech |F | − 1 = pα1
1 . . . pαss . Označme

aj prvok rádu p
αj
j . Podl’a vety 9 prvok

a = a1 . . . as

má rád |F | − 1 a teda generuje celú grupu F \ {0}.

2 Rozš́ırenia poĺı

2.1 Algebrické prvky

Nech F je pole a E je jeho nadpole. Prvok α ∈ E za nazýva
algebrický nad F práve vtedy ak je koreňom nejakého
polynómu z F [x] stupňa aspoň 1. V takom pŕıpade nor-
movaný polynóm f(x) ∈ F [x] najnižšieho stupňa taký, že
f(α) = 0 sa nazýva minimálny polynóm prvku α. Prvok
E ktorý nie je algebricý nad F sa nazýva transcendentný
nad F . Komplexné č́ısla ktoré sú algebrické nad pol’om
racionálnych č́ısel sa nazývajú algebrické č́ısla. Tie ktoré
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sú transcendetné nad pol’om Q sa nazývajú transcen-
detné č́ısla. 2

Veta 10. Ak α je algebrický prvok na polom F a f(x)
je jeho minimálny polynóm, tak pre kazdý polynóm
g(x) ∈ F [x] plat́ı

g(α) = 0⇐⇒ f(x)|g(x).

Dôkaz. Jedna implikácia je zrejmá na prvý pohl’ad.
Nech g(α) = 0. Polynóm g(x) môžeme delit’ so zvyškom a
dostávame

g(x) = f(x)q(x) + r(x)

kde stupeň r(x) je menš́ı ako stupeň f(x). Po dosadeńı
do poslednej rovnosti dostávame r(α) = 0. Ak by r(x)
bol nekonštantný polýnóm dostali by sme spor s minimal-
itou stupňa f(x). Teda r(x) je konštantný polynóm preto
r(x) = 0.

Veta 11. Ak α je algebrický prvok nad pol’om F
tak normovaný polynóm f(x) ∈ F [x] je minimálny
polynóm α práve vtedy ak f(x) je polynóm ire-
ducibilný nad pol’om F a f(α) = 0.

2Otázkam transcendentnosti č́ısel sa venuje vel’ká čast’ výkumu.
Je dokázané, že č́ısla π a e sú transcendentné. V roku 1934 Theodor
Schneider a Alexander Gel’fond dokázali nezávisle na sebe, že v
pŕıpade ked’ a 6= 0, 1 je algebrické č́ıslo a b je iracionálne č́ıslo tak
ab je transcendentné č́ıslo.
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Dôkaz. Ak f(x) = f1(x)f2(x) a f(α) = 0, tak f1(α) =
0 alebo f2(α) = 0. Teda ak f(x) je minimálny polynóm α
tak z minimality stupňa f(x) vyplýva že obidva polynómy
f1(x), f2(x) nemôžu mat’ stupeň menš́ı ako f(x). Teda
f(x) nemá vlastné delitele a teda je ireducibilný.

Nech f(x) ireducibilný a f(α) = 0. Ak f0(x) je minimá-
lny polynóm prvku α tak z vety 10 vyplýva, že f0(x)|f(x).
Preto f(x) = cf0(x), teda aj f(x) je minimálny polynóm
prvku α.

Pŕıklad 1. Minimálny polynóm
√

2 nad pol’omQ je x2−2.

2.2 Separabilné polynómy

Polynóm patriaci do F [x] sa nazýva separabilný práve
vtedy ak v žiadnom nadpoli nemá násobné korene.

Pŕıklad 2. Polynóm x2+1 je separabilný. Polynóm (x2+
1)2 separabilný nie je, pretože má v C dvojnásobné korene
i,−i.

Veta 12. Ak ireducibilný polynóm z F [x] má nenu-
lovú formálnu deriváciu tak je separabilný. 3

3Ak a(x) = anx
n + · · ·+ a0 tak symbolom a′(x) označujeme tzv.

formálnu deriváciu polynómu a(x) kde

a′(x) = nanx
n−1 + · · ·+ a1.

15



Dôkaz. Ak f(x) ∈ F [x] je ireducibilný polynóm a jeho
derivácia je nenulový polynóm tak sú nesúdelitel’né. Teda
existujú polynómy h1(x), h2(x) ∈ Q[x] také, že

1 = h1(x)f(x) + h2(x)f ′(x). (3)

Ak by mal f(x) v nejakom nadpoli násobný koreň tak

f(x) = (x− α)2f1(x)

a teda

f ′(x) = 2(x− α)f1(x) + (x− α)f ′1(x).

Ak by sme α dosadili do (3) dostali by sne 1 = 0 a to je
spor.

2.3 Rozš́ırenie pol’a, Galoisova grupa.

Ak F ⊂ E sú polia, hovoŕıme , že pole E je rozš́ıreńım
pol’a F . V takom pŕıpade sa izomorfizmus ϕ : E → E
spl’ňajúci podmienku ϕ(a) = a pre každé a ∈ F nazýva
F -automorfizmus pol’a E. Množinu všetkých F - au-
tomorfizmov budeme označovat’ G(E : F ). Je zrejmé že

Ako vid́ıme ide o rozš́ırenie derivácie tak ako ju poznáme z diferen-
cialneho počtu na polynómy nad l’ubovol’ým pol’om. Úpravami sa dá
preverit’, že súčet a súčin sa derivuje štandartným spôsobom.
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táto množina tvoŕı grupu vzhl’adom na operáciu skladania
zobrazeńı . Budeme ju nazývat’ Galoisova grupa pol’a
E nad pol’om F . Istý význam tohto pojmu pre štúdium
koreňov polynómov je vidiet’ z nasledujúceho jednoduch-
ého faktu:

Veta 13. Nech f(x) ∈ F [x] a ϕ ∈ G(E : F ). Potom
pre každé b ∈ E plat́ı

f(b) = 0⇐⇒ f(ϕ(b)).

Dôkaz. Ak f(x) = anx
n+ · · ·+a0 tak pre b ∈ E máme

ϕ(f(b)) = ϕ(anb
n + · · ·+ a0) =

= ϕ(an)ϕ(bn) + · · ·+ ϕ(a0) = anϕ(bn) + · · ·+ a0

f(ϕ(b)).

Pretože ϕ(f(b)) = 0 práve vtedy ked’ f(b) = 0 dostáveme
tvrdenie.

Pŕıklad 3. Ak uvažujeme R pole reálnych č́ısel a jeho nad-
pole C komplexných č́ısel, tak vel’mi známym pŕıkladom R
automorfizmu je zobrazenie z → z, komplexnému č́ıslu sa
prirad́ı komplexne združené. Aký bude minimálný poly-
nóm č́ısla 1 + 2i nad R? Koreňom takého polynómu muśı
byt’ aj 1− 2i a teda to je polynóm

(x− (1 + 2i))(x− (1− 2i)) = x2 − 2x+ 5.
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Pŕıklad 4. Uvažujme poleQ(
√

2). Ak ϕ ∈ G(Q(
√

(2) : Q)
tak ϕ(a + b

√
2) = a + bϕ(

√
2). Je zrejme, že (ϕ(

√
2))2 =

ϕ(2) = 2. Teda ϕ(
√

2) = ±
√

2. Teda grupa G(Q(
√

(2) : Q)
obsahuje iba dva prvky ϕ0 = id a ϕ1 kde ϕ1(a+

√
2) = a−

b
√

2. Z toho vidiet, že táto grupa je izomorfná s aditivnou
grupou Z2.

Hovoŕıme, že pole E je konečné rozš́ırenie pol’a F práve
vtedy ked’ E je konečnorozmerný vektorový priestor nad
F . V tomto pŕıpade dimenziu E nad F označujeme [E : F ]
a táto hodnota sa nazýva stupeň rozš́ıenia E nad F .

Ak α ∈ E, tak symbolom F (α) budeme oznaǒvat’ na-
jmenšie podpole pol’a E, ktoré obsahuje F aj α. Je to
teda množina, ktorá obsahuje práve všetky súčiny, súčty,
podiely s nenulovým menovatel’om prvkov množiny F ∪
{α}. Hovoŕıme tiež, ž k polu F sme adjungovali prvok α.
Ak β ∈ E tak označujeme F (α)(β) := F (α, β).

Pŕıklad 5. Pole Q(
√

2,
√

3) obsahuje prvok
√

3+
√

2. Teda
Q(
√

3 +
√

2) ⊂ Q(
√

3,
√

2). Pole Q(
√

3 +
√

2) obsahuje aj
prvok 1√

3+
√
2

=
√

3 −
√

2. Sč́ıtańıa odč́ıtańım dostávame
√

3,
√

2 ∈ Q(
√

3 +
√

2). To znamená Q(
√

3,
√

2) ⊂ Q(
√

3 +√
2). Teda Q(

√
3 +
√

2) = Q(
√

3,
√

2).

Pŕıklad 6. Ak uvažujeme galoisovu grupu G(Q(
√

2,
√

3) :
Q) tak vid́ıme, že pre každý jej prvok ϕ plat́ı (ϕ(

√
2))2 =

2, (ϕ(
√

3))2 = 3. Táto grupa má preto štyri prvky ϕ0 = id,
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ϕ1, kde ϕ1(
√

2) = −
√

2 ϕ1(
√

3) =
√

3, ϕ2, kde ϕ2(
√

2) =√
2 ϕ2(

√
3) = −

√
3 a ϕ3, kde ϕ3(

√
2) = −

√
2 ϕ3(

√
3) =

−
√

3. Teda táto grupa je izomorfná s Z2 × Z2.

Pŕıklad 7. Môžeme sa opýtat’ aký bude minimálny poly-
nóm č́ısla

√
2+
√

3 z predošlého pŕıkladu. Koreňom tohoto
polyńomu musia byt’ všetky hodnoty ϕj(

√
2 +
√

3), j =
0, 1, 2, 3. Dostávame takto, že je to polynóm

(x− (
√

2 +
√

3))(x− (
√

2−
√

3))·

·(x− (−
√

2 +
√

3))(x− (−
√

2−
√

3)) =

= x4 − 10x2 + 1.

Polynóm ktorý má štyri korene muśı byt’ aspoň štvrtého
stupňa. Z toho vyplýva, že daný polynóm je minimálny
polynóm prvku

√
2 +
√

3.

Veta 14. Nech f(x) ∈ F [x] je ireducibilný polynóm
stupňa m ≥ 1 a α ∈ E je jeho koreň.
i) Prvky 1, α, . . . , αm−1 sú lineárne nezávisé nad po-
l’om F .
ii) F (α) je vektorový priestor nad F s bázou
1, α, . . . , αm−1.
iii) V takom pŕıpade plat́ı [F (α) : F ] = m.

Dôkaz. Polynóm f(x) je minimálnym polynómom pr-
vku α preto tento prvok nemôže byt’ koreňom polynómu
nižšieho stupňa. Z toho vyplýva i).
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Označme V vektorový priestor generovaný prvkami
1, α, . . . , αm−1 nad pol’om F . Je zrejmé že V ⊂ F (α). Na
to aby sme dokázali opačnú inklúziu stač́ı dokázat’ , že V je
pole, teda že s každými dvomi prvkami obsahuje ich súčin
a s každým nenulovým prvkom osahuje aj jeho inverzný
prvok. Ak a, b ∈ V tak a = g1(α), b = g2(α) pre nejaké
g1(x), g2(x) ∈ F (x). Potom g1(x)g2(x) = q(x)f(x) + r(x)
kde q(x), r(x) ∈ F [x] a stupeň r(x) je menš́ı ako m. Preto
ab = r(α) ∈ V . Ak a 6= 0 tak g1(x) je nenulový polynóm.
Z ireducibility vyplýva že f(x) a g1(x) sú nesúdelitel’né
polynómy a teda existujú polynómy g3(x), g4(x), g5(x) ta-
ké že stupeň g3(x) je menš́ı ako m a

1 = g1(x)g3(x) + g4(x)f(x),

a teda ag3(α) = 1.
Bod iii) vyplýva automaticky z toho že F (α) má m

prvkovú bázu.

Pŕıklad 8. Polynóm x3 − 2 je ireducibilný nad Q. Preto
[Q( 3
√

2) : Q] = 3,

Pŕıklad 9. Aká je galoisova grupa G(Q( 3
√

2) : Q)? Nech
ϕ ∈ G(Q( 3

√
2) : Q). Potom ϕ(a + b 3

√
2 + c( 3

√
2)2) = a +

bϕ( 3
√

2) + c(ϕ( 3
√

2)2). Prvok ϕ( 3
√

2) patŕı do pol’a Q( 3
√

2).
Polynóm x3 − 2 má dva korene komplexné a jeden reálny.
Toto pole obsahuje iba ten reálny a teda ϕ( 3

√
2) = 3

√
2.
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Preto grupa G(Q( 3
√

2) : Q) má jediný prvok a to identické
zobrazenie.

Pŕıklad 10. Č́ıslo

1

( 3
√

2)2 + 3
√

2 + 1

je prvkom pol’a Q( 3
√

2). Môžeme ho upravit’ tak aby odmo-
cniny neboli v menovateli. Vyjadŕıme ho v tvare

1

( 3
√

2)2 + 3
√

2 + 1
= A(

3
√

2)2 +B
3
√

2 + C

a po vynásobeńı dostaneme lineárne rovnice pre A,B,C.
Táto úprava sa nazýva usmerňovanie zlomkov.

Veta 15. Ak E je konečné rozš́ırenia pol’a F a H je
konečné rozš́ırenie pol’a E tak H je konečné rozš́ıre-
nie pol’a F a plat́ı

[H : F ] = [H : E] · [E : F ].

Dôkaz. Ak prvky α1, . . . , αj tvoria bázu E nad F a
β1, . . . , βk tvoria bázu H nad E tak prvky

α1β1, . . . , α1βk, α2β1, . . . , α2βk, . . .

tvoria bázu H nad F .
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Pŕıklad 11. Podl’a pŕıkladu 8 vid́ıme, že
√

2 6∈ Q( 3
√

2)
lebo v takom pŕıpade by Q(

√
2) ⊂ Q( 3

√
2) a teda 3 =

[Q( 3
√

2) : Q] = [Q( 3
√

2) : Q(
√

2)] · [Q(
√

2) : Q] to je spor
pretože [Q(

√
2) : Q] = 2 a 2 nie je delitel’om 3.

Pŕıklad 12. Je zrejmé, že
√

3 6∈ Q(
√

2). Teda polynóm
x2− 3 je ireducibilný nad Q(

√
2). Teda [Q(

√
2,
√

3) : Q] =
4.

Pŕıklad 13. Ukážeme, že
√

5 6∈ Q(
√

2,
√

3). V opačnom
pŕıpade by

√
5 = A + B

√
3 kde A,B ∈ Q(

√
2) , teda

5 = A2 + 3B2 + 2AB
√

3. Je zrejmé, že A 6= 0, B 6= 0.
Preto

√
3 ∈ Q(

√
2) - spor. Teda [Q(

√
2,
√

3,
√

5) : Q] = 8.
Podobne ako v pŕıklade 6 sa dá dokázat’, že galoisova grupa
G(Q(

√
2,
√

3,
√

5) : Q) je izomorfná s Z2 × Z2 × Z2.
Matematickou indukciou sa dá dokázat’ , že pre rôzne

prvoč́ısla p1, . . . ,
pk plat́ı :

[Q(
√
p1, . . . ,

√
pk) : Q] = 2k. (4)

Pŕıklad 14. Môze patrit’ koreň polynómu x3 + x + 1 do
pol’a Q(

√
2,
√

3) ?

Z dôkazu vety 15 hneď dostávame:

Veta 16. Ak F je pole a α1, . . . , αn sá prvky alge-
brické nad F , tak každý prvok pol’a F (α1, . . . , αn) sa
dá vyjadrit’ v tvare r(α1, . . . , αn) kde r(x1, . . . , xn) je
polynóm n neurč́ıtých nad F .
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Veta 17. Ak F ⊂ E sú polia tak množina všetkých
prvkov E, ktoré sú algebrické nad F tvoŕı pole.

Dôkaz. Označme symbolom F ′ množinu všetkých prv-
kov E, ktoré sú algebrické nad F . Ak α ∈ F ′ tak α ∈ F (α).
Ak α 6= 0 tak 1

α ∈ F (α). Ale F (α) konečno rozmerný
vektorový priestor nad F a teda muśı existovat’ n ∈ N
také, že prvky 1, 1α , . . . , (

1
α)n sú lineárne závislé. Teda 1

α
je koreňom polynómu z F [x] preto 1

α ∈ F ′. Podobne ak
β ∈ F ′ tak α+β, α·β ∈ F (α, β) čo je tiež konečno rozmerný
vektorový priestor nad F a teda z rovnakých dôvodov α+
β, α · β ∈ F ′.

Adjunkcia algebrických prvkov k nejakému pol’u sa dá
tiež predstavit’ ako pridávanie abstraktných symbolov a
pravidllá pre ich násobenie. Pri odmocninách sú tie pravi-
dlá jednoduché, pri koreňoch niektorých polynómov môžu
byt’ komplikovaneǰsie.

Pŕıklad 15. Nech α1 je koreňom polynómu x3+x+1 a α2

je koreňom polynómu x2 + x+ 1. Ako by sme zjednodušili
(α2

1α2 + 1)2 ?

Veta 18. Ak F ⊂ E, E,F sú polia, tak množina
všetkých prvkov E, ktoré sú algebrické nad F tvoŕı
pole.

Dôkaz. Ak α, β sú algebrické nad F tak [F (α, β) :
F ] < ∞. Položme m = [F (α, β) : F ], Prvky α + β, αβ
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patria do F (α, β) a preto postupnosti (α+β)n, (αβ)n, n =
0, 1, 2, . . . nemôžu obsahovat’ viac ako m prvkov ktoré sú
linearne nezávislé nad F . Z toho vyplýva, že obidvaa ti-
eto prvky sú koreňom nejakého polynómu nad F , ktorého
stupeň neprevyšuje m + 1. To isté plat́ı aj pre 1

α ak α 6=
0.

Pŕıklad 16. L’ahko sa dá ukázat’, že ak α 6= 0 je koreňom
polynómu anx

n + · · · + a0 tak 1
α je koreňom polynómu

a0x
n + · · ·+ an.

Veta 19. Ak a0, . . . , an sú algebrické prvky nad po-
l’om F a α je koreňom polynómu anx

n + · · ·+ a0 tak
ak α je algebrický nad pol’om F .

Dôkaz. Za týchto predpokladov je α algebrický prvok
nad pol’om F (a0, . . . , an). To znamená, že
[F (a0, . . . , an, α) : F (a0, . . . , an)] <∞. Je zrejmé, že
[F (a0, . . . , an) : F ] < ∞ a teda aj [F (a0, . . . , an, α) : F ] <
∞. Pretože F (α) ⊂ F (a0, . . . , an, α) dostávame [F (α) :
F ] <∞.

2.4 Hlavná veta algebry

Problém existencie koreňov polynómov nad pol’om racio-
nálnych, reálnych a komplexných č́ısel úplne rieši Hlavná
veta algebry:
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Veta 20. Každý polynóm s komplexnými koeficien-
tami stupňa aspoň 1 má komplexný koreň.

Na dôkaz použijeme nasledujúcu lemu:

Lema 1. Ak f(x) je polynóm s komplexnými koefi-
cientami tak množina

M = {|f(x)|;x ∈ C}

obsahuje minimum.

Dôkaz. Ak polynóm f(x) je konštantný tak tvrdenie je
zrejmé. Nech stupeň tohoto polynómu ja aspoň 1. Položme

m = inf M.

Z defińıcie infima dostávame, že pre každé k ∈ N existuje
komplexné č́ıslo zk takém, že

m ≤ |f(zk)| ≤ m+
1

k
.

Teda
lim
k→∞

|f(zk)| = m. (5)

Ak n je stupeň f(x) tak tento polynóm sa dá pre x 6= 0
vyjadrit’ v tvare

f(x) = xn
(
an +

an−1
x

+ . . .
a0
xn

)
.
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Preto ak by postupnost’ {zk} bola neohraničená pre nejakú
jej podpostupnost’ {zkj} by platilo

lim
j→∞

|f(zkj )| =∞

a to je spor s (5). Teda {zk} je ohraničená postupnost’ a
preto obsahuje konvergentnú podpostupnost’ 4 {z`s}. Ak
w = lims→∞ z`s tak podl’a (5) dostávame

m = |f(w)|.

Dôkaz vety 20. Nech f(x) je polynóm s komplexnými
koeficientami stupňa n ≥ 1. Položme rovnako ako v dôkaze
predchádzajúcej lemy

m = min{|f(z)|; z ∈ C} = f(w).

Stač́ı dokázat’ m = 0.
Polynóm f(w + t) premennej t je tiež stupňa n. Nech

f(w + t) = ant
n + · · ·+ a1t+ a0.

4Tento fakt je dôsledkom rovnakej vlastnosti reálnych č́ısel. Pole
reálnych č́ısel je zostrojené tak aby každá jeho ohraničená neprázdna
podmožina mala supremum a infimum. Z toho po istých ’uvahách
vyplýva, že každá ohraničená postupnost’ obsahuje konvergentnú
podpostupnost’.
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Je zrejmé a0 = f(w). Predpokladajme, že a0 6= 0. Polynóm
f(w + t) potom môžeme vyjadrit’ v tvare

f(w + t) = a0

(an
a0
tn + · · ·+ a1

a0
t+ 1

)
.

Označme r = min{j ≥ 1; aj 6= 0}. Potom

f(w + t) = a0

(an
a0
tn + · · ·+ ar+1

a0
tr+1 +

ar
a0
tr + 1

)
.

Ak definujeme

g(t) =
an
a0
tn−r + · · ·+ ar+1

a0
t

dostávame vyjadrenie

f(w + t) = a0

(
trg(t) +

ar
a0
tr + 1

)
a

lim
t→0

g(t) = 0. (6)

Nech T je také komplexné č́ıslo, že T r = −a0
ar

. Potom pre
každé δ plat́ı

f(w + δT ) = a0

(
− δr a0

ar
g(δT )− δr + 1

)
.

Pre δ > 0 to znamená

|f(w + δT )| ≤ |a0|
(
δr
∣∣∣a0
ar
g(δT )

∣∣∣+ | − δr + 1|
)
.
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Podl’a (6) existuje δ ∈ (0, 1) také, že |a0ar g(δT )| < 1. V
tomto pŕıpade dostávame

|f(w + δT )| < |a0|(δr − δr + 1) = |a0|,

to je spor s minimalitou m = |a0|.
5

Z hlavnej vety algebry bezprostredne vyplýva:

Veta 21. Každé algebrické rozš́ırenie pol’a Q je pod-
pole pol’a komplexných č́ısel.

Pŕıklad 17. Pomocou Hlavnej vety algebry sa dá dokázt’,
že polynómy ireducibilné nad pol’om reálnych č́ısel sú iba
lineárn a kvadratické so záporným diskriminantom.

5Ako autori tohoto dôkazu sú uvádzańı Jean le Rond d’Alembert
(1717 -1783) a Johann Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855).
d’Alemebert bol francúzsky filozof, matematik, fyzik a astronóm
a predovšetkým pokrokový myslitel’. Naṕısal úvod encyklopédie, v
ktorom sa zamýšl’al nad vznikom vied a významom technického
pokroku. Žil v Paŕıži. Zastával názor nezávislosti tela a ducha.
Gauss patŕı k zakladatelským osobnostiam modernej matematiky.
Jeho pŕınos je tak obsiahly, že nie je tu dostatok miesta ho popisovat’.
Bol genialne diet’a. Pochadzal z rodiny remeselńıka. Miestny kurfirst
(niečo ako knieža) sa o ňom dozvedel a udelil mu štipendium, ktoré
mu umožnilo študovat’.
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2.5 Algebrický uzáver pol’a

Pole E sa nazýva algebricky uzavreté práve vtedy ked’
pre každý polynóm f(x) ∈ E[x] stupňa aspoň 1 existuje
a ∈ E také, že f(a) = 0. Pole F̃ ⊃ F sa nazýva algebrický
uzáver pol’a F práve vtedy ked’ je algebricky uzavreté a
každý jeho prvok je algebrický nad F .

Na dôkaz toho, že pole komplexných č́ısel ja algebricky
uzavreté teda vety 20, sme použili vlastnosti usporiada-
nia reálnych č́ısel, konkrétne vetu o infime a skutoňost’, že
každá hraničená postupnost’ reálnych č́ısel obsahuje kon-
vergentú podpostupnost’. Vo všeobecnosti pole nemuśı byt’
usporiadané tak aby dané usporiadanie súviselo s ope-
ráciami ako to poznáme u pol’a reálnych č́ısel. Stač́ı uvážit’
napŕıklad polia zvyškových tried.

V tejto časti dokážeme, že ku každému pol’u existuje
algebrický uzáver.

Veta 22. Nech R je komutat́ıvny okruh s 1 a J ⊂
R je ideal. J je maximálny ideal práve vtedy ked’
faktorový okruh R/J je pole.

Dôkaz. Nech J je maximálny ideal a a + J ∈ R/J je
nenulový prvok. Potom a 6∈ J a teda J + (a) = R. To
znamená, že pre vhodné b ∈ R plat́ı ab+ c = 1 kde c ∈ J .
Preto (a+J)(b+J) = 1 +J . Inými slovami k prvku a+J
existuje inverzny prvok.
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Nech R/J je pole. Ak J ′ je vlastný nadideál J tak exis-
tuje a1 ∈ J ′ take, že a1 6∈ J . Teda a1+J je nenulový prvok
R/J . Podl’a predpokladu inverzný. Nech (a1+J)(b1+J) =
1 + J . Potom a1b1 − 1 ∈ J a teda 1 ∈ J ′.

Veta 23. Nech F je pole a p(x) je polynóm stupňa
aspoň 1 ireducibilný nad F . Potom hlavný ideál
(p(x)) je maximálny.

Dôkaz. Ak I ⊃ (p(x)) je vlastný nadideál tak exis-
tuje polynóm h(x) ∈ I, ktorý nie je delitel’ný p(x). Z ire-
ducibilty p(x) dostávame, že h(x) a p(x) sú nesúdelitel’né
a teda pre vhodné polynómy f(x) a g(x) plat́ı

1 = f(x)p(x) + g(x)h(x.)

Preto 1 ∈ I. Z toho vyplýva, že ideál I obsahuje všetky
násobky 1 a teda celý okruh F [x].

Pŕıklad 18. Inverzný prvok k 2x + 1 + (x2 + 2) v poli
Z5[x]/(x2 + 2) môžeme nájst’ v tvare ax+ b+ (x2 + 2).

Pretože každý polynóm stupňa aspoň 1 je delitel’ný
nejakým ireducibilným polynómom dostáveme bezprostre-
dne z predoslej vety

Veta 24. Každý polynóm nad nejakým pol’om stup-
ňa aspoň 1 má koreň v nejakom konečnom rozš́ıreńı
daného pol’a.
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Pŕıklad 19. Ked’ uvažujeme polynóm x2 + x+ 1 nad Z5

tak tento má koreň v nadpoli Z5[x]/(x2 + x+ 1).

Pŕıklad 20. Pole komplexných č́ısel je vlastne pole
R[x]/(x2 + 1). Triedu x+ (x2 + 1) tradične označujeme i.
Triedy a + (x2 + 1) označujeme jednoducho a pre reálne
č́ıslo a.

Ďalej využijeme pri tom nasledejúce tvrdenie známe
pod názvom Krullova veta: 6

Veta 25. Nech R je komutat́ıvny okruh s 1. Ak I ⊂
R je netrivialny ideál tak existuje maximálny ideál
J taký, že I ⊂ J .

Dôkaz. Vetu dokážeme za predpokladu, že okruh R
je spoč́ıtatel’ný. Ak množina R \ I je konečná okruh tak
systém nadidealov I je konečný a tvrdenie je teda jasné.
Nech množina R \ I je nekonečná spoč́ıtatel’ná. Označme

R \ I = {rn, n ∈ N}.

Definujme postupnost’ ideálov: I0 = I a In+1 = In + (rn)
ak 1 6∈ In+(rn) a In+1 = In v opačnom pŕıpade. Je zrejmé,

6Wolfgang Krull, 26. augusta 1899 – 12. april 1971, bol ne-
mecký matematik, ktorého práca priniesla zásadné výsledky v teórii
okruhov. Špecialny typ okruhov nesie na jeho počest’ názov Krullove
okruhy.

31



že In ⊂ In+1, n ∈ N. Preto množina

J =
∞⋃
n=0

In

je ideál a 1 6∈ J . Nech J ′ je vlastný nadideál J . Potom
existuje r ∈ J ′ také, že r 6∈ J . Potom r 6∈ I. Teda existuje
k ∈ N také že r = rk. Ale rk 6∈ Ik+1 teda 1 ∈ Ik + (r). Je
zrejmé, že Ik + (r) ⊂ J ′ a teda 1 ∈ J ′ preto J ′ = R.

Pre l’ubovol’ný komutat́ıvny okruh s 1 vyplýva Krullova
veta z tzv. Zornovej lemy. Je to tvrdenie ekvivalentné Ax-
iome výberu.

Zornova lema: Nech (M,≤) je taká čiatočne us-
poriadaná množina, že každá jej lineárne upori-
adaná podmožina je zhora ohraničená. Potom pre
každý prvok a ∈ M existuje maximálny prvok m ∈
M taký, že a ≤ m.

7

Nech M je množina všetkých vlastných ideálov okruhu
R usporiadaná množinovou inklúziou a obsahuje aspoň
jeden ideál I. Ak H ⊂ M je jej lineárne usporiadaná
podmnožina tak aj ∪H je vlastný ideál a teda ∪H ∈ M .
Vyplýva to z toho, že žiaden prvok H neobsahuje 1 a teda

7O tom ako súviśı Zornova lema s axiomami teórie množ́ın,
konkrétne s Axiomou výberu, ktorá je l’ahko predstavitel’ná a in-
tuit́ıvne prijatel’ná je pojednané v Doplnkoch.
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ani zjednotenieH neobsahuje 1. Preto poďla Zornovej lemy
I je podideálom nejakého maximálneho ideálu J .

Veta 26. Ku každému pol’u F existuje algebricky
uzavreté pole E také, že F ⊂ E.

Dôkaz. Uvažujme okruh polynómov F [x]. Priraďme
každému polynómu f(x) ∈ F [x] neurčitú, ktorú označ́ıme
xf . Nech R = F [xf ; f(x) ∈ F [x]] je okruh polynómov nad
F s neurčitými xf ; f(x) ∈ F [x]. Označme

I = ({f(xf ), f(x) ∈ F [x]})

ideál okruhu R generovaný všetkými f(xf ), kde stupeň
f(x) je aspoň 1. Ukážeme, že tento ideál je netrivialny.
Ak by I = R tak 1 ∈ I a teda pre nejaké polynómy
p1, . . . , pk ∈ R by platilo

1 = p1f1(xf1) + · · ·+ pkfk(xfk).

Podl’a vety 24 má každý polynóm stupňa aspoň 1 koreň v
nejakom nadpoli, existovali by prvky α1, . . . , αk z nejakého
nadpol’a F taé, že fi(αi) = 0, i = 1, . . . , k. Potom by sme
dostali

1 = p1f1(α1) + · · ·+ pkfk(αk) = 0

a to je spor. Z vety 25 vyplýva, že existuje maximálny ideál
J ⊂ R taký, že I ⊂ J . Faktorový okruh F1 = R/J je pole.
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Trieda xf + J je koreňom polynómu f(x) ∈ F [x] ak tento
je stupňa aspoň jedna. Preto každý polynóm z F [x] stupňa
aspoň jedna má koreň v F1.

Podobne k pol’u F1 môžeme zostrojit’ nadpole F2 také,
že každý polynóm z F1[x] stupňa aspoň 1 má koreň v
F2. Teda matematickou indukciou dos- távame postupnost’
poĺı

F = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . Fj ⊂ Fj+1 ⊂ . . .

takú, že každý polynóm stupňa aspoň jedna z Fj [x] má
koreň v Fj+1, j = 0, 1, 2, . . . . Je zrejmé, že E =

⋃∞
j=0 Fj

je pole8 . Ak f(x) ∈ E[x] tak koeficienty tohoto polynómu
patria do jednotlivých poĺı Fj . Teda pre vhodné k plat́ı
f(x) ∈ Fk[x]. Preto ak je tento polynóm stupňa aspoň 1
má koreň v Fk+1 a teda v E.

Veta 27. Nech F je pole a E ⊃ F je algebricky
uzavreté pole. Nech F̃ ⊂ E je pole všetkých prvkov
E ktoré sú algebrické nad F . Potom F̃ je algebricky
uzavreté pole.

Dôkaz. Predpokladajme, že f(x) ∈ F̃ [x]. Tento poly-
nóm má nejaký koreň α ∈ E. V takom pŕıpade prvok α je

8To, že E je pole vyplýva z toho, že ak x, y ∈ E tak existujú
prirodzené č́ısla n1 ≤ n2 také, že x ∈ Fn1 , y ∈ Fn2 . Určite Fn1 ⊂ Fn2

a teda x, y ∈ Fn2 potom x+ y, x− y ∈ Fn2 ⊂ E a podobne ak y 6= 0
tak x

y
∈ E.
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algebricý nad F̃ a podl’a vety je teda algebrický aj nad F .
Preto α ∈ F̃ .

2.6 Jednoduché rozš́ırenie

Veta 28. Nech F ⊂ C je pole a α, β sú algebrické
prvky nad F . Označme f1(x) minimálny polynóm
prvku α nad F a f2(x) minimálny polynóm prvku
β nad F . Ďalej nech α = α1, . . . , αm sú všetky ko-
rene polynómu f1(x) v nadpoliach F a tak isto β =
β1, . . . , βn sú všetky korene polynómu f2(x) v nad-
poliach F . Položme

γ = α+ tβ

kde t ∈ F je taký prvok aby

γ − tβi 6= αj (7)

pre i = 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n. Potom F (α, β) = F (γ).

Dôkaz. Je zrejmé, že γ ∈ F (α, β) a teda F (γ) ⊂
F (α, β). Preto stač́ı dokázat’ opačnú inklúziu. Na to zase
stač́ı dokázat’, že β ∈ F (γ) lebo v tom pŕıpade α = γ−tβ ∈
F (γ).

Definujme polynóm

h(x) = f1(γ − tx) ∈ F (γ)[x].
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Vid́ıme hned’, že

h(β) = f1(α) = 0.

Podl’a (7) polynómy h(x) a f2(x) nemajú ine spoločné ko-
rene. Nech g(x) je minimálny polynóm prvku β nad pol’om
F (γ). V takom pŕıpade g(x) je delitel’om polynómov h(x),
f2(x) pretože oba majú koreň β. Z toho vid́ıme, že g(x)
muśı byt lineárny. V opačnom pŕıpade by mal v nejakom
nadpoli viac koreňov a teda h(x), f2(x) by mali aspoň dva
spoločné korene, co je spor s predošlým. Z linearity g(x)
vyplýva β ∈ F (γ).

Pŕıklad 21. Plat́ı napŕıklad Q(
√

2, 3
√

2) = Q(
√

2 + 3
√

2).

Ak E = F (γ) tak prvok γ sa nazýva primit́ıvny pr-
vok a E sa nazýva jednoduché rozš́ırenie pol’a F .

Ak F je nekonečné pole tak existuje nekonečne vel’a
prvkov t ktoré sṕlňajú (7) a teda plat́ı

Veta 29. Každé konečné rozš́ırenie nekonečného
pol’a F jednoduchým rozš́ıreńım.

2.7 Cyklotomické polynómy

Z vety 2.17 vid́ıme, že pri rozširovańı poĺı hrajú istú úlohu
minimálne polynómy. Odvod́ıme formulu pre mini- málne
polynómy tzv. odmocńın z 1 v poli komplexných č́ısel.

36



Nech n je prirodzené č́ıslo. Položme

wn = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

9 Z Moivreovej vety vyplýva, že wnn = 1 a teda hodnoty
wjn, j = 0, . . . n − 1 sú koreňom polynómu xn − 1. Preto
tento polynóm sa rozkladá na lineárne činitele

xn − 1 =
n−1∏
j=0

(x− wjn). (8)

Komplexné č́ısla wjn, j = 0, . . . n − 1 tvoria vrcholy pravi-
delného n uholńıka na jednotkovej kružnici.

Pŕıklad 22. Komplexné č́ıslo w5 je koreňom rovnice

x5 − 1 = 0

9V literatúre je viac rozš́ırené iné označenie wn. Ak si exponen-
cialnu funkciu rozvinieme do Taylorovho radu a dosad́ıme komplexnú
premennú dostaneme po istých úpravách rovnost’

eix = cosx+ i sinx.

V našom pŕıpade to znamená

wn = e
2π
n .
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a po vydeleńı činitel’om x− 1 dostávame, že je koreňom

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0

a z toho si môžeme vyjadrit’ w5 pomocou druhých odmoc-
ńın. To nám okrem iného umožńı zostrojit’ pravidelný pät’-
uholńık pomocou prav́ıtka a kružidla. V pŕıpade iných
n uholńıkov je situácia omnoho komplikovaneǰsia. Tejto
problematike bude venovaná špecialna kapitola.

Ak (j, n) = 1 tak hodnota wjn sa nazýva primit́ıvna
n - tá odmocnina z 1.

Pŕıklad 23. Dá sa dokázat’ , že korene rovnice xn = 1
tvoria grupu vzhl’adom na násobenie, ktorá je izomorfná
s (Zn,+) a každá primit́ıvna n - té odmocnina s 1 je jej
generátorom.

Bude nas zauj́ımat’ minimálny polynóm č́ısla wn. Doká-
žeme že je to polynóm

Φn(x) =
∏

j<n,(n,j)=1

(x− wj).

Jednoducho sa dá preverit’

w
n
d
n = wd
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pre každý delitel’ č́ısla n. Z rovnosti (8) preto vyplýva

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x). (9)

Veta 30. Pre každé n ∈ N je polynóm Φn(x) je nor-
movaný celoč́ıselnými koeficientami.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a n. Je
zrejmé, že Φ1(x) = x − 1. Nech veta plat́ı pre d < n. Z
rovnosti (9) dostávame

Φn(x) = xn − 1 :
∏

d|n,d<n

Φd(x).

Všetky činitele v deliteli v tejto rovnosti sú normované
polynómy s celoč́ıselnými koeficientami , preto aj deltel’ je
normovaný polynóm s celoč́ıselnými koeficientami. Teda aj
výsledok hore uvedeného delenia je normovaný polynóm s
celoč́ıselnými koeficientami.

Stač́ı teda dokázat’ už len to, že tento polynóm je ire-
ducibilný. Okrem iného tam použijeme vlastnosti redukcie
celoč́ıselného polynómu modulo daného prvoč́ısla. Ak p je
pevne dané prvoč́ıslo a

f(x) = anx
n + · · ·+ a0
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je polynóm patriaci Z[x] symbolom f(x) budeme označo-
vat’ jeho redukciu modulo p danú rovnost’ou

f(x) = (an mod p)xn + · · ·+ (a0 mod p),

teda koeficienty zameńıme ich zvyškami po deleńı p. A f(x)
uvažujeme ako polynóm patriaci do Zp[x]. Je zrejmé , že
plat́ı

f(x)f1(x) = f(x)f1(x) (10)

a

f(x) + f1(x) = f(x) + f1(x) (11)

pre f(x), f1(x) ∈ Z[x].

Pŕıklad 24. Ak f(x) = 21x8 + 27x4 + 7x+ 6 a p = 5 tak
f(x) = x8 + 2x4 + 2x+ 1.

Veta 31. Polynóm Φn(x) je ireducibilný pre n =
1, 2, 3, . . . .

Dôkaz. Nech Φn(x) = f(x)g(x) kde f(x) je ireducibil-
ný polynóm taký, že f(wn) = 0. Ak dokážeme, že f(x) má
tie isté korene ako Φn(x) veta bude dokázaná. Je zrejmé,
že

Φn(v) = 0 =⇒ Φn(vr) = 0 (12)

pre každé komplexné č́ıslo v a r ∈ N také že (r, n) = 1.
Dokážeme rovnakú implikáciu aj pre f(x). Nech f(v) =
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0 a p je prvoč́ıslo nesúdelitel’né s n. Ak f(vp) 6= 0 tak
podl’a (12) máme g(vp) = 0. Teda v je koreňom polynómu
g(xp). Z toho vyplýva f(x)|g(xp). Označme pre l’ubovol’ný
polynóm h(x) symbolom h(x) jeho redukciu na polynóm
patriaci do Zp[x]. Z Malej fermatovej vety 10 vyplýva
g(xp) = g(x)p. Preto f(x)|g(x)p. Nech f1(x) je ireducibilný
faktor polynómu f(x) v Zp[x]. Preto f1(x)|g(x). Je zrejmé
že f(x)g(x)|xn − 1. Položme m(x) = xn − 1. Preto

f1(x)2m1(x) = m(x),

kde m1(x) je nejaký polynóm patriaci do Zp[x]. Z tejto
rovnosti vyplýva f1(x)|m(x)′. To je spor lebo z podmienky
(p, n) = 1 vyplýva (m(x),m(x)′) = 1.

Veta 32. Nech F je podpole C a a ∈ F . Pre každé
prvoč́ıslo p ∈ N plat́ı , že polynóm xp − a je ire-
ducibilný nad F vtedy a len vtedy ak nemá v poli
F koreň.

Dôkaz. Nech α ∈ C je také komplexné č́ıslo , ze αn =

10Pierre de Fermat bol sudca a matematik, žil v 17. storoč́ı . Malá
fermatova veta patŕı do elementárnej teórie č́ısel hovoŕı : ap ≡ a
(mod p), kde a ∈ Z a p je prvoč́ıslo. Dejiny matematiky ovplyvnila
tzv. Vel’ká fermatova veta o neexistencii netrivialnych riešeńı dio-
fantickej rovnice xn + yn = zn pre n > 2. Dokázal ju až John Wiles
v roku 1994.
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a. Potom

xp − a =

p−1∏
j=0

(x− wjpα).

Ak by polynóm xp − a bol reducibilný nad pol’om F tak
pre nejaké k < p by sa súčin k faktorov z hore uvedeného
rozkladu, ktorý má tvar

k∏
i=1

(x− wjip α) (13)

by tvoril polynóm ktoý ma koeficienty z F . Označme konš-
tantný koeficient tohoto polynómu c. Z výrazu (13) dos-
távame, že c = wspα

k pre vhodné s ∈ N. Preto

cp = (wspα
k)p = ak.

Ked’ uvážime, že p je prvoč́ıslo dostávame 1 = (p, k). Preto
pre nejaké celé č́ısla x, y plat́ı 1 = px+ ky. To znamená

a = apxaky = apxcpy = (axcy)p.

Preto hodnota axcy je koreňom polynómu xp − a.

Pŕıklad 25. Podl’a predošlej vety je polynóm x7 − 2 ire-
ducibilný, teda
[Q( 7
√

2) : Q] = 7 a teda podobným argumentom ako v
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Pŕıklade 11 sa dá dokázat’, že 3
√

2 6∈ Q( 7
√

2). Rovnako
môže- me odvodit’, že žiaden koreň x3−2 nepatŕı do Q( 7

√
2)

a teda x3 − 2 je ireducibilný aj nad Q( 7
√

2). To znamená
[Q( 7
√

2, 3
√

2) : Q( 7
√

2)] = 3. Z toho vyplýva [Q( 7
√

2, 3
√

2) :
Q] = 21.

.

Pŕıklad 26. Podobne ako Veta 32 sa dá dokázat’ :
Nech n ∈ N a F ⊂ C je pole ktoré obsahuje wn. Ak a ∈
F \ {1} tak polynóm xn − a je reducibilný nad F práve
vtedy ak existuje d ∈ N, d > 1 také, že d|n a d

√
a ∈ F ,

(podl’a [8]).

Pŕıklad 27. Rovnako sa tiež dá dokázat’, že ak a, n sú
také prirodzené č́ısla, že

a = pα1
1 . . . p

αj
j

je kanonický rozklad a a (α1, . . . , αj , n) = 1 tak polynóm
xn − a je ireducibilný nad Q.

Trochu komplikovaneǰsia je otázka, či napŕıklad 7
√

3
patŕı do Q( 7

√
2). Neskôr ukážeme, že nepatŕı .

2.8 Rozširovane izomorfizmov

Túto čast’ začneme pŕıkladmi pre ilustráciu.
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Pŕıklad 28. Dá sa dokazat’ že zobrazenie

ϕ : Q[x]/(x2 − 2)→ Q(
√

2)

kde
ϕ(a+ bx+ (x2 − 2)) = a+ b

√
2

je izmorfizmus.

Pŕıklad 29. Zobrazenie

ϕ : Q(
3
√

2)→ Q(w3
3
√

2)

pričom

ϕ(a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2) = a+ bw3
3
√

2 + c(w3
3
√

2)2

je izomorfizmus.

Nech F1, F2 sú polia a zobrazenie ϕ : F1 → F2 izomor-
fizmus. Môžeme ho prirodzeným spôsobom rozš́ırit’ zobraz-
enie medzi okruhmi polynómov ϕ̃ : F1[x] → F2[x] ak pre
f(x) =

∑n
j=0 ajx

j definujeme

ϕ̃(f)(x) =

n∑
j=0

ϕ(aj)x
j . (14)

Jednoduchými výpočtami sa dá preverit’, že toto zobraze-
nie je izomorfizmus.
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Veta 33. Nech g(x) ∈ F1[x] je ireducibilný polynóm
stupňa m , α je jeho koren v nejakom nadpoli F1 a β
je koreňom polynómu ϕ̃(g)(x) nejakom nadpoli F2.
Potom existuje jediný izomorfizmus ϕα : F1(α) →
F2(β) taky, že ϕα(α) = β a ϕα|F1 = ϕ.

Dôkaz. Definujme zobrazenie

ϕα : F1(α)→ F2(β)

ϕα(cm−1α
m−1 + · · ·+ c0) = ϕ(cm−1)β

m−1 + · · ·+ ϕ(c0).

Je evidentné ze dané zobrazenie je bijekcia a zachováva
súčet. Nech a, b ∈ F1(α) a a = h(α), b = h1(α) kde h(x),
h1(x) ∈ F1[x] sú polynómy stupňa menšieho ako m. Potom

h(x)h1(x) = g(x)q(x) + h2(x) (15)

kde q(x), h2(x) ∈ F1[x] a stupeň h2[x] je menš́ı ako m.
Preto

ab = h(α)h1(α) = h2(α).

Teda ϕα(ab) = ϕ̃(h2)(β). Z rovnosti (15) dostávame

ϕ̃(h)(x)ϕ̃(h1)(x) = ϕ̃(g)(x)ϕ̃(q)(x) + ϕ̃(h2)(x).

Z toho vyplýva

ϕ̃(h)(β)ϕ̃(h1)(β) = ϕ̃(h2)(β),

čo znamená ϕα(ab) = ϕα(a)ϕα(b).
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Pŕıklad 30. Nech p je prvoč́ıslo. Je zrejmé, že Φp(x) =

xp−1 + · · ·+ 1. Pre j = 1, . . . , p− 1 plat́ı Q(wp) = Q(wjp).
Podl’a Vety 33 pre tieto j existuje izomorfizmus ϕj daný

rovnost’ou ϕj(wp) = wjp. Je zrejmé, že ϕj ◦ϕk = ϕjk mod p.
Preto G(Q(wp) : Q) = {ϕj ; j = 1, . . . , p − 1} a plat́ı , že
grupa G(Q(wp) : Q) je izomorfná multiplikat́ıvnou grupou
zvyškov modulo p.

Ak f(x) je polynóm na pol’om F a f(x) = a(x −
α1) . . . (x−αn) kde α1, . . . , αn sú prvky nejakého nadpol’a
F , tak pole F (α1, . . . , αn) sa nazýva rozkladové pole
polynómu f(x) nad pol’om F . Dá sa povedat’ že, z hl’adiska
inklúzie je to minimálne pole nad ktorým sa daný polynóm
rozkladá na lineárne činitele.

Pŕıklad 31. Pole Q(
√

2,−
√

2) je rozkladove pole poly-
nómu x2 − 2 nad pol’om Q. Je jasné na prvý pohl’ad, že
toto vzniká adjunkciou jediného prvku a to

√
2 pretože

Q(
√

2,−
√

2) = Q(
√

2).

Pŕıklad 32. Ak E je rozkladové pole kvadratickeho polyn-
ómu nad Q a diskriminant tohoto polynómu nie je druhou
mocninou racinálneho č́ısla tak G(E : F ) je izomorfná s
adit́ıvnou grupou Z2.

Pŕıklad 33. Pole Q( 3
√

2, w3
3
√

2, w2
3

3
√

2) je rozkladové pole
polynómu x3−2 nad pol’omQ. Aj v tomto pŕıpade plat́ı , že
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stač́ı adjungovat’ menej prvkov ako všetky korene daného
polynómu, pretože Q( 3

√
2, w3

3
√

2, w2
3

3
√

2) =
= Q( 3

√
2, w3

3
√

2). Dokonca plat́ı Q( 3
√

2, w3
3
√

2, w2
3

3
√

2) =
Q( 3
√

2, w3).

Pŕıklad 34. Uvažujme galoisovu grupu G(Q( 3
√

2, w3) :
Q). Ak ϕ je prvok tejto grupy tak ϕ( 3

√
2) = wj3

3
√

2 a
ϕ(w3) = wk3 pre nejaké j = 0, 1, 2 a k = 1, 2.

Podl’a vety 33 pre každé k = 1, 2 exisuje izomorfiz-
mus ϕk : Q(w3) → Q(wk3), ϕk(w3) = wk3 ktorý ja na Q
identický. K tomuto izomorfizmu existuje izomorfizmus
ϕk,j : Q(w3,

3
√

2) → Q(wk3 , w
j
3

3
√

2) taky, že ϕk,j(
3
√

2) =

wj3
3
√

2 ktorý ja na Q(wj3) totožný s ϕk. (To, že uvedené
polia sú rovnaké nie je na závadu.) Preto G(Q( 3

√
2, w3) :

Q) = {ϕ1,0, ϕ1,1, ϕ1,2, ϕ2,0, ϕ2,1, ϕ2,2}.
Treba poznamenat’, že rozkladové pole nie je určené pre

daný polynóm úplne jednoznačne. Napŕıklad konečné pole,
ktoré má pk prvkov, p je prvo- č́ıslo, je rozkladové pole
polynómu xp

k −x ∈ Zp[x]. Vieme, že týchto poĺı môže byt’
viac, závisia od polynómu podl’a ktorého faktorizujeme.
Z nasledujúcej vety vyplynie, že všetky takéto polia sú
izomorfné.

Veta 34. Nech g(x) ∈ F1[x]. Ak E1 je rozkladove pole
g(x) nad F1 a E2 je rozkladové pole ϕ̃(f)(x) nad F2

tak existuje izomorfizmus ψ : E1 → E2 taký, že pre
a ∈ F1 plati ψ(a) = ϕ(a).
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Dôkaz. Pole E1 je konečným rozš́ıreńım pol’a F1. To
nám umožňuje postupovat’ indukciou podl’a [E1 : F1]. Ak
[E1 : F1] = 1 platnost’ vety je zrejmá. Nech m ∈ N. Pre-
dopokladajme, že veta plat́ı pre všetky ṕıpady ked [E1 :
F1] < m. Predpokladajme, že [E1 : F1] = m. Nech g1(x)
je ireducibylný faktor g(x) a α nejaký koreň g1(x). Potom
F1 ⊂ F1(α) ⊂ E1 a

[E1 : F1] = [E1 : F1(α)] · [F1(α) : F1]

teda [E1 : F1(α)] < m. Koreňu α zodpovedá nejaký koreň
polynómu
ϕ̃(g1(x)) ktorý môžeme označit’ β ∈ E2. Podl’a vety 33 ex-
istuje izmorfizmus ϕα : F1(α)→ F2(β) taký, že ϕα(α) = β.
Podl’a indukčného predpokladu preto existuje izomorfiz-
mus ψ : E1 → E2 taký, že ψ(c) = ϕα(c) pre c ∈ F1(α) a
teda sa zhoduje s ϕ na F1.

Pŕıklad 35. Patŕı č́ıslo 3
√

3 do Q( 3
√

2) ? Ukážeme, že nie.
Uvažujme izomorfizmus poĺı ϕ : Q( 3

√
2)→ Q(w3

3
√

2),
ϕ( 3
√

2) = w3
3
√

2. Pretože Q(w3,
3
√

2) rozkladove pole poly-
nómu x3 − 2 môžeme predpokladat’, že existuje izomorfiz-
mus ψ : Q(w3,

3
√

2)→ Q(w3,
3
√

2) taký, že ψ(a) = ϕ(a), a ∈
Q( 3
√

2). Ak by 3
√

3 ∈ Q( 3
√

2) tak 3
√

3 ∈ Q(w3,
3
√

2). Potom
(ψ( 3
√

3))3 = 3 a teda ψ( 3
√

3) = wj3
3
√

3 pre nejaké j = 0, 1, 2.
Z druhej strany predpoklad 3

√
3 ∈ Q( 3

√
2) dáva

3
√

3 = a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2, a, b, c ∈ Q.
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a teda
ψ(

3
√

3) = a+ bw3
3
√

2 + cw2
3(

3
√

2)2.

Teda
wj3

3
√

3 = a+ bw3
3
√

2 + cw2
3(

3
√

2)2

čo znamená

awj3 + bwj3
3
√

2 + cwj3(
3
√

2)2 = a+ bw3
3
√

2 + cw2
3(

3
√

2)2

teda

a(1− wj3) + b(w3 − wj3)
3
√

2 + c(w2
3 − w

j
3)(

3
√

2)2 = 0.

Polynóm x3 − 2 nemá koreň v Q(w3), teda je podl’a vety
32 ireduciblný nad týmto pol’om. To znamená, že prvky
1, ( 3
√

2), ( 3
√

2)2 sú lineárne nezávisé nad Q(w3). Preto a(1−
wj3), b(w3 − wj3), c(w

2
3 − wj3) sú nulové. Iba jediné z č́ısel

(1− wj3), (w3 − wj3), (w2
3 − w

j
3) je 0 a teda najviac jedno z

racionalnćh č́ısel a, b, c je rôzne od 0. Preto 3
√

3 = r( 3
√

2)s,
pre nejaké r ∈ Q, s = 0, 1, 2 - spor.

Veta 35. Pre každé prvoč́ıslo p a prirodzené č́ıslo
n existuje konečné pole ktoré má pn prvkov. Dve
polia s rovnakým počtom prvkov sú izomorfné.

Dôkaz. Uvažujme pole Zp a jeho algebrický uzáver
A. Uvažujme polynóm xp

n − x ∈ Zp[x]. Jeho formálna
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derivácia je rovná (xp
n −x)′ = −1. Z tohoto dôvodu nemá

tento polynóm násobné korene a teda má v A presne pn

koreňov. Túto množinu označ́ıma

F = {α ∈ A;αp
n

= α}.

Pole A má charakteristiku p a preto pre každé α, α1 ∈ A
plat́ı (α+α1)

pn = αp
n

+αp
n

1 . Z toho vyplýva, že F je pole.
Ak F1 a F2 sú polia ktoré majú rovnaký počet prvkov

tak majú pn prvkov pre nejaké prvoč́ıslo p. Z toho vyplýva,
že majú charakteristiku p. Teda obe polia obsahujú pod-
polia E1 a E2 ktoré sú izomorfné zo Zp. Obe polia F1 aj F2

sú rozkladovými pol’ami polynómu xp
n − x nad E1 resp.

E2 a preto sú podl’a vety 34 izomorfné.

Pŕıklad 36. Izomorfizmus z predošlej vety nemuśı byt’ na
prvý pohl’ad zrejmý. Napŕıklad polia Z5[x]/(x2 + x+ 1) a
Z5[x]/(x2 + 2) sú rozkladové polia polynómu x25 − x nad
Z5 ale násobenie je v každom iné. Je to tým, že prvom
poli sa násob́ı modulo polynóm x2 + x+ 1 teda (x+ (x2 +
x + 1))(x + (x2 + x + 1)) = 4x + 4 + (x2 + x + 1). V
druhom poli sa násob́ı modulo polynóm x2 + 2 a preto
plat́ı (x + (x2 + 2))(x + (x2 + 2)) = 3 + (x2 + 2). Teda
zobrazenie ax + b + (x2 + x + 1) → ax + b + (x2 + 2) nie
je izomorfizmus.

Pŕıklad 37. Ak F je konečné nadpole Zp kde p je prvo-
č́ıslo, tak je ho multiplikat́ıvna grupa je cyklická. Nech α je
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jej generátor tak F = Zp(α). Ak |F | = pn tak minimálny
polynóm α nad Zp ja n - tého stupňa. Okrem iného teda
plat́ı ,že pre každé n existuje ireducibilný polynóm stupňa
n nad Zp.

Veta 36. Nech F je pole a f(x) ∈ F [x] je separabilný
polynóm. Ak E je rozkladove pole polynómu f(x)
nad F tak

|G(E : F )| = [E : F ].

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a [E : F ].
Veta určite plat́ı ak [E : F ] = 1. Nech n ∈ N, n > 1
a predpokladajme, že veta plat́ı vždy ked [E : F ] < n.
Budeme študovat’ pŕıpad [E : F ] = n. Z podmienky n >
1 vyplýva že f(x) = p(x)q(x) kde p(x) je ireducibliný
polynóm stupňa d > 1. Tento polynóm má presne d kore-
ňov α1, . . . αd ktoré patria do E pretože E obsahuje všetky
korene f(x). Teda E obsahuje podpolia F (αi), i = 1, . . . , d.
Uvažujme podgrupu G(E : F (α1)) ⊂ G(E : F ) Podl’a in-
dukčného predpokladu plat́ı

|G(E : F (α1))| = [E : F (α1)] =
n

d
. (16)

Budeme teraz zist’ovat’ ako sa grupa G(E : F ) dá rozložit’
na triedy podl’a podgrupy G(E : F (α1)). Pole F (α1) je
izomorfné z každým z poĺı F (αi), i = 1, . . . d. Každý z
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týchto izomorfizmov sa dá rozš́ırit’ na izomorfizmus ϕi ∈
G(E : F ) taký že ϕi(α1) = αi, i = 1, . . . , d.

Grupa G(E : F (α1)) obsahuje práve tie automorfizmy,
ktoré zobrazujú prvky F (α1) na seba. Každý prvok F (α1)
je polynomický výraz obsahujúci len α1 a koeficienty z F .
Pretože každý automorfizmus z G(E : F ) zachováva prvky
F tak bude zachovávat’ prvky F (α1) práve vtedy keď bude
zachovávat’ α1. To znamená

ϕ ∈ G(E : F (α1))⇐⇒ ϕ(α1) = α1. (17)

Ak ψ ∈ G(E : F ) tak ψ(α1) je tiež koreňom polynómu
p(x) (prečo?) a teda ψ(α1) = αi pre nejaké i = 1, . . . , d.
V takom pŕıpade máme (ϕiψ

−1)(α1) = ψ−1(ϕi(α1)) =
ψ−1(αi) = α1. Podl’a (17) dostávame že ϕiψ

−1 je prvkom
G(E : F (α1)) a teda ψ ∈ ϕiG(E : F (α1)). Teda každý
automorfizmus ktorý patŕı do G(E : F ) patŕı do nejakej
triedy ϕiG(E : F (α1)). Dostávame takto rozklad

G(E : F ) = ϕ1G(E : F (α1)) ∪ · · · ∪ ϕdG(E : F (α1)).

Je zrejmé že tento rozklad je disjunktný a teda podl’a in-
dukčného predpoklado a (16) plat́ı

|G(E : F )| = d|G(E : F (α1))| = d
n

d
= n.

Pŕıklad 38. Pole Q( 3
√

2) nie je rozkladové pole polynómu
a grupa G(Q( 3

√
2) je trivialna.
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2.9 Galoisova grupa polynómu

Nech f(x) je separabilný polynóm na pol’om F a
F (α1, . . . , αn) je jeho rozkladové pole. Grupu
G(F (α1, . . . , αn) : F ) budeme nazývat’ Galoisovou gru-
pou polynómu f(x) nad pol’om F alebo aj Galoisova
grupa rovnice f(x) = 0.

Pŕıklad 39. Polynóm X4 + 1 sa rozkladá

X4 + 1 = (x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1).

Teda jeho rozkladové pole je Q(
√

2, i). Galoisova grupa
tohoto polynómu je izomorfná s Z2 × Z2.

Pŕıklad 40. Dá sa dokázat’, že Galoisova grupa polynómu
x4 + 2 má osem prvkov a je izomorfná s grupou symetríı
štvorca.

Pŕıklad 41. Uvažujme galoisovu grupu binomickej rov-
nice xp − 2 = 0, kde p > 2 je prvoč́ıslo. Rozkladové pole
tejto rovnice je Q(wp,

p
√

2). Vieme, že [Q(wp,
p
√

2) : Q] =
p(p − 1). Ak G je galoisova grupa tejto rovnice tak vety
36 vyplýva, že |G| = p(p − 1). Ak ϕ ∈ G tak ϕ(wp) =

wjp, j = 1, . . . , p − 1 a ϕ( p
√

2) = wkp
p
√

2, j = 0, . . . , p − 1.
Takýchto automorfizmov je najviac p(p − 1). Teda grupu
G tvoria práve všetky automorfizmy ϕj,k kde ϕj,k(wp) =
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wjp, j = 1, . . . , p − 1 a ϕj,k(
p
√

2) = wkp
p
√

2, j = 0, . . . , p − 1.
Výpočtom, sa dá zistit’

ϕj,k ◦ ϕ`,m = ϕj` mod p,k`+m mod p.

Táto grupa teda nie je komutat́ıvna.

Napriek tomu, že grupa v predošlom pŕıklade je neko-
mutat́ıvna, je to grupa rozš́ırenia pomocou odmocńın. Nas-
ledujúci výsledok nám pomôže študovat’ štruktúru galoi-
sovych grúp pomocou tzv. medzipoĺı a faktorovych grúp.

Veta 37. Nech F je pole, f(x) je separabilný poly-
nóm nad F a E je jeho rozkladové pole. Uvažujme
separabilný polynómg(x) nad E. Označme E1 jeho
rozkladové pole. Potom
i) G(E1 : E) je normálna podgrupa G(E1 : F ) a
ii) faktorová grupa G(E1 : F )/G(E1 : E) je izomorfná
s grupou G(E : F )

Dôkaz. Využijeme vetu 92 dokázanú v dodatku. Nech
f(x) má korene α1, . . . , αn. Potom E = F (α1, . . . , αn) teda
ak a ∈ E tak podl’a vety 16 existuje nejaký polynóm
r(x1, . . . , xn), že a = r(α1, . . . , αn). Ak ϕ ∈ G(E1 : F )
tak ϕ(a) = ϕ(r(α1, . . . , αn)) = r(ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)). Ale
ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) sú tiež korene polynómu f(x). Preto
ϕ(a) ∈ E. Tomuto izomorfizmu teda môžeme priradit’ jeho
zúženie

Ψ(ϕ) = ϕ|E .
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Je zrejmé, že takto definované zobrazenie Ψ : G(E1 : F )→
G(E : F ) je homorfizmus. Je zrejmé, že Ker(Ψ) = G(E1 :
E). Tým sme dokázali i). Každý F automorfizmus z G(E :
F ) sa dá rozš́ıt’ na F automorfizmus z G(E1 : F ). Preto
Ψ ja surjekt́ıvny homorfizmus. Tvrdenie teda vyplýva z už
spomenutej vety 92.

Pŕıklad 42. Ked’ sa vrátime k prikladu 41, vid́ıme, že

G(Q(wp,
p
√

2) : Q(wp)) = {ϕ1,k; k = 0, . . . , p− 1}.

Teda táto grupa je cyklická grupa izomorfná s adit́ıvnou
grupou (Zp,+). Grupa G(Q(wp) : G) je cyklická grupa
izomorfná s multiplikat́ıvnou grupou (Z∗p, ·). Podl’a vety
37 dostáveme

G(Q(wp,
p
√

2) : Q)/Q(wp,
p
√

2) : Q(wp)) ∼ Z∗p.

Postup z predošlého pŕıkladu sa dá jednoducho zovše-
obecnit’ a dostávame:

Veta 38. Nech F je podpole pol’a C a p je prvoč́ıslo.
i) Ak wp nepatŕı do F galoisova grupa polynómu
xp−1 nad F je izomorfná s multiplikat́ıvnou grupou
Z∗p.
ii) Ak wp ∈ F a a ∈ F je taký prvok, že polynóm
xp − a nemá koreň v F tak galoisova grupa tohoto
polynómu je izomorfná s adit́ıvnou grupou Zp.
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Pŕıklad 43. Nech n ∈ N a m ∈ N je nepárny delitel’
n. Dokážeme, že ak r ∈ N je také prirodzené č́ıslo, že
existuje prvoč́ıslo p|m také, že p

√
r je iracionálne č́ıslo tak

m
√
r 6∈ Q(wn). Nech to neplat́ı. Tak potom aj p

√
r ∈ Q(wn).

Je zrejmé, že wp ∈ Q(wn) a teda Q(wp, p
√
r) ⊂ Q(wn). Ga-

loisova grupa G(Q(wp, p
√
r) : Q) je nekomutat́ıvna. Pole

Q(wp, p
√
r) je rozkladové pole polynómu xp − r a teda

podl’a vety 37 G(Q(wp, p
√
r) : Q) je homorfným obrazom

G(Q(wn) : Q). Táto grupa je komutat́ıvna a to je spor.

2.10 Riešitel’nost’ v radikáloch

Ako sme spomı́nali v úvode existuje formula ktorá ob-
sahuje druhé odmocniny a zlomky a vyjadruje všetky rie-
šenia kvadratickej rovnice. Niečo podobné sa podarilo ob-
javit’ aj pre rovnice kubické a rovnice štvrtého stupňa. To
vedie k nasledujúcemu pojmu:

Riešitel’nost’ polynómu v radikáloch znamená to isté
ako riešitel’nost’ pomocou odmocńın. 11Hovoŕıme, že poly-
nomická rovnica f(x) = 0 je riešitel’ná v radikáloch
nad pol’om F práve vtedy ak rozkladové pole polynómu
f(x) na pol’om F sa dá vyjadrit’ v tvare F (α1, . . . , αn)

11Výraz radikál pochádza pravdepodobne z latinského slova
”radix”, ktoré znamená ”koreň”. n tá odmocnina z nejaké prvku a
je koreň rovnice xn − a = 0. Vo viacerých jazykoch sa slová koreň a
odmocnina nerozlǐsujú.
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kde F (α1, . . . , αi+1) je rozkladové pole nejakej binomickej
rovnice prvoč́ıselného stupňa nad pol’om F (α1, . . . , αi) kde
i = 1, . . . n− 1.

Podl’a vety 16 to vlastne znamená

Veta 39. Separabilný polynóm f(x) ∈ F [x] je riešite-
l’ný v radikáloch práve vtedy ak každý jeho koreň
sa dá vyjadrit’ v tvare r( k1

√
β1, . . . ,

kn
√
βn) kde β1 ∈ F

a βj = rj(
k1
√
β1, . . . , kj−1

√
βj−1), j = 2, . . . , n kde rj(. . . )

sú polynómy j − 1 premenných a r(. . . ) je vhodný
polynóm n premenných nad F .

2.11 Rieštel’né grupy

Hovoŕıme, že nejaká grupa G je riešitel’ná práve vtedy ak
existuje koneňá postupnost’ podgrúp

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {e} (18)

taká, že Gi+1 je normálna pogrupa Gi a faktorová grupa
Gi/Gi+1 je komutat́ıvna pre i = 0, . . . , n− 1.

Pŕıklad 44. Každá konečná komutat́ıvna grupa je rieši-
tel’ná.

Pŕıklad 45. Podgrupa riešitel’nej grupy je riešitel’ná.

Pŕıklad 46. Grupa G(Q(wp,
p
√

2) : Q) je podl’a prikladu
42 riešitel’ná.
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Pŕıklad 47. Grupa S3 je riešitel’ná.

Pŕıklad 48. Ak G1, G2 sú riešitel’né grupy, tak aj grupa
G1 ×G2 je riešitel’ná.

Veta 40. Ak grupa G1 je riešitel’ná a grupa G2 je
jej homomorfný obraz tak G2 je riešitel’ná

Dôkaz. Ak Ψ : G1 → G2 surjekt́ıvny homorfizmus a
H ⊂ G1 je normálna podgrupa a G1/H je komutat́ıvna
grupa tak aj Ψ(H) je normálna podgrupa G2 a G2/Ψ(H)
je komutat́ıvna grupa.

Pŕıklad 49. Z predošlej vety vyplýva, že ak grupa G je
riešitel’ná a H je jej normálna podgrupa tak aj faktorová
grupa G/H je riešitel’ná.

Veta 41. Ak f(x) je separabilný polynóm nad F a
polynomická f(x) = 0 je riešitel’ná v radikáloch tak
aj jej galoisova grupa nad pol’om F je riešitel’ná.

Dôkaz. Nech E = F (α1, . . . , αn) rozkladové pole poly-
nómu f(x). Položme F0 = F a Fi = F (α1, . . . , αi), i =
1, . . . , n. K postupnosti poĺı

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = E

môžeme uvažovat’ postupnost’ grúp

G(E : F ) ⊃ G(E : F1) ⊃ · · · ⊃ G(E : Fn) =

58



= G(E : E) = {id}.

Poďla vety 37 dostávame že G(E : Fi+1) je normálna
podgrupa grupy G(E : Fi) a faktorová grupa
G(E : Fi)/G(E : Fi+1) je izomorfná s grupou G(Fi+1/Fi)
pre i = 0, . . . , n−1. Z vety 38 vyplýva že grupa G(Fi+1/Fi)
je cyklická a teda komutat́ıvna.

2.12 Grupy permutácíı

Každému automorfizmu ϕ z galoisovej grupy nejakého sep-
arabilného polynómu s koreňmi α1, . . . , αn môžeme jed-
noznačne priradit’ permutáciu kore- ňov ϕ(α1), . . . , ϕ(αn).
Túto permutáciu môžeme stotožnit’ s permutáciou πϕ ∈
Sn kde

πϕ(i) = j ⇐⇒ ϕ(αi) = αj .

L’ahko sa preveŕı , že zobrazenie ϕ → πϕ je injekt́ıvny
homomorfizmus. Teda plat́ı

Veta 42. Grupa G(F (α1, . . . , αn) : F ) je izomorfná s
nejakou podgrupou grupy Sn.

Pŕıklad 50. Galoisova grupa polynóm x2 − 3 na pol’om
Q je izomorfná s grupou S2.

Pŕıklad 51. Galoisova grupa z pŕıkladu 33 má šest’ prv-
kov. Je izomorfná s nejakou podgrupou grupy S3, a preto
sa táto muśı rovnat’ celej grupe S3.
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Pŕıklad 52. Polynóm (x2 − 2)(x2 − 3) ma rozkladové
pole Q(

√
2,
√

3). Preto galoisova grupa tohoto polynómu
je izomorfná s grupou{(1234

1234

)
,

(
1234

2134

)
,

(
1234

1243

)
,

(
1234

2143

)}
.

Pŕıklad 53. Rozkladove pole polynómu x5−1 nad pol’om
Q je Q(w5) jeho galoisova grupa je izomofná s{(1234

1234

)
,

(
1234

2413

)
,

(
1234

3142

)
,

(
1234

4321

)}
.

Výpočtom sa dá preverit’, že táto grupa je generovaná
napŕıklad permutáciou

(
1234
2413

)
.

Pŕıklad 54. Ak f(x) ∈ Q[x] je ireducibilný separabilný
polynóm ktorý má práve dva komplexné korene, tak jeho
galoisova prupa je izomorfná s grupou, ktorá okrem iných
prvkov obsahuje aspoň jednu transpoźıciu. Je to permutá-
cia, ktorá zodpovedá zobrazeniu z → z, teda komplexné
č́ıslo zobraźıme do komplexne združeného.

2.13 Cauchyho veta

Štúdium grúp permutácíı nám ul’ahč́ı nasledovné tvrde-
nie, ktoré je známe ako Cauchyho veta. Ide o jednoduchš́ı
pŕıpad tzv. Sylowovych viet.
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Veta 43. Ak G je konečná grupa a prvoč́ıslo p deĺı
|G| tak G obsahuje prvok rádu p.

Dôkaz. Nech M je množina všetkých usporiadaných
p− t́ıc [x1, . . . , xp] ktoré spl’ňajú rovnost’

x1 · · · · · xp = e

kde xi ∈ G, i = 1, . . . , p a e je neutrálny prvok grupy G.
Ak [x1, . . . , xp] ∈M tak

x1 · · · · · xp−1 = x−1p

a teda aj[xp, x1, . . . , xp−1] ∈ M. Teda prvky M sa dajú
otáčat’ ”do kruhu”. Môžeme preto definovat’ bijekt́ıvne zo-
brazenie T : M →M kde

T ([x1, . . . , xp]) = [xp, x1, . . . , xp−1].

Je zrejmé, že pre každé x ∈M plat́ı T p(x) = x. Označme
pre x ∈M symbolom j(x) najmenšie také j = 1, . . . , p pre
ktoré T j(x) = x 12. Pomocou delenia so zvyškom sa dá
dokázat’ že j(x)|p pre x ∈ M . Preto sú len dve možnosti
:j(x) = 1 alebo j(x) = p. Ak označ́ıme ((x)) = {T j(x); j =

12Táto množina sa zvykne nazývat’ aj orbita prvku x pri iteráciach
zobrazenia T
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1, . . . , p} tak |((x))| = p alebo |((x))| = 1. Tieto množiny
sú disjunktné a ich zjedonteńım je celá množina M . Preto

|M | = kp+ ` (19)

kde k označuje počet tých ((x)) pre ktoré |((x))| = p a `
tých pre ktoré |((x))| = 1. Usporiadaná p− tica [e, . . . , e]
patŕı do M a teda ` ≥ 1. Prvky množiny M dostaneme
tak, že prvých p − 1 zložiek danej p− tice vyberieme z G
a posledný potom vypoč́ıtame tak spl’ňal danú rovnost’.
Teda |M | = |G|p−1. Preto hodnota |M | je delitel’ná p. Z
toho vyplýva podl’a (19), že p|`. Potom ale muśı byt’ ` > 1.
Teda existuje x 6= [e, . . . , e] pre ktoré j(x) = 1. Potom
x = [x, . . . , x] pre nejaké x ∈ G, x 6= e a teda xp = e. Teda
prvok x má rád p.

Pŕıklad 55. Z predošlej vety vyplýva, že každá konečná
komutat́ıvna grupa rádu p1 · · · · · pk kde pi, i = 1, . . . , k sú
rôzne prvoč́ısla je cyklická.

Pŕıklad 56. Ak G je grupa rádu pq kde q < p. Ak a ∈
G je prvok rádu p tak každý prvok rádu p je mocninou
a. Uvažujme a1 - nejaký prvok rádu p. Mǒzeme utvorit’
triedy [a], a1[a], . . . ap−11 [a]. Niektoré z týchto tried musia
byt’ rovnaké pretože grupa G sa rozkladá na q tried podl’a
[a]. Teda pre nejaké i < j < p plat́ı ai1[a] = aj1[a]. Z toho

vyplýva aj−i1 ∈ [a]. Pretozže (j − i, p) = 1 po umicneńı na
vhodný exponent dostávame a1 ∈ [a].
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Pŕıklad 57. Ak p > q a p 6≡ 1 (mod q) tak grupa rádu pq
je cyklická. Dokáže sa to pomocou vety 43 a predchádzajú-
ceho prikladu. Nech a je prvok rádu p a b je prvok rádu q.
Ak dokážeme, že tieto prvky komutujú tak ab je generátor
G. To, že komutujú je ekvivalentné rovnosti

bab−1 = a. (20)

Prvok bab−1 je rádu p a teda podl’a predchádzajúceho
pŕıkladu bab−1 = ar kde r ∈ {1, . . . , p−1}. Potom (bab−1)r

= ar
2

, teda barb−1 = ar
2

a to znamená b2ab−2 = ar
2
.

Takto postupne dostaneme bmab−m = ar
m

, pre m ∈ N.
Ak dosad́ıme m = q dostávame a = ar

q
a teda rq ≡ 1

(mod p). V pŕıpade k 6= 1 by sme podl’a Malej fermatovej
vety dostali q|p − 1 a to je spor. Preto napriklad grupa
ktorá má 15 prvkov je cyklická. Ale 6 prvková grupa cyk-
lická byt’ nemuśı lebo nie je splnený jeden z predpokladov.

2.14 Neriešitel’né grupy

Veta 44. Ak G je podgrupa Sp, p je prvoč́ıslo, a p||G|
tak G obsahuje cyklus d́lžky p.

Dôkaz. Podl’a predošlej vety G obsahuje permutáciu
rádu p. Ak by daná permutácia bola zložená z viac ako
jedného cyklu, tak jej rád by nebol delitel’ný p lebo by to
bol najmenš́ı spoločný násobok č́ısel menš́ıch ako p.
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Veta 45. Ak p je prvoč́ıslo a G je podrupa Sp ktorej
rád je delitel’ný p a obsahuje aspoň jednu trans-
poźıciu tak G = Sp.

Dôkaz. Podl’a predošlej vety G obsahuje aspon jeden
cyklus dl’žky p. Preto ak obsahuje transpoźıciu tak podl’a
vety 102 v Doplnkoch dostávame G = Sp.

Veta 46. Ak p ≥ 5 je prvoč́ıslo a f(x) je ireducibilný
polynóm nad pol’om Q stupňa p ktorý má práve
dva komplexne korene, tak jeho galoisova grupa
nad pol’om Q je izomorfná s grupou permutáćı Sp.

Riešitel’nost’ polynomickej rovnice v radikáloch sme
charakterizovali pomocou rieštel’nosti jej Galoisovej grupy.
Ako vid́ıme z predošlej vety niektoré z týchto grúp sú
izomorfné s celou grupou Sm. Preto pri hl’adańı rovnice
neriešitel’nej v radikáloch nám pomôže nasledujúci výs-
ledok:

Veta 47. Ak m ∈ N je prirodzené č́ıslo väčšie ako 4
tak grupa permutácíı Sm nie je riešitel’ná.

Tvrdenie je dôsledkom trochu všeobecneǰsieho faktu:

Lema 1. Ak G je pogrupa Sm,m ≥ 5 ktorá obsahuje
všetky cykly d́lžky 3 a H ⊂ G je taká normálna pod-
grupa G, že faktorová grupa G/H je komutat́ıvna
tak aj H obsahuje všetky cykly d́lžky 3.
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Dôkaz. Z predpokladu komutat́ıvnosti G/H vyplýva

(π1H)(π2H) = (π2H)(π1H)

a teda π1π2H = π2π1H, pre π1, π2 ∈ H. To znamená

π1π2(π2π1)
−1 = π1π2π

−1
1 π−12 ∈ H. (21)

Nech (a1, a2, a3) je nejaký cyklus z Sm. Podl’a predpok-
ladu m ≥ 5 a teda dané permutácie pôsobia na množine
ktorá obsahuje ešte aspoň dva rôzne prvky a4, a5. Grupa
G teda obsahuje cykly (a1, a5, a2), (a5, a3, a2). Ak v (21)
dosad́ıme π1 = (a1, a5, a2), π2 = (a5, a3, a2) dostávame po
úprave (a1, a2, a3) ∈ H.

Dôkaz vety 47. Podl’a lemy 1 ak Gn je podgrupa Sm
ktorá obsahuje všetky cykly dl’žky 3 a Gn+1 je normálna
podgrupa Gn taká, že faktorová grupa Gn/Gn+1 je ko-
mutat́ıvna, tak Gn+1 tiež obsahuje všetky cykly dl’žky 3.
Preto nikdy nemôže nastat’ pŕıpad Gn+1 = {id} ako je to
požadované v (18).

Pŕıklad 58. Žiadna podgrupa Sm,m ≥ 5, ktorá obsahuje
všetky cykly d́lžky 3 nie je riešitel’ná.

Z vety 40 a viet 46, 47 dostávame

Veta 48. Ak p ≥ 5 je prvoč́ıslo a f(x) je ireducibilný
polynóm nad pol’om Q stupňa p ktorý má práve dva
komplexne korene, tak polynomická rovnica f(x) =
0 nie je riešitel’ná v radikáloch nad pol’om Q.
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2.15 Eisensteinovo kritérium ireducibility

Nasledujúci výsledok známy pod názvom Eisensteinovo
kritérium ireducibility, nám umožńı konštruovat’ ireduci-
bilné polynómy s vlastnost’ami, ktoré budeme potrebovat’.

Veta 49. Nech f(x) = anx
n + · · · + a0 je polynóm s

celoč́ıselnými koeficientami. Ak existuje prvoč́ıslo
p také, že p - an a p|aj pre j = 0, . . . , an−1 a p2 - a0,
tak polynóm f(x) je ireducibilný nad Q.

13

Polynóm g(x) ∈ Z[x] sa nazýva primit́ıvny vtedy a
len vtedy ak najväčš́ı spoločný delitel’ jeho koeficientov je
1.

Lema 2. Ak g1(x), g2(x) sú primit́ıvne polynómy tak
aj g1(x)g2(x) je primit́ıvny polynóm.

Dôkaz. Nech g1(x)g2(x) nie je primit́ıvny polynóm.
Potom existuje prvo- č́ıslo p, ktoré déı všetky jeho koefi-
cienty. Preto pre redukciu modulo p plati

g1(x)g2(x) = 0

13Tento výsledok nesie názov po nemeckom matematikovi menom
Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823 – 1852). Pred ńım ho však
dokázal iný nemecký matematik Theodor Schonemann (1812 - 1968).
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a teda
g1(x) · g2(x) = 0.

Preto g1(x) = 0 alebog2(x) = 0. Z toho vyplýva, v ze p
deĺı všetky koeficienty g1(x) alebo g2(x) a to je spor lebo
sme predopokladali, že obidva sú primit́ıvne.

Lema 3. Ak polynóm h(x) ∈ Z[x] je reducibilný nad
Q tak je reducibilný aj v Z[x].

Dôkaz. Nech h(x) = h1(x)h2(x) kde h1(x), h2(x) ∈
Q[x]. Oba polynómy môžeme vyjadrit v tvare

h1(x) =
p1h3(x)

r1
, h2(x) =

p2h4(x)

r1

kde polynómy h3(x), h4(x) sú primit́ıvne a p1, p2, r1, r2 ∈ Z
a (p1, r1) = 1, (p2, r2) = 1. Potom po dosadeńı do rovnosti
pre h(x) a úprave dostávame

r1r2h(x) = p1p2h3(x)h4(x). (22)

Podl’a Lemy 2 dostávame, že h3(x)h4(x) je primit́ıvny po-
lynóm. Preto z podmienok (p1, r1) = 1, (p2, r2) = 1 dostá-
veme pomocou (22) r1|p2, r2|p1. Teda p2 = p′2r1, p1 = p′1r2.
Po dosadeńı do (22) a vykráteńı č́ıslami r1, r2 máme

h(x) = p′1p
′
2h3(x)h4(x).
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Dôkaz vety 49. Nech f(x) = f1(x)f2(x), kde stupne
daných polynómov sú aspoň 1. Podl’a Lemy 3 môžeme
predpokladat’ že f1(x), f2(x) ∈ Z[x]. Keď tieto polynómy
zredukujeme modulo p dostávame

(an mod p)xn = f1(x) · f2(x),

pričom hodnota an mod p je nenulová. Preto f1(x) =
axj , f1(x) = bxn−j , j ≥ 1, n − j ≥ 1. Z toho vyplýva, že
konštatné koeficienty polynómov f1(x), f2(x) sú delitel’né
p a teda p2|a0 čo je spor.

Pŕıklad 59. Pomocou vety 49 sa tiež dá dokázat’, že ak
p je pre proč́ıslo, tak polynóm

f(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1,

je ireducibilný. Stač́ı si uvedomit’ , že

f(x) =
xp − 1

x− 1

a teda ak označ́ıme x = y + 1 tak

f(y + 1) =
(y + 1)p − 1

y
= yp−1 +

(
p

p− 1

)
yp−2 + · · ·+ p.

Preto f(y + 1) ako polynóm neurčitej y je ireducibilný
podl’a Eisensteinovho kritéria ireducibility. Teda aj f(x) je
ireducibilný. Je zrejmé, že v tomto pŕıpade f(x) = Φp(x).
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Pŕıklad 60. Polynóm x5 − 5x+ 10 je ireducibilný.

Pŕıklad 61. Ak v predpokladoch vety 49 zameńıme pod-
mienku p2 - a0 podmienkou p3 - a0 môžeme rovnakým
spôsobom odvodit’ , ze f(x) sa nedá vyjadrit’ ako súčin
troch polynómov stupnǎ aspoň jedna, ktoré patria do Q[x].

Normálne rozš́ırenie. Pole E ⊃ F sa nazýva nor-
málnym rozš́ıreńım pol’a F práve vtedy ak každý poly-
nóm ireducibilný nad F má v poli E alebo všetky korene
alebo ani jeden koreň.

Veta 50. Rozkladové pole separabilného polynómu
nad pol’om F je normálne rozš́ırenie pol’a F .

Dôkaz. Nech f(x) je separabilný polynóm nad pol’om
F a E je jeho rozkladové pole. Predpokladajme, že nejaky
polynóm g(x) ∈ F [x] ireducibilý nad F má korene β a β1.
Podl’ vety 33 existuje izomorfizmus ϕβ : F (β) → F (β1)
taký, že pre a ∈ F plati ϕβ(a) = a a ϕβ(β) = β1. Ak
β ∈ E tak β = p(α1, . . . , αk) kde p je polynóm k neurčitých
a α1, . . . , αk sú všetky korene polynómu f(x). Preto β1 =
p(ϕβ(α1), . . . , ϕβ(αk)). Hodnoty ϕβ(α1), . . . ,
ϕβ(αk) sú znovu korene polynómu f(x) a teda β1 ∈ E.

Veta 51. Nech E ⊂ C je rozkladové pole nejakého
separabilného polynómu nad pol’om F . Potom pre
každé α ∈ E plat́ı

α ∈ F ⇐⇒ ∀ψ ∈ G(E : F );ψ(α) = α.
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Dôkaz. Nech α ∈ E \ F . Potom α1 má nejaký mini-
málny polynóm f(x) ∈ F (x), stupeň tohoto polynómu
ja aspoň 2. Teda tento polynóm má ešte jeden koreň α1

rôzny od α. Podl’a predošlej vety máme α1 ∈ E. Podl’a
vety 33 existuje izomorfizmus ϕα : F (α) → F (α1) taký,
že ϕα(α) = α1 a ϕα(a) = a pre a ∈ F . Podl’a vety
34 teda existuje izomorfizmus ψ ∈ G(E : F ) taký, že
ψ(α) = α1 6= α.

2.16 Tranzit́ıvnost’ grupy

Ak G je nejaká grupa bijekćı na istej množine M tak
hovoŕıme, že je tranzit́ıvna na nejakej podmnožine S ⊂
M práve vtedy, ked’ pre každú dvojicu prvkov s1, s2 ∈ S
existuje bijekcia π ∈ G taká, že π(s1) = s2.

Veta 52. Nech f(x) je polynóm separabilný nad
pol’om F a E je jeho rozkladové pole. Tento poly-
nóm je ireducibilný práve vtedy, ked’ grupa G(E :
F ) je tranzit́ıvna na množine koreňov f(x).

Táto veta je dôsledok nasledujúceho tvrdenia:

Veta 53. Nech E je rozkladové pole nejakého sep-
arabilného polynómu nad pol’om F . Predpoklada-
jme, že α ∈ E. Označme

{α1, . . . , αk} = {ϕ(α);ϕ ∈ G(E : F )}.
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Potom polynóm

g(x) = (x− α1) . . . (x− αk)

patŕı do F [x] a je ireducibilný.

Dôkaz. Polynóm g(x) si môžeme vyjadrit’ v tvare

g(x) = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a0,

kde aj = (−1)jσk−j , j = 1, . . . , k − 1 a σi, i = 1, . . . k sú
elementarne symetrické polynómy od α1, . . . , αk. Z tohoto
dôvodu plat́ı

ϕ(aj) = (−1)jϕ(σk−j) = (−1)jσk−j = aj , j = 0, . . . , k − 1.

Preto podl’a vety 51 dostávame aj ∈ F .
Označme h(x) ∈ F [x] minimálny polynóm prvku α

nad pol’om F . Potom h(x) je ireducibilný a α1, . . . , αk sú
korene h(x), teda h(x) = cg(x) pre vhodné c ∈ F .

Pŕıklad 62. Rozkladové pole polynómu (x2 − 2))(x3 −
3) obsahuje č́ısla

√
2,−
√

2, 2
√

3, w3
3
√

3, w2
3

3
√

3. Pre každý
izomorfizmus ϕ ∈ G(E : Q) plat́ı ϕ(

√
2) = ±

√
2. Teda

táto grupa nie je tranzit́ıvna na množine koreňov tohoto
polynómu.
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2.17 Norma prvku

Ak E je normálne rozš́ırenie pol’a F a α ∈ E tak hodnotu

NF (α) =
∏

ϕ∈G(E:F )

ϕ(α)

budeme nazývat’ normou prvku α nad pol’om F .

Pŕıklad 63. Norma prvku a + b
√

2 ∈ Q(
√

2) je rovná
(a+ b

√
2)(a− b

√
2) = a2 − 2b2.

Je zrejmé, že pre α1, α2 ∈ E plat́ı

NF (α1α2) = NF (α1)NF (α2), (23)

pre každé ϕ ∈ G(E : F ) plat́ı

NF (α1) = NF (ϕ(α1)) (24)

a
NF (a) = a[E:F ] (25)

pre l’ubovol’né a ∈ F .

Veta 54. Pre každé α ∈ E plat́ı NF (α) ∈ F .

Dôkaz. Použijeme vetu 51. Ak ψ ∈ G(E : F ) tak
{ψ ◦ ϕ;ϕ ∈ G(E : F )} = G(E : F ). Preto

ψ(NF (α)) =
∏

ϕ∈G(E:F )

(ψ◦ϕ)(α) =
∏

ϕ∈G(E:F )

ϕ(α) = NF (α),

a teda podl’a vety 51 dostávame NF (α) ∈ F .
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Veta 55. Nech G je grupa a n ∈ N. Predpoklada-
jme, že X1, . . . ,Xn su rôzne homomorfizmy G do
multiplikat́ıvnej grupy nejakého pol’a F . Potom pre
a1, . . . , an ∈ F plat́ı

a1X1 + · · ·+ anXn = 0⇒ a1 = 0, . . . , an = 0.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a n. Ak
a1X1 = 0 tak a1 = a1X1(e) = 0. Predpokladajme, že veta
plat́ı pre n− 1. Nech

a1X1 + · · ·+ anXn = 0.

Predpokladajme, že x ∈ G a y ∈ G je taký prvok, že
Xn(y) 6= Xn−1(y). Potom

a1X1(x) + · · ·+ anXn(x) = 0 (26)

ale aj

a1X1(xy) + · · ·+ an−1Xn−1(xy) + anXn(xy) = 0

teda
n−1∑
i=1

aiX1(x)Xi(y) + anXn(x)Xn(y) = 0.

Ak rovnost’ (26) vynásob́ıme Xn(y) a odč́ıtame od posled-
nej rovnosti dostávame

n−1∑
i=1

aiXi(x)(X1(y)−Xn(y)) = 0
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pre každé x ∈ G. To znamená

n−1∑
i=1

ai(Xi(y)−Xn(y))Xi = 0.

Hodnota Xn−1(y)−Xn(y) je nenulová a preto z indukčného
predpokladu dostávame an−1 = 0. Rovnakým spôsobom sa
dá dokázat’ , že ai = 0, i = 1, . . . n−2. Teda aj an = 0.

Veta 56. Nech E je normálne rozš́ırenie pol’a F
také, že grupa G(E : F ) je cyklická. Označme jej
generátor ϕ. Potom pre každé α ∈ E plat́ı

NF (α) = 1⇐⇒ ∃γ ∈ E;α =
γ

ϕ(γ)
.

14

Dôkaz. Jedna implikácia vyplýva bezprostredne z rov-
nost́ı (23) a (24).

Nech grupa G(E : F ) má rád n. Je zrejmé, že v tomto
pŕıpade plat́ı

NF (α) = αϕ(α)ϕ2(α) . . . ϕn−1(α).

14Tento výsledok je známy aj pod názvom Hilberova lema č́ıslo 90.
David Hilbert - nemecký matematik, 23. 1, 1862 – 14. 2. 1943. Patril
medzi vedúce osobnosti matematiky. Jedna z jeho myšlienok bola aj
vytvorit axiomatický pŕıstup k rôznym matematickým teóriam.
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Definujme

ψj(α) = αϕ(α) . . . ϕj(α), j = 0, . . . , n− 1.

Uvažujme zobrazenie λ : E → E definované nasledovne

λ = id+ ψ0(α)ϕ+ ψ1ϕ
2 + · · ·+ ψn−2(α)ϕn−1.

Podl’a vety 55 existuje β ∈ E také, že λ(β) 6= 0. Je zrejmé,
že

λ(β) =

= β + ψ0(α)ϕ(β) + ψ1(α)ϕ2(β) + · · ·+ ψn−2(α)ϕn−1(β).

Ak uvážime, že ψn−1(α) = 1 dostáveme

αϕ(λ(β)) = ψ0(α)ϕ(β) + ψ1(α)ϕ2(β) + · · ·+ ψn−1(α)β =

= ψ0(α)ϕ(β) + ψ1(α)ϕ2(β) + · · ·+ β =

= λ(β).

Teda pre γ = λ(β) dostávame

α =
γ

ϕ(γ)
.

Veta 57. Nech pole F obsahuje wn pre dané n ∈ N
a E je také rozš́ırenie pol’a F že grupa G(E : F )
je cyklická rádu n. Potom existuje také a ∈ F , že
E = F ( n

√
a).
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Dôkaz. Podl’a rovnosti (25) dostávame, že NF (w−1n ) =
1. Nech ϕ je generátor grupy G(E : F ). Podl’a vety 56
dostávame, že existuje γ ∈ E také, že

w−1n =
γ

ϕ(γ)

a teda ϕ(γ) = wnγ. Z toho vid́ıme že ϕj(γ) = wjnγ pre
j = 0, . . . , n − 1. Ak polož́ıme a = NF (γ) tak a ∈ F
a γn = a. Teda γ = n

√
a. Podl’a vety 53 dostávame, že

polynóm

xn − a = (x− γ)(x− wnγ) . . . (x− wn−1n γ)

je ireducibilný nad F a teda [F ( n
√
a) : F ] = n. Ak si uve-

domı́me [E : F ] = n tak vid́ıme, že E = F ( n
√
a).

Grupa G sa nazýva prostá práve vtedy ak {e} a G sú
všetky jej normálne podgrupy. Vel’mi jednoducho nahliad-
neme tento fakt:

Veta 58. Komutat́ıvna grupa je prostá práve vtedy
ak je cyklickou grupou prvoč́ıselného rádu.

Túto skutoňost’ použijeme na dôkaz :

Veta 59. Nech G je grupa a H je taká jej normálna
podgrupa, že faktorová grupa G/H je komutat́ıvna.
Ak H1 ⊃ H je maximálna normálna podgrupa G v
zmysle inklúzie, rôzna od G, ktorá obsahuje H tak
G/H1 je cyklická grupa prvoč́ıselného rádu.
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Dôkaz. Podl’a vety 58 stač́ı dokázat’ že daná faktorová
grupa je komutat́ıvna a prostá. Komutativita vyplýva ok-
amžite z toho, že H ⊂ H1. Nech A ⊂ G/H je podgrupa.
Položme

Ã = {g ∈ G; gH1 ∈ A}.

Je jasné, že H1 ⊂ Ã. Jednoduchými úpravamim, sa dá
preverit’ že Ã je normálna podgrupa G. Z maximality H0

dostávame H1 = Ã alebo G = Ã. Preto A = e alebo
A = G/H.

Veta 60. Ak G je konečná grupa a H je taká jej
normálna podgrupa že faktorová grupa G/H je ko-
mutat́ıvna tak existuje konečná postupnost’ pod-
grúp H = Hn ⊂ Hn−1 ⊂ . . . H1 ⊂ H0 = G že
i) Hi je normálna podgrupa Hi−1, i = 1, . . . n a
ii) faktorová grupa Hi−1/Hi je cyklická.

Z tohoto vyplýva bezprostredne:

Veta 61. Konečná grupa G je rieštel’ná vtedy a
len vtedy ak existuje konečná postupnost’ podgrúp
H0 = G ⊃ H1 · · · ⊃ Hk = {e} taká, že
i) Hj je normálna podgrupa Hj−1 pre j = 1, . . . , k
ii) Faktorová grupa Hj−1/Hj je cyklická pre j =
1, . . . , k.
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Normálne podgrupy. Nech E je normálne konečné
rozš́ırenie pol’a F . Predpokladajme, že H je normálna pod-
grupa grupy G(E : F ). Položme

EH = {α ∈ E; ∀ϕ ∈ H : ϕ(α) = α}. (27)

Veta 62. Predpokladajme, že F obsahuje pole Q.
Potom
i) EH je normálne rozš́ırenie pol’a F ,
ii) E je normálne rozš́ırenie pol’a EH a
iii) G(E : EH) = H.

Dôkaz. Nech ψ ∈ G(E : F ). Potom pre každý izomor-
fozmus ϕ ∈ H plat́ı ψϕψ−1 ∈ H. Teda ak α ∈ EH tak
ψϕψ−1(α)(α) = α. To znamená ψ−1(ϕ(ψ(α))) = α a teda
ϕ(ψ(α) = ψ(α). Z toho vyplýva, že ψ(α) sṕlňa podmienku
(27) a teda ψ(α) ∈ EH . Tým sme dokázali i).

Bod ii) vyplýva z toho že E je normálne rozš́ırenie F .
Určite plat́ı H ⊂ G(E : EH). Preto na dôkaz iii) stač́ı

dokázat’ |H| ≥ |G(E : EH)|. Podl’a vety exiatuje taký pr-
vok β ∈ E, že E = EH(β). Potom |G(E : EH)| = [EH(β) :
EH ]. Nech |H| = k a H = {ϕ1, . . . , ϕk}. Uvažujme poly-
nóm

h(x) = (x− ϕ1(β)) . . . (x− ϕk(β)) = (28)

= xk + sk−1x
k−1 + · · ·+ s0.

Koeficieny sj , j = 0, . . . , k − 1 su hodnoty symetrických
polynomov v ϕ1(β),
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. . . ϕk(β) a teda pre každé ϕi(sj) = sj , 0 ≤ j < k, 1 ≤ i ≤
k. Z toho vyplýva, že sj ∈ EH . Preto h(x) ∈ EH [x]. Grupa
H obsahuje aj neutrálny prvok, teda identické zobrazenie.
Preto h(β) = 0. Z toho vyplýva, že minimálny polynóm
prvku β nad EH je delitel’om h(x). Teda [EH(β) : E] ≤
k.

Veta 63. Nech F ⊂ C je pole, f(x) ∈ F [x] je sepa-
rabilný polynóm a E je jeho rozkladové pole nad
F . Označme n = [E : F ]. Ak F obsahuje wn a grupa
G(E : F ) je rieštel’ná tak rovnica f(x) = 0 je riešite-
l’ná v radikáloch.

Dôkaz. Nech

G(E : F ) = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk = {id},

je postupnost’ podgrúp takých, že Hi+1 je normálna podr-
grupa Hi a grupa Hi/Hi+1 cyklická. Položme Fi = EHi ,
i = 0, . . . k. Potom podl’a vety 62 E je normálne rozš́ırenie
Fi a Fi je normálne rozš́ırenie F, i = 0, . . . k. Naviac G(E :
Fi) = Hi. Podll’a vety 37 dostávame

G(Fi−1 : Fi) ' G(E : Fi)/G(E : Fi+1)

a teda galoisova grupa G(Fi−1 : Fi) je cyklická. Z vety 57
preto vyplýva, že Fi−1 = Fi( m

√
αi−1) kde m = [Fi−1 : Fi]

a αi−1 ∈ Fi.
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2.18 Wedderburnova veta

Usporiadanú trojicu (T,+, ·) sa nazýva teleso práve vt-
edy ak + a · sú binárne operácie na T pričom (T,+) je
komutat́ıvna grupa, (T \ {0}, ·) je grupa a pre a, b, c ∈ T
plat́ı

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

Teda na rozdiel od pol’a sa nevyžaduje v tomto pŕıpade
komutat́ıvnost’ násobenia. Pŕıkladom telesa, ktoré nie je
pole je teleso kvaternionov.

V tejto časti dokážeme:

Veta 64. Každé konečné teleso je pole.

Tento výsledok súviśı s komutativitou grúp, preto zač-
neme s niektorými faktami na túto tému.

Nech G je konečná grupa. Označme pre a ∈ G sym-
bolom Ca množinu všetkých prvkov g ∈ G takých, že
ag = ga. Množina Ca sa nazýva centralizátor prvku
a. Prienik C = ∩a∈GCa sa nazýva centrum grupy G.
Pomocou úprav sa dá dkázat’, že

Veta 65. i) Ca je podgrupa G a
ii) C je podgrupa G.

Pŕıklad 64. Centrum grupy je určite normálna podgrupa.
Dá sa dokázat’, že grupa G je komutat́ıvna práve vtedy ked’
faktorová grupa G/C je cyklická.
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Pŕıklad 65. Podl’a pŕıkladu 86 sa dá dokázat’, že z riešite-
l’nosti grupy G/C vyplýva riešitel’nost’ grupy G.

Na grupe G si môžeme definivat’ reláciu

a ∼ b⇐⇒ ∃g ∈ G; a = gbg−1.

Aj v tomto pŕıpade jednoducho oveŕıme, že ∼ je relácia
ekvivalencie na G. Ak a ∼ b tak prvky a, b sa nazývajú
konjugované. Označme symbolom Ka triedu ekvivalencie
ktorá obsahuje prvok a. Teda

Ka = {gag−1; g ∈ G}. (29)

Veta 66. Množina Ka obsahuje |G|
|Ca| prvkov.

Dôkaz. Stač́ı dokázat’, že existuje bijekcia medzi Ka a
množinou tried rozkladu G/Ca. Triedy rozkladu majú tvar
gC(a), g ∈ G. Zostroj́ıme bijekciu Ka → G/Ca.

Rovnost’ gag−1 = g1ag
−1
1 práve vtedy ked’ g−11 ga =

ag−11 g a teda g−11 g ∈ Ca to znamená gCa = g1Ca. To
znamená, že priradenie
gag−1 7→ gCa je bijekcia.

Lema 2. Ak q ∈ N, q > 1 tak pre m,n ∈ N,m < n
plat́ı

qm − 1|qn − 1 =⇒ m|n.
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Dôkaz. Ak qm−1|qn−1 tak qm−1|qn−1−(qm−1) =
qm(qn−m − 1) a teda qm − 1|qn−m − 1. Ak r je zvyšok n
po deleńı m tak postupne dokážeme qm − 1|qr − 1 a to je
možné jedine v pŕıpade r = 0.

Dôkaz vety 64. Nech T je konečné teleso. Označme
G = T \{0} je multiplikat́ıvnu grupu. Ak budeme použ́ıvat’
označenia ako v predošlom texte tak vel’mi lahko nahliad-
neme, že množina F = C ∪ {0} obsahuje s každými dvomi
prvkami aj ich súčet a teda tvoŕı pole. T preto môžeme
považovat’ za vektorový priestor nad F . Z toho vyplýva

|T | = |F |n

pre nejaké n ∈ N. Veta bude dokázaná ak dokážeme, že
n = 1. Rovnako ako to, že C ∪ {0} je pole sa dá preverit’,
že Ca ∪{0} je teleso. Preto táto množina je tiež vektorový
priestor nad F . Z toho vyplýva

|Ca ∪ {0}| = |F |na .

Grupa G je disjunktnym zjednoteńım tied Ka, a ∈ G. Je
zrejmé, že a ∈ C ⇔ |Ka| = 1. Preto podl’a vety 66 dostáva-
me

|G| = |C|+
∑
Ka∈B

|G|
|Ca|

(30)

kde B je množina tých tried ekvivalencie ∼, ktoré majú
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viac ako 1 prvok. To znamená

|F |n − 1 = |F | − 1 +
∑
[a]∈B

|F |n − 1

|F |na − 1
. (31)

Podl’a Lagrangeovej vety dostávame že prirodzené č́ıslo
|F |na−1 je delitel’om |F |n−1, a tedy z lemy 2 vyplýva na|n,
pretože |F | > 1. Z defińıcie Φn(x) dostávame že polynóm
xn−1
xna−1 je polynóm tvaru h(x)Φn(x), kde
h(x) ∈ Z[x]. Z rovnosti (31) vyplýva teda, že

Φn(|F |)||F | − 1. (32)

Ak by platilo n > 1 tak Φn(x) je súčinom činitel’ov tvar
x− wkn kde (k, n) = 1. V tom pŕıpade

||F | − wkn| =
√(
|F | − cos

2kπ

n

)2
+ sin2 2kπ

n
> |F | − 1

preto aj Φn(|F |) > |F | − 1 a to je spor s (32).

Pŕıklad 66. Rovnost’ (30) plat́ı pre l’ubovolńú konečnú
grupu G. Ak |G| = pn kde p je prvoč́ı slo a n = 2, 3, . . .
tak |C| = pk pre vhodné k ∈ N.

Pŕıklad 67. Grupa rádu p2 , kde p je prvoč́ıslo, je komu-
tat́ıvna.

Pŕıklad 68. Grupa rádu pn je riešitel’ná.
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2.19 Euklidovské geometrické konštrukcie

Geometrická konštrukcia, ktorá sa dá vykonat’ konečným
počtom krokov pri pomoci prav́ıtka a kružidla sa nazýva
Euklidovská geometrická konštrukcia. Ako sa môž-
eme domievat’ už podl’a názvu, snaha o takéto konštrukcie
siaha do doby Euklida teda do antických čias. Postupom
času sa vyčlenili tri úlohy, ktoré sa nedarilo riešit’. Sú
to trisekcia uhlu, reduplikácia kocky a kvadratúra
kruhu. Nemožnost’ prvých dvoch dá dokázat’ pomocou
algebry. Vyplýva to z výsledku francúzskeho matematika
menom Pierre Wantzel 15. Pod trisekciou uhlu sa mysĺı Eu-
klidovská konťrukcia, ktorá k l’ubovol’nému uhlu dokáže
zostrojit’ uhol ktorého odchylka sa rovná jednej tretine
pôvodného uhlu. Bisekcia uhlu teda rozdelenie na polovicu
je dobre známa jednoduchá konštrukcia. Reduplikácia ko-
cky znamená úlohu euklidovsky zostrojit’ stranu kocky,
ktorá by mala dvojnásobný objem ako daná kocka. Bu-
deme sa týmto výsledkom zaoberat’. Nerieštel’nost’ posled-
nej úlohy súviśı sa trancendentnost’ou č́ısla π a metódami
patŕı skôr do matematickej analýzy.

Každý krok Euklidovskej geometrickej konštrukcie zna-
mená zostrojenie priesečńıku
a) dvoch priamok

15Pierre Laurent Wantzel (1814 – 1848) sa narodil v Pariži. V roku
1837 dokázal nemožnost’ trisekcie uhlu a a reduplikácie kocky.
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b) priamky a kružnice
c) dvoch kružńıc.

V algebre kroku a) zodpovedá riešenie sú stavy dvoch
lineárnych rovńıc o dvoch neznámych.
Ak nejaká priamka prechádza bodmi A = [a1, a2], B =
[b1, b2] kde a1, a2 ,
b1, b2 sú prvkami nejaého pol’a F , tak bod [x, y] patŕı do
tejto priamky práve vtedy keď existuje t také , že

x = a1 + t(a1 − b1), y = a2 + t(a2 − b2)

ak z týchto rovnost́ı eliminujeme úpravami t dostávame že
rovnica tejto priamky má tvar

Ax+By + C = 0, A,B,C ∈ F.

Teda priesečńık s inou priamkou , ktorá tiež prechádza
bodmi ktorých súradnice patria do pol’a F sṕlňa rovnice

Ax+By + C = 0, A1x+B1y + C1 = 0,

kde A,B,C,A1, B1, C1 ∈ F . Riešenie takejto sústavy rov-
ńıc sa hl’adá pomocou sč́ıtania, násobenia, delenia a ak x, y
je ich riešeńım tak x, y ∈ F .

Kroku b) zodpovedá riešenie sú stavy lineárnej rovnice
o dvoch nez- námych a kvadratickej rovnice o dvoch nez-
námych.
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Nech nejaká kružnice má stred [m,n],m, n ∈ F a polomer
r ∈ F . Tak jej rovnica bude

(x−m)2 + (y − n)2 = r2.

Ak hl’adáme jej priesečńıky s priamkou Ax + By + C =
0, A,B,C ∈ F , dajme tomu, že A 6= 0 tak môžeme dosadit’

x =
−By − C

A

a dostávame kvadratickú rovnicu(−By − C
A

−m
)2

+ (y − n)2 = r2.

Ak túto rovnicu uprav́ıme a jej diskriminant označ́ıme α
tak α ∈ F a vid́ıme, že jej koreň y patŕı do F (

√
α).

Kroku c) zodpovedá riešenie sú stavy dvoch kvadrat-
ických rovńıc o dvoch neznámych

(x−m)2 + (x− n)2 = r2

a
(x−m1)

2 + (x− n1)2 = r21.

Teda
x2 + 2xm+m2 + y2 + 2yn+ n2 = r2

x2 + 2xm1 +m2
1 + y2 + 2yn1 + n21 = r21.
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Keď odč́ıtame prvú od druhej vid́ıme, že táto sústava je
ekvivalentná sústave

x2 + 2xm+m2 + y2 + 2yn+ n2 = r2

2x(m2−m1) +m2
2−m2

1 + 2y(n2−n1) +n22−n21 = r22− r21.
Teda kvadratické členy v druhej vypadli a vlastne riešime
rovnakú sústavu ako v bode 2.

Ak vychádzame z nejakého pǒla F tak priesečńık v
pŕıpade a) má súradnice znovu v poli F . V pŕıpadoch b) a
c) súradnice priesečńıku patŕı do pǒla F (

√
α) pre vhodné

α ∈ F . Wantzelov výsledok je

Veta 67. Bod [x, y] sa dá zostrojǐt vtedy a len vtedy
ak existuje konečná postupnosť α1, ..., αn že plat́ı
a) α1 ∈ Q,αk ∈ Q(

√
α1)...(

√
αk−1), k = 2, ..., n− 1

b) x, y ∈ Q(
√
α1)...(

√
αn).

Dôkaz. Jedna implikácia vyplýva z predošlých úvah.
Opačná implikácia vyplýva z:

Lema 4. Predpokladajme, že vieme zostrojit’ všet-
ky body [x, y] také že x, y patria do nejakého pol’a F .
Preto vieme zostrojit’ všetky body [a+b

√
x, c+d

√
x]

kde a, b, c, d ∈ F .

Dôkaz. Môžeme predpokladat’ ,že x > 0. Ak zostro-
j́ıme úsečku AB dl’žky x + 1, môžeme nad ňou zostro-
jit’ polkružnicu. Uvažujme bod C na tejto úsečke taký, že
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|AC| = x. Ak spust́ıme kolmicu na úsečku AB v bode
C a označ́ıme D jej priesečńık s danou polkružnicou tak
|CD| =

√
x.

Veta 68. Nech F je pole. Ak kubický polynóm f(x)
s koeficientami z pǒla F nemá koreň v F tak nemá
ani koreň v F (

√
α) pre α ∈ F .

Dôkaz. Nech c = a + b
√
α ∈ F (

√
α). Potom c je kore-

ňom polynómu

h(x) = x2 − 2ax+ a2 − b2α.

(Prečo?). Polynóm f(x) sa dá vydelǐt so zvyškom poly-
nómom h(x) a dost- ávame rovnosť

f(x) = (x+ a1)h(x) + a2x+ a3, a1, a2, a3 ∈ F. (33)

Ak by c bolo koreňom f(x) tak z poslednej rovnosti vyp-
lýva

a2c+ a3 = 0.

, Preto ak a2 6= 0 tak c ∈ F a to je spor. Teda a2 = 0 a
preto aj a3 = 0. Potom ale z (33) dostávame f(−a1) = 0
a to je spor. 16

16Georg Mohr v roku 1672 a Lorenzo Mascheroni v roku 1797
dokázali, že každá konštrukcia ktorá sa dá vykonat’ pomocou prav́ıtka
a kružidla sa dá vykonat’ len pomocou kružidla. Mysĺı sa tým
konštrukcia bodov. Teda nie narysovanie priamky. Tento výsledok
je dnes známy ako Mohrova - Mascheroniho veta.
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Postupnými krokmi sa dá odvodit’

Veta 69. Ak f(x) je kubický polynóm s racionál-
nymi koeficientami ktorý nemá koreň v Q tak nemá
koreň ani v poli Q(

√
α1)...(

√
αn) kde α1 ∈ Q a αk ∈

Q(
√
α1)...(

√
αk−1), k = 2, . . . n, kde n ∈ N.

Teda

Veta 70. Ak f(x) je kubický polynóm s racionálny-
mi koeficientami ktorý nemá koreň v Q tak jeho
korene sa nedajú euklidovsky zostrojǐt.

Pŕıklad 69. Hodnota 3
√

2 je koreňom polynómu x3 − 2
ktorý je ireducibilný nad Q. Preto sa táto hodnota nedá
zostrojit’ euklidovsky. Tento fakt vysvetl’uje tiež nemož-
nost’ tzv. reduplikácie kocky - jednu z historických úloh.

Pŕıklad 70. Teraz sa vrátime k skôr spomı́nanej trisekcii
uhlu. Ak by bola možná trisekcia uhlu, tak by sa dal zostro-
jit’ uhol 20o. Pretože 60o má uhol v rovnostrannom tro-
juholńıku a ten by sa dal rozdelit’ euklidovsky na tri rov-
naké časti, teda jedna by mala 20o. Ak by sa dal zostrojit’
tento uhol tak by sa euklidovsky dala zostrojit’ aj hodnota
cos 20o. Vieme, že cos 60o = 1

2 . Ak si odvod́ıme formulu
pre cos 3α obasahujúcu iba cosα dostaneme, že cos 20o je
koreňom ireducibilnej rovnice tretieho stupňa, teda podl’a
vety 70 sa zostrojit’ nedá.
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Pŕıklad 71. Ak sa nedá zostrojit’ uhol 20o tak sa určite
nedá zostrojit’ ani uhol 1o, 2o, 5o, 10o. Vlastne sa dá pove-
dat’ ak sa nedá zostrojit’ mo uhol tak sa nedá zostrojit’ ani
do uhol, kde d|m.

Pŕıklad 72. Ak sa dá zostrojit’ uhol mo
1,m1 ∈ N a m2 je

prirodzené č́ıslo nesúdelitel’né s m1 tak sa nedá zostrojit’
uhol mo

2.

Na záver tejto časti môžeme poznamenat’ že euklidov-
ské konštrukcie použ́ıvajú iba dva nástroje prav́ıtko a kru-
židlo a ukázalo sa, že to je málo. Ukážeme to na nasle-
dujúcom pŕıklade:

Pŕıklad 73. Predpokladajme, že dokážeme zostrojit’ kaž-
dý bod paraboly y = x2. Pre každé dve racionálne č́ısla
a, b vieme zostrojit’ kružnicu so stredom [x, y] a polomerom√
a2 + b2. Teda množinu bodov [x, y] kde

(x− a)2 + (y − b)2 = a2 + b2.

Ak dosad́ıme do tejto rovnice y = x2, zostroj́ıme priesečńık
paraboly a tejto kružnice tak pri vhodnej vol’be a, b pŕı-
deme na to, že dokážeme zostrojit’ aj 3

√
2. Teda v tomto

pŕıpade stač́ı pridat’ paraboĺıtko.
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2.20 Pravidelné mnohouholńıky

Anticḱı Gréci ovládali konštrukcie pravidelného trojuhol-
ńıka inými slovami rovnostranného, štvoruholńıka, teda
štvorca a pät’uholńıka. Konštrukcia pät’uholńıka je uve-
dená v pŕıklade 22. To vedie prirodzene na otázku konšt-
rukcie pravidelného n - uholńıka. Tento problém je 2000
rokov starý. Karl Friedrich Gauss v roku 1792 ako študent
dokázal, že podmienka (34) uvedená nižšie, je postačujú-
ca.

Pŕıklad 74. Dá sa zostrojit’ pravidelný sedemuholńık?
Ukážeme, že nie. Ak by sa dal zostrojit’ tak by sa dal
zostrojit’ aj uhol 2π

7 . Teda by sa dali zostrojit’ aj hod-
noty cos 2π

7 a sin 2π
7 . Teda podl’a vety 67 by existovalo pole

F ⊃ Q take, že [F : Q] = 2k a cos 2π
7 , sin

2π
7 ∈ F . Potom ale

w7 ∈ F (i). To znamená, že Q(w7) ⊂ F (i). Preto by platilo
[Q(w7) : Q]|[F (i) : Q]. To je spor pretože [Q(w7) : Q] = 6
a [F (i) : Q] je mocnina 2. Teda pravidelný sedem uholńık
sa zostrojit’ nedá.

Veta 71. Pravidelný n - uholńık sa dá zostrojit’
práve vtedy ked’

n = 2kp1 . . . ps (34)

kde k, s = 0, 1, 2, 3 . . . a v pŕıpade s ≥ 1 sú pj = 2mj +
1, j = 1, . . . , s navzájom rôzne prvoč́ısla väčšie ako
2.
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Dôkaz nutnosti podmienky (34). To že (34) je
nutná podmienka na to aby sa pravidelný n uholńık dal
zostrojit’ dokážeme rovnako ako a predošlom pŕıklade. Je
to práve vtedy ked’ sa dá zostrojit’ uhol 2π

n a teda práve
vtedy ked’ sa dajú zostrojit’ hodnoty cos 2π

n a sin 2π
n . Teda

existuje pole F ⊃ Q také, že [F : Q] = 2r, pre vhodné
r ∈ N a cos 2π

n , sin
2π
n ∈ F . V takom pŕıpade wn ∈ F (i) a

teda Q(wn) ⊂ F (i) a preto [Q(wn) : Q] = 2`. To znamená,
že φ(n) = 2`. Ak n = 2kpe11 . . . pess je kanonický rozklad,
tak φ(p

ej
j ) = 2mj . To je možné jedine vtedy ked’ ej = 1 a

pj = 2mj + 1.

Pŕıklad 75. Ak máme zostrojený nejaký uhol α tak zná-
mou konštrukciou vieme zostrojit’ uhol α

2 . Z algebrického
pohl’adu to vyplýva z rovnosti

cos
α

2
=

√
1− cosα

2
.

Preto ak dá zostrojit’ pravidelný n uholńık tak sa dá
zostrojit’ uhol 2π

n a jeho rozpoleńım sa dá zostrojit’ aj uhol
2π
2n = π

n a teda aj pravidelný 2n uholńık.

Lema 5. Ak m1,m2 sú nesúdelitel’né prirodzené č́ı-
sla a uhly 2π

m1
, 2π
m2

sa dajú zostrojit’ tak sa dá zostro-

jit’ aj uhol 2π
m1m2
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Dôkaz. Tvrdenie vyplýva z toho, že pre vhodné celé
č́ısla n1, n2 plat́ı 1 = n1m1 + n2m2 a teda

2π

m1m2
=

2π

m1m2
· (n1m1 + n2m2) =

2n1π

m2
+

2n2π

m1
.

Pŕıklad 76. Ak chceme zostrojit’ pravidelný 15 - uholńık
stač́ı zostrojit’ uhol 2π

15 . Zostroj́ıme rovnostranný trojuhol-
ńık, teda uhol 2π

3 . Potom zostroj́ıme uhol 2π
5 . Odč́ıtańım

dostaneme
2π

3
− 2π

5
=

4π

15
.

Rozpoleńım výsledného uhla dostaneme uhol 2π
15 .

Aby sme dokázali vetu 34 stač́ı dokázat’ už iba to že
pravidelný p uholńık sa dá zostrojit’ v pŕıpade ked’p = 2`+
1 je prvoč́ıslo. Je to ekvivalentné s tým, že alebo uhol 2π

p sa
dá zostrojita to je ekvivalentné tomu že sa dá zostrojit’ wp.
V tomto pŕıpade je galoisova grupa [Q(wp) : Q] izomorfná
s multiplikat́ıvnou grupou pol’a Zp a teda je to cyklická
grupa rádu 2`.

Veta 72. Nech F je normálne konečné rozš́ırenie
pol’a Q. Ak H ⊂ G(F : Q) taká normálna pod-
grupa, že |G(F : Q)/H| = 2 tak FH je také normálne
rozš́ırenie Q, že existuje a ∈ FH , že F = FH(

√
a).
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Dôkaz. Pole F je konečné rozš́ırenie pol’a racionálnych
č́ısel tak je konečné a normálne rozš́ırenie aj pol’a FH .
Podl’a vety 2.17 existuje prvok b ∈ F taký, že F = FH(b).
Podl’ vety plat́ı [F : FH ] = 2. Preto mnimálny polynóm
prvku b nad FH je kvadratický. Z toho vyplýva

b = a1 +
√
a

kde a1, a ∈ FH a
√
a 6∈ FH . Preto F = FH(

√
a).

Komplexné č́ıslo x + iy sa dá euklidovsky zostrojit’
práve vtedy keď sa dá zostrojit’ bod [x, y]. Rovnako plat́ı ,
že komplexné č́ıslo z = |z|(cosα+i sinα) sa dá euklidovsky
zostrojit’ práve vtedy ked’ sa dá euklidovsky zostrojit’ |z|
a uhol α. Ďalej budeme použ́ıvat’

Lema 6. Ak sa dajú zostrojit’ komplexné č́ısla z1, z2
tak sa dajú zostrojit’ ak z1 + z2, z1z2 a

√
z1.

Dôkaz. Je zrejmé, že sa dá zostrojit’ z1 + z2. Ďalej
môžeme predpokladat’, že z1 6= 0 6= z2. V takom pŕıpade
ich môžeme vyjadrit’ trigonometricky

z1 = |z1|(cosα1 + sinα1), z2 = |z2|(cosα2 + sinα2).

Potom

z1z2 = |z1||z2|(cos(α1 + α2) + sin(α1 + α2)
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a √
z1 =

√
|z1|(cos

(α1

2
+ sin

α1

2

)
.

Teda obidve hodnoty sa dajú zostrojit’.
Podl’a vety 72 a predošlej lemy dostávame

Veta 73. Ak F je také konečné normálne rozsš́ırenie
pol’ Q že pre jeho galoisovu grupu G(F : Q) existuje
j ∈ N a postupnost’ podgrúp G0 = G(F : Q) ⊃ G1 ⊃
. . . Gj = {id}, že
i) Gi+1 je normálna podgrupa Gi pre i = 0, . . . , j − 1
a
ii) |Gi/Gi+1| = 2, pre Gi pre i = 0, . . . , j − 1
tak každý prvok F sa dá zostrojit’ pomocou prav́ıt-
ka a kružidla.

Ked’ uvedomı́me, že G(Q(wp) : Q) je cyklická grupa
rádu 2` s nejakým generátorom ϕ, tak G1 = [ϕ2], G2 =

[ϕ4], . . . , G` = [ϕ2` ] = {id} je postupnost’ podgrúp ktorá
spl’ňa podmienky vety 73 dostávame, že wp sa dá zostrojit’.

Prvoč́ısla tvaru 2` + 1 sa nazývajú Fermatove prvo-
č́ısla.

Pŕıklad 77. Z vety 71 vyplýva, že sa dá zostrojit’ pravidel-
ný 120 uholńık, a teda, že sa dá zostrojit’ uhol 3o. A teda
sa nedá zostrojit’ žiaden uhol ko kde 3 - k.
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3 Kummerovské polia

Táto čast’ bude do istej miery opakovat’ niektoré fakty uve-
dená skôr. Uvázdzame ju pretože prináša o niečo kopm-
plexneǰśı a teoreticky hlbš́ı pohl’ad na problematiku.

Ak F je pole a n je prirodzené č́ıslo nedelitel’né charak-
teristkou F a a1, . . . , aq sú prvky F tak rozkladové pole
polynómu (xn−a1) . . . (xn−aq) sa nazýva Kummerovské
rozširenie pol’a F , alebo Kummerovské pole. 17

Veta 74. Nech F je pole charakteristiky p a n je
prirodzené č́ıslo. Polynóm xn − 1 má n koreňov v
nejakom nadpoli F práve vtedy ak p nedeĺı n. V
takom pŕıpade množina koreňov tohoto polynómu
tvoŕı cyklickú grupu.

Na dôkaz využijeme aj nasledovné tvrdenie:

Lema 7. Ak G je konečná komutat́ıvna grupa a n ∈
N je najväčš́ı z rádov prvkov z G tak rády všetkých
prvkov G sú delitel’mi n.

Dôkaz. Uvažujme nejaký prvok b ∈ H a označme jeho
rád r. Ak r nie je delitel’om n tak existuje prvoč́ıslo p také

17Ernst Eduard Kummer (29. Januŕa 1810 – 14. Maja 1893) bol
nemecký matematik. Źıskal doktorát na univerzite v Hale v roku
1931. Zaoberal sa aj velkou Fernatovou vetou, ktorú dokázal pre tzv.
regulárne prvoč́ısla.
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, že v kanonickom rozklade n vystupuje s exponentom α
(pŕıpadne α = 0) a v kanonickom rozklade r vystupuje
s exponentom β kde β > α. Prvok ap

α
má rád n

pα má

rád n
pα a prvok b

r

pβ má rád pβ. Pretože č́ısla n
pα , p

β sú

nesúdelitel’né dostáveme podl’a vety 9, že prvok ap
α
b
r

pβ

má rád npβ−α > n a to je spor s maximalitou n.

Pŕıklad 78. Pomocou vety 7 sa tiez dá dokázat’ veta ??.

Dôkaz vety 74. Ak p 6 |n tak (xn − 1)′ = nxn−1 6= 0.
Teda

x(xn − 1)′ − n(xn − 1) = n 6= 0.

Z toho vyplýva, že xn−1 nemá násobné korene v žiadnom
nadpoli F . Preto vo svojom rozkladovom poli má práve
n rôznych koreňov. To že daná množina koreňov je grupa
je zrejmé. Dokážeme, že táto grupa je cyklická. Nech ζ
je jej prvok z najvyš́ım rádom. Nech m označuje rád ζ.
Určite plat́ım ≤ n. Podl’a Lemy 7 všetky prvky tejto grupy
sú koreňom polynómu xm − 1. Pretože ich je n nemôže
platit’ m < n. Z toho vyplýva, že ζ generuje všetky korene
uvažovaného polynómu.

Prvky vyššie spomı́nanej grupy sa nazývajú n té od-
mocniny s 1 nad pol’om a jej generátor sa nezýva primi-
t́ıvna n tá odmocnina s 1 nad poli F .

Pŕıklad 79. Ak F = C je pole komplexných č́ısel tak
primit́ıvne n tá odmocniny z 1 sú wjn, n ∈ N, kde (j, n) = 1.
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Pŕıklad 80. Primit́ıvna 4 tá odmocnina z 1 na pol’om Z5

je 2 alebo aj 3. Všetky prvky tohoto pol’a okrem 0 sú 4 té
odmocniny z 1. Vo všeobecnosti plat́ı ,že všetky nenulové
prvky konečného pol’a F sú |F | − 1 té odmocniny z 1 a
generátor jeho multiplikat́ıvnej grupy je primit́ıvna |F |−1
tá odmocnina z 1.

Pŕıklad 81. Primit́ıvna 3 odmocnina z 1 nad pol’om Z5

sa nenachádza v tomto poli ale v jeho nadpoli Z5[x]/(x2 +
x+ 1).

Pŕıklad 82. Ak n sṕlňa podmienky vety 74 a ζ primit́ıvna
n tá odmocnina z jednej tak
1) vštetky primit́ıvne n té odmocniny z 1 sú ζk, (k, n) = 1.
2) ak a ∈ F a n

√
a je jeden koreň polynúmu xn − a tak

všetky korene tohoto polynómu sú ζj n
√
a, j = 0, . . . , n− 1.

3.1 Noetherovej systémy a charaktery

Ak E je nejaké pole a G je nejaká podrupa grupy automor-
fizmov pol’a F tak systém prvkov tohoto pol’a xϕ, ϕ ∈ G
sa nazýva Noetherovej systémom pre grupu G práve
vtedy ked’

xϕϕ(xψ) = xψϕ (35)
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pre každé ϕ,ψ ∈ G. 18 Je zrejmé, že xϕ = 0, ϕ ∈ G je
Noetherovej systém pre grupu G. Tento sa nazýva triv-
ialny. Noetherovej systém pre grupu G sa nazýva netriv-
ialny ak existuje aspoň jeden ϕ ∈ G taký, že xϕ 6= 0.

Pŕıklad 83. L’ahko sa dá dokázat’, že Noetherovej systém
pre grupu G je netrivialny práve vtedy ked’ hodnota xϕ je
nenulová pre všetky ϕ ∈ G.

Veta 75. Ak G je konečná grupa tak Noetherovej
systém xϕ, ϕ ∈ G je netrivialny vtedy a len vtedy
ked existuje α ∈ E \{0} také, že xϕ = α

ϕ(α) pre každý
automorfizmus ϕ ∈ G.

Dôkaz. Jedna implikácia vyplýva z dosadenia xϕ =
α

ϕ(α) do (35).
Podl’a vety 55 sú automorfizmy z grupy G lineárne

nezávislé nad pol’om E. Preto ak xϕ, ϕ ∈ G je netrivialny
Noetherovej systém pre grupuG tak zobrazenie

∑
ϕ∈G xϕϕ

je nenulové a preto existuje prvok a ∈ E taký, že∑
ψ∈G

xψψ(a) = α 6= 0. (36)

18Emmy Noether (23. 3. 1882 - 14. 4. 1935) bola nemecká
matematička, ktorá okrem iného významne prispela ku štúdiu rozk-
ladu prvkov v okruhoch na ireducibilné činitele.
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Pre konkretne ϕ ∈ G z tejto rovnosti dostávame∑
ψ∈G

ϕ(xψ)ϕ(ψ(a)) = ψ(α).

Pretože xϕ 6= 0 rovnost’ (35) môžeme upravit’ a dostávame
ϕ(xψ) =

xψϕ
xϕ

. Po dosadeńı do poslednej rovnosti dostá-
vame

1

xϕ

∑
ψ∈G

xψϕϕ(ψ(a)) = ψ(α).

Ak ψ prebieha celú grupu G tak aj ψϕ prebieha celú grupu
G a teda podl’a (36) sa suma z poslednej rovnosti rovná α.
Preto α

xϕ
= ϕ(α). Po úprave dostávame tvrdenie.

Ak G je grupa a F pole tak každý homorfizmus χ grupy
G do multiplikat́ıvnej grupy pol’a F sa nazýva charakter
grupy G v poli F . Množinu všetkých charakterov grupy G
v poli F budeme označovat’ symbolom X(G,F ). Na tejto
množine sa dá prirodzene definovat’ operácia

(χ1χ2)(g) = χ1(g)χ2(g)

pre g ∈ G. Zobrazenie χ0 kde

χ0(g) = 1, g ∈ G.

je charakter. Tento charakter tvoŕı neutrálny prvok vzhl’a
dom na násobenie. Hodnoty charakterov sú nenulové teda
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pre každý charakter χ je aj 1
χ charakter, je to inverzný

prvok k χ. Z asociat́ıvnosti násobenia v poli F výplýva aj
asociat́ıvnost’ násobenia charakterov. Z toho vyplýva, že
množina X(G,F ) s touto operáciou je grupa. Nazýva sa
grupa charakterov grupy G v poli F .

Pŕıklad 84. Charakter multiplikat́ıvnej grupy Z∗m v poli
komplexných č́ısel sa nazýva aj Dirichletov charakter
modulo m, pre m ≥ 2. Ak symbolom Gm označ́ıme grupu
Dirichletovych charakterov modulo m tak sa dá dokázat’∑

n∈Z∗m

χ0(n) = φ(m)

a ∑
n∈Z∗m

χ(n) = 0

ak χ 6= χ0. Podobne ∑
χ∈Gm

χ(1) = φ(m)

a ∑
χ∈Gm

χ(n) = 0

ak n 6= 1.
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Veta 76. Nech E je konečné normálne rozš́ırenie
pol’a F . Ak X je grupa charakterov grupy G(E : F )
v poli F tak exisuje taký prvok α ∈ E \ {0}, že pre
každý charakter χ ∈ X plat́ı

χ(ϕ) =
α

ϕ(α)

pre každé ϕ ∈ G(E : F ). Ak n je prirodzené č́ıslo
delitel’né rádmi všetkých prvkov z G(E : F ) tak pre
dané α plat́ı αn ∈ F .

Dôkaz. Uvažujme systém xϕ = χ(ϕ) pre χ ∈ X a
ϕ ∈ G(E : F ). Potom pre každé ψ ∈ G(E : F ) plat́ı

xϕϕ(xψ) = xϕxψ = χ(ϕ)χ(ψ) = χ(ϕψ) = xϕψ.

Teda χ(ϕ);ϕ ∈ G(E : F ) je netrivialny noetherovej systém
grupy G(E : F ). Pretože G(E : F ) je grupa automorfizmov
pol’ E dostávame podl’ vety 75 to, že existuje α ∈ E také,
že χ(ϕ) = α

ϕ(α) pre každé ϕ ∈ G(E : F ).
Ak n je spomı́nané prirodzené č́ıslo tak pre každé ϕ ∈

G(E : F ) plat́ı ϕn = id. Preto pre každý charakter χ ∈ X
máme 1 = χ(ϕn). To znamená ( α

ϕ(α))
n = 1 a teda αn =

ϕ(αn). Z toho vyplýva αn ∈ F .

Pŕıklad 85. Nech G je cyklická grupa rádu n, pre nejaké
n ∈ N, a pole F obsahuje primit́ıvnu n - tú odmocninu z 1 a
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charakteristika pol’a nedeĺı n. Dokážeme, že grupa X(G,F )
je izomorfná s grupou G. Nech g je generátor grupy G a
ζn je fundamentálna odmocnina z 1. Každý charakter je
jednoznačne určený svojou hodnotou v g. Preto

X(G,F ) = {χk; k = 0, . . . , n− 1},

kde χk(g) = ζkn. Je zremé, že χ1 je generátor X(G,F ).

3.2 Rozklad konečnej komutat́ıvnej grupy

V tejto časti budeme študovat’ zovšeobenenie pŕıkladu 85
na konečné komutat́ıvne grupy. Dôležitú úlohu bude hrat’
nasledujúci štrukturálny výsledok, ktorý volnými slovami
hovoŕı , štruktúra konečných komutat́ıvnych grúp je jedno-
duchá. Symbol � označuje priamy súčin grúp. Tento po-
jem je definovaný a študovaný v pŕıslušnej časti v Do-
plnkoch.

Veta 77. Ak G je konečná komutat́ıvna grupa tak
existujú prvky b1, . . . , bs ∈ G, s ∈ N také, že

G = [b1]� · · · � [bs] (37)

a rád prvku bi je delitel’om rádu prvku bi−1 pre
i = 2, . . . , s.

Dôkaz začneme nasledujúcim tvrdeńım:
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Lema 8. Nech H1 ⊂ H2 sú komutat́ıvne grupy a
Φ : H2 → H1 je taký homomorfizmus, že Φ|H1 = id.
Potom H2 = H1 �KerΦ.

Dôkaz. Nech a ∈ H1 ∩ KerΦ. Potom a = Φ(a) = e.
Teda

H1 ∩KerΦ = {e}. (38)

Ak b ∈ H2 tak Φ(b) = c ∈ H1. Potom

b = c(bc−1).

Kde Φ(bc−1) = Φ(b)c−1 = cc−1 = e. Preto bc−1 ∈ KerΦ.
Dokázali sme H2 = H1KerΦ. Podl’a (38) dostávame tvr-
denie.

Lema 9. Nech H je konečná komutat́ıvna grupa
a a ∈ H je prvok najväčšieho rádu. Potom rády
všetkých prvkov G sú delitel’mi rádu a a pre každú
podgrupu H1 a homomorfizmus Ψ : H1 → [a] exis-
tuje homomorfizmus Φ : H → [a] taký, že Φ|H1 = Ψ.

Dôkaz. Prvá čast’ vyplýva z Lemy 7.
Nech g1 ∈ H je prvok ktorý nepatŕı do H1. Označme

m rád prvku g1H1 vo faktorovej grupe H/H1. Potom m
je najmenšie prirodzené také, že gm1 ∈ H1. Preto m je
delitel’om n. Uvažujme grupu H2 = [H1 ∪ {g1}]. Každý
prvok H2 sa dá vyjadrit’ v tvare hgk1 , 0 ≤ k < m. Ukážeme
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ako sa homomorfizmus Ψ dá rozšitit’ na homorfizmus Ψ1

definovaný na H2. Nech Ψ(gm1 ) = a`. Potom

a`
n
m = (Ψ(gm))

n
m = Ψ(gn) = e.

V tomto pŕıpade dostávame n je delitel’om ` nm , z toho
dostáme m|`. Položme ` = jm. Potom

Ψ(gm1 ) = ajm. (39)

Bolo by preto prirodzené definovat’ homomorfizmus Ψ1 :
H2 → [a] tak aby platilo Ψ1(g1) = aj , to znamená

Ψ1(hg
i
1) = Ψ(h)aji. (40)

Mali by sme dokázat’, že táto defińıcia korektná. Inými
slovami, že obraz prvku nezáviśı na tvare v ktorom ho
vyjadŕıme.

Predpokladajme

hgk1 = h1g
k1
1 (41)

potom
h−11 h = gk1−k1 (42)

a teda gk1−k1 ∈ H1 z toho vyplýva m|(k1 − k). Ak apliku-
jeme na obe strany (42) homomorfizmus Ψ dostávame

Ψ(h1)
−1Ψ(h) = Ψ(gk1−k1 ) = (Ψ(gm1 ))

k1−k
m
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Podl’a (39) teda plat́ı

Ψ(h1)
−1Ψ(h) = aj(k1−k).

A teda
Ψ(h)ajk = Ψ(h1)a

jk1 .

Tým sme dokázali, že zobrazenie definované pomocou (40)
je definované korektne. To že toto zobrazenie je homorfiz-
mus je dôsledkom jedoduchých úprav. Zostrojili sme homo-
morfizmus Ψ1 : H2 → [a]. Grupa H je konečná a teda exis-
tujú prvky g1, . . . , gs ∈ H také, že H = [H1∪{g1, . . . , gs}].
Z tohoto dôvodu sa homorfizmus Ψ dá postupne rozš́ırit’
na Φ : H → [a].

Dôkaz vety 77. Nech G je konečná komutat́ıvna
grupa a b1 ∈ G je prvok s najväčš́ım rádom. Podl’a Lemy 9
sa homomorfizmus Ψ : [b1]→ [b1] kde Ψ(x) = x dá rozš́ırit’
homomorfizmus Φ : G → [b1]. Podlä lemy 8 dostávame
G = [b1] �KerΦ. Podobne môžeme postupovat’ s gtupou
G1 = KerΦ. Z konečnosti G vyplýva. že po konečnom
počte krokov dostaneme rozklad G s požadovanými vlast-
nost’ami.

Veta 78. Nech G je konečná komutat́ıvna grupa a
n ∈ N je najväčš́ı z rádov prvkov z G. Ak charak-
teristika pol’a F nedeĺı n a F obsahuje primit́ıvnu
n tú odmocninu s 1 tak X(G,F ) ∼ G.
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Dôkaz. Podl’a vety 77 si grupu G môžeme vyjadrit’ v
tvare (37) kde n = n1 je rád prvku b1 a ni je rád prvku
bi, i = 2, . . . , s. Ak χ ∈ X(G,F ) a g = bt11 . . . b

ts
s kde 0 ≤

ti < ni, i = 1, . . . , s tak

χ(g) = χ(b1)
t1 . . . χ(bs)

ts . (43)

Je zrejmé, že hodnota χ(bi) je koreňom rovnice xni = 1.
Preto táto hodnota sa dá vyjadrit’ v tvare

χ(bi) = ζεii , 0 ≤ ε1 < ni

kde ζi je primit́ıvna ni- ta odmocnina z 1 v F . Definujme
zobrazenia

χi(g) = χi(b
ti
i ) = ζtii , i = 1, . . . , s.

Je zrejmé, že tieto zobrazenia sú charaktery G v poli F .
Podl’a (43) dostá- veme

χ(g) = χε11 (g) . . . χεss (g), g ∈ G.

To znamená,
χ = χε11 . . . χεss .

Preto grupa X(G,F ) je generovaná charaktermi
χ1, . . . , χs. Dokážeme

X(G,F ) = [χ1]� · · · � [χs]. (44)
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Stač́ı dokázat’ iba to, že podgrupy [χ1], . . . , [χs] sú nezávi-
slé. Nech napŕıklad

χ′ ∈ [χ1] ∩ [χ2] · · · · · [χs].

Potom pre nejaké ε1 < n1, . . . , εs < ns plat́ı

χε11 = χ′ = χε22 . . . χεss .

Charakter χ1 je v skutočnosti závislý len od činitel’a b1
a ostatné charaktery len od činitel’ov b2, . . . , bs. Preto ak
do posledných rovnost́ı dosad́ıme b1 dostávame bε11 = 1 a
teda ε1 = 0 preto χ′ = 1 je jednotkový charakter. Podobne
sa ukážu ostatné nezávislosti. Dokázali sme (44). Môžeme
preto definovat’ zobrazenie Φ : G→ X(G,F ) kde

Φ(gt11 . . . gtss ) = χt11 . . . χ
ts
s . (45)

Provnávańım prvkov a úpravami sa dá preverit’, že Φ je
izomorfizmua.

Veta 79. Nech E je rozš́ırenie pol’a F ktoré ob-
sahuje primit́ıvnu n tú odmocninu z 1 pre nejaké
n ∈ N . Položme

A = {α ∈ E \ {0};αn ∈ F}.

Potom A je podgrupa multiplikat́ıvnej grupy pol’a
E a F \ {0} podgrupa A a plat́ı
i)

A/(F \ {0}) ∼ An/(F \ {0})n.
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a
ii) Ak X je grupa charakterov grupy G(E : F ) v poli
F tak

X ∼ A/(F \ {0}).

Dôkaz. Uvažujme zobrazenie

Φ : A→ An/(F \ {0})n

Φ(α) = αn(F \ {0})n.

Je zrejmé, že toto zobrazenie je homorfizmus a z defińıcie
množiny An vyplýva, že je surjekcia. Podl’a hlavnej vety
o homorfizme stač́ı dokázat’,že KerΦ = F \ {0}. L’ahko
je vidiet’, že F \ {0} ⊂ KerΦ. Ak α ∈ KerΦ tak αn ∈
(F \ {0})n a teda αn = an pre nejaké a ∈ F \ {0}. To
znamená (αa )n = 1 a preto α = ζja kde ζ je primit́ıvna n
tá odmocnina z 1 a j je nejaké nezáporné celé č́ıslo. Podl’a
predpokladu plat́ı ζ ∈ F a teda α ∈ F . Tým sme dokázali
i). Ak α ∈ A tak pre každé ϕ ∈ G(E : F ) plat́ı ϕ(αn) = αn

pretože podl’a defińıcie množiny A máme αn ∈ F . Z toho
dostávame ( α

ϕ(α))
n = 1 a teda α

ϕ(α) ∈ F . Prvku ϕ ∈ G(E :

F ) môžeme priradit’ hodnotu χα(ϕ) = α
ϕ(α) ∈ F . Ak ψ ∈

G(E : F ) tak

χα(ϕψ) =
α

ψ(ϕ(α))
=

α

ψ(α)
· ψ(α)

ψ(ϕ(α))
=
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=
α

ψ(α)
· ψ
( α

ϕ(α)

)
=

α

ψ(α)
· α

ϕ(α)
= χα(ψ)χα(ϕ).

Vid́ıme teda, že χα je homorfizmus grupy G(E : F ) do F
a preto je to charakter. Môžeme teda definovat’ zobrazenie

Ψ : A→ X

kde
Ψ(α) = χα.

Pre β ∈ A a ϕ ∈ G(E : F ) plat́ı αβ
ϕ(αβ) = α

ϕ(α)
β

ϕ(β) . To

znamená χαβ(ϕ) = χα(ϕ)χβ(ϕ). Teda

Ψ(αβ) = Ψ(α)Ψ(β),

preto Ψ : A → X je homorfizmus. Toto zobrazenie je sur-
jekcia podl’a vety 76. Pre každé α ∈ A plat́ı α ∈ KerΨ
práve vtedy ked’ α

ϕ(α) = 1 pre každý automorfizmus ϕ ∈
G(E : F ). To je ekvivalentné s tým, že α ∈ F \ {0}. Preto
KerΨ = F \ {0}. Z toho dostávame ii).

Veta 80. Nech F je pole a n je prirodzené č́ıslo,
ktoré nie je delitel’né charakteristikou pol’a F . Pre-
dpokladajme, že F obsahuje primit́ıvnu n tú od-
mocninu z 1. Ak E je konečné, normálne rozš́ırenie
pol’a F také, že grupa G(E : F ) je komutat́ıvna tak
existujú také prvky a1, . . . , ak ∈ F , že pole E je rozk-
ladové pole polynómu (xn − a1) . . . (xn − ak).
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Dôkaz. Grupa A/(F \ {0}) je izomorfná s G(E : F ) a
preto je konečná. Nech

A = F \ {0} ∪ α1(F \ {0}) ∪ . . . αk(F \ {0}) (46)

je disjunktný rozklad grupy A. Dokážme

E = F (α1, . . . , αk). (47)

Položme ai = αni , i = 1, . . . , k. Potom ai ∈ F . Pretože F
obsahuje prim- it́ıvnu n tú odmocninu z 1 je F (α1, . . . , αk)
rozkladovým pol’om polynómu (xn−a1) . . . (xn−ak) a teda
je to normálne rozš́ırenie pol’a F . Nech neplat́ı (47). Potom
existuje ϕ ∈ G(E : F (α1, . . . , αk)) také, že ϕ 6= id. Ak
uvážime zobrazenie (45) dostávame, že existuje charakter
χ ∈ X taký, že

χ(ϕ) 6= 1. (48)

Podl’a vety 76 existuje α ∈ E také, že χ(ϕ) = α
ϕ(α) . Podl’a

vety 76 dostávame αn ∈ F a teda α ∈ A. Z rovnosti (46)
vyplýva α ∈ F (α1, . . . , αk) a teda α = ϕ(α) a to je spor s
(48).

4 Normálna báza

Ak E je rozkladové pole nejakého separabilného polynómu
nad pol’om F a pre nejaký prvok γ ∈ E tvoria prvky
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ϕ(γ), ϕ ∈ G(E : F ) bázu vektorového priestoru E nad F
tak táto báza sa nazýva normálna báza. Pretože |G(E :
F )| = [E : F ] je to ekvivalentné ss tým, že tieto prvky sú
lineárne nezávislé nad F .

Ak γ ∈ E kedy sú prvky ϕ(γ), ϕ ∈ G(E : F ) lin-
earne nezávislé? Nech G(E : F ) = {ϕ1, . . . , ϕn}. Uvažujme
rovnicu

x1ϕ1(γ) + · · ·+ xnϕn(γ) = 0.

Ak označ́ıme ϕ1 = id a postupne aplikujeme všetky prvky
G(E : F ) na l’avú aj pravú stranu tejto rovnice dostaneme
sútavu rovńıc

x1ϕi(ϕ1(γ)) + · · ·+ xnϕi(ϕn(γ)) = 0, i = 1, . . . , n.

Z toho vyplýva:

Lema 10. Prvky ϕi(γ), i = 1, . . . , n sú lineárne nezá-
vislé práve vtedy, ked’ matica A = (ϕi(ϕj(γ))) je
regulárna.

Ukážeme ako sa taký prvok dá za istých predpokladov
zostrojit’. Predpokladajme, že pole F má charakteristiku 0.
V takom pŕıpade je pole F nekonečné a preto existuje α ∈
E také, že E = F (α). Označme f(x) minimálny polynóm
tohoto prvku. Tento polynóm je ireducibinlný a teda nemá
násobné korene. Označme α1 = α a αj = ϕj(α1). Potom
α1, . . . , αn s’u všetky korene polynómu f(x).
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Položme f(x) = (x−αj)gj(x). Je zrejmé, že gj(αj) 6= 0
a pre pre i 6= j plat́ı gj(αi) = 0. Uvažujme polynómy

hj(x) =
gj(x)

gj(αj)
, j = 1, . . . , n.

Je zrejmé, že ak a ∈ F tak ϕj(h1(a)) = hj(a). Teda ak
dosad́ıme γ = h1(a) do matice A z lemy 10 tak prvý ri-
adok tajto matice bude vektor (h1(a), . . . , hn(a)) a ostatné
riadky budú mat’ tie isté prvky, iba v inom porad́ı .

Je zrejmé, že hj(αj) = 1 a hj(αi) = 0 ak i 6= j pre
i.j = 1, . . . , n. Ak označ́ıme h(x) =

∑n
j=1 hj(x) tak pre

každé αj , j = 1, . . . , n plat́ı h(αj) = 1. Ale h(x) je polynóm
stupňa n−1 a z predošlého vyplýva že polynóm h(x)−1 má
n koreňov. Z toho vyplýva, že tento polynóm sa identicky
rovná 0. Dokázali sme

h1(x) + · · ·+ hn(x) = 1. (49)

Uvažujme maticu polynomických funkcíı

A(x) = (ϕi(ϕj(h1(x)),

kde x je premenná z pol’a F . Ak označ́ıme D(x) determi-
nant dejto matice tak plat́ı

D2(x) = |A(x)AT (x)|. (50)
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Matica napravo má na diagonále hodnotu
∑n

j=1 h
2
j (x). Je

zrejmé, že

hi(x)hj(x) ≡ 0 (mod f(x)), i 6= j

a podl’a (49) dostávame teda

h2i (x) ≡ hi(x) (mod f(x)).

Z toho vyplývaD2(x) ≡ 1 (mod f(x)). Z nekoneňosti pol’a
F dostávame, že existuje a ∈ F také, že D2(a) 6= 0. A pre
túto hodnotu a budú hodnoty hi(a), i = 1, . . . , n lineárne
a preto plat́ı

Veta 81. Hodnoty ϕi(h1(a)), i = 1, . . . , n tvoria nor-
málnu bázu E nad F .

5 Doplnky

5.1 Zornova lema a jej ekvivalenty

.
Nech M je neprázdna množina. Binárna relácia � sa

nazýva čiastočné usporiadanie na množine M práve vt-
edy ak :
1) a� a pre každé a ∈M ,
2) ak a� b a b� a tak a = b,
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3) ak a� b a b� c tak a� c
pre každé a, b, c ∈ M . V takom pŕıpade hovoŕıme aj že
množina M je čiastočne usporiadaná. Prvký x, y ∈ M
nazývame porovnatel’né práve vtedy ked’ x � y alebo
y � x. Podmnožina množiny M sa nazýva ret’azec práve
vtedy ak každé jej dva prvky sú porovnatel’né. Retazcom je
napŕılad prázdna množina , alebo jednoprvkové množiny.

Podmožina S ⊂ M sa nazýva zhora ohraničená ak
existuje h ∈ M , také, že pre každé s ∈ S plat́ı s � h.
Prvok h sa nazýva horné ohraničenie množiny S. Prvok
s1 ∈ S sa nazýva maximálnym prvkom S práve vtedy
ak pre každé s ∈ S plat́ı s1 � s⇒ s1 = s.

Podmožina S ⊂ M sa nazýva zdola ohraničená ak
existuje d ∈ M , také, že pre každé s ∈ S plat́ı d � s.
Prvok d sa nazýva dolné ohraničenie množiny S.

Zornova lema. Ak každý ret’azec v M je zhora
ohraničený, tak M obsahuje maximálny prvok. 19

Dokážeme, že Zornova lema je ekvivalentná s
Axioma výberu. Ak X je neprázdna množina

tak existuje zobrazenie f : P(X) \ {∅} → X také, že
f(A) ∈ A pre A ∈ P(X) \ {∅}.

19Tento výsledok sa volá aj Zornova - Kuratowského lema. Bol
objavený prvý krát poliakom Kazimierzom Kuratowskym v roku
1922. V roku 1935 ho nezávisle na Kuratowskom dokázal Max Zorn.
Povodom nemec, ktorý sa na protest proti nazizmu prest’ahoval v
roku 1933 do USA.
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Toto tvrdenie je intuit́ıvne l’ahko prijatel’né. Hovoŕı , že
z každej neprázdnej množiny A sa dá vybrat’ nejaký prvok
označený ako f(A).

Veta 82. Z Axiomy výberu vyplýva Zornova Lema.

Nasledujúci dôkaz je spracovaný podl’la práce [9] .
Nech M je čiastočne usporiadaná množina, taká že

každý ret’azec v M je zhora ohraničený. Označme R mno-
žinu všetkých ret’azcov v M čiatočne usporiadaná inklú-
ziou. Maximálny prvok v R nazývame maximálny ret’a-
zec .

Lema 11. Ak C ∈ R je maximálny rat’azec tak jeho
horné ohraničenie je maximálny prvok v M .

Dôkaz. Ak m je horné ohraničenie C tak aj z max-
imality C vyplýva m ∈ C. Ak by pre niektoré m1 ∈ M
platilo m ≤ m1 tak aj C ∪ {m1} je retázec a teda znovu s
maximality C dostávame m1 ∈ C. Preto m1 ≤ m a teda
m = m1.

Zornova lema bude preto dokázaná ak sa nám podaŕı
nást’ v R maximány ret’azec. Pre C ∈ R definujme C̄ =
{x ∈ M ;C ∪ {x} ∈ R}, inými slovami je to množina
všetkých prvkov, ktoré sú porovnatel’né so všetkými prv-
kami C.

Podl’a Axiomy výberu existuje zobrazenie f : P(M) \
{∅} →M také , že f(A) ∈ A. Je zrejmé, že pre ret’azec C ∈
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R , taký že C̄ \C 6= ∅ je aj množina C∪{f(C̄ \C)} ret’zec.
To nám umožňuje definovat’ zobrazenie g : R → R tak, že
g(C) = C ak C̄ = C a g(C) = C ∪ {f(C̄ \C)} inak. Takto
dostávame vel’mi jednoduché kritérium maximálnosti:

Lema 12. Ret’azec C je maximálny práve vtedy,
ked’ g(C) = C.

Budeme využ́ıvat’ vlastnosti nasledujúceho pojmu: sys-
tém množ́ın V ⊂ R sa nazýva veža práve vtedy ked’
i) ∅ ∈ V,
ii) Ak C ∈ V tak aj g(C) ∈ V a
iii) ak S ⊂ V je ret’azec tak ∪S ∈ V.

Lema 13. Ak V je veža a ret’azec tak C = ∪V je
maximálny ret’azec v R.

Dôkaz. Ak a, b ∈ C tak existujú ret’azce B1 ∈ V, B2 ∈
V také že a ∈ B1, b ∈ B2. Pretože V je ret’azec tak B1 ⊂ B2

alebo B2 ⊂ B1. Teda a, b patria do rovnakého ret’azca
teda sú porovnatel’né. Dokázali sme, že C je ret’azec. Teraz
použijeme lemu 12. Určite plat́ı , že C ⊂ g(C). V je ret’azec
a teda podl’a vlastnosti iii) defińıcie veže dostávame C ∈ V
a teda aj g(C) ∈ V. Teda g(C) ⊂ C a teda C je maximálny
ret’azec.

Stač́ı teda nájst’ vežu ktorá je aj ret’azec. Je zrejmé,
že prienik sýtému všetkých vež́ı je vež́ı je veža. Označme
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ju V0. Je to minimálna veža. Množina C ∈ V0 sa nazýva
porovnatel’ná práve vtedy ak je porovnatel’ná so všet-
kými množinami v V0. Symbolom C budeme označovat’
systém všetkých porovnatel’ných množ́ın.

Lema 14. C je veža.

Dôkaz. Je zrejmé, že ∅ ∈ C. Nech S ⊂ C je ret’azec.
Ak A ∈ V0 tak alebo všetky množiny z S sú podmožiny
A v takom pŕıpade ∪S ⊂ A, alebo aspoň jedna z nich je
nadmožinou A a potom A ⊂ ∪S. Teda ∪S ∈ C.

Stač́ı teda dokázat’ iba

C ∈ C =⇒ g(C) ∈ C. (51)

Nech C ∈ C. Definujme si

U = {A ∈ V0;A ⊂ C ∨ g(C) ⊂ A}.

Ak dokážeme, že U je veža, tak z minimality V0 dostávame
U = V0 a teda pre každe A ∈ V0 plat́ı A ⊂ C ⊂ g(C) alebo
g(C) ⊂ A a teda plat́ı (51).

Je jasné, že ∅ ∈ U . Uvažujme ret’azec Q ⊂ U . Ak pre
každú množinu A ∈ Q plt́ı A ⊂ C tak aj ∪Q ⊂ C. V
opaňom pŕıpade existuje A ∈ Q taká, že g(C) ⊂ A a
preto aj g(C) ⊂ ∪Q. Zostáva dokázat’ vlastnost’ ii) veže.
Použijeme implikáciu

A  C =⇒ g(A) ⊂ C.
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Vyplýva z toho, že v pŕıpade g(A) 6⊂ C plat́ı C  g(A) a
preto A  C  g(A) teda množina g(A) by mala aspoň o
dva prvky viac ako A a to je spor.

Nech A ∈ U . Ak A  C tak g(A) ⊂ C. Ak C = A
tak g(C) = g(A). Ak C  A tak g(C) ⊂ A ⊂ g(A). Teda
g(A) ∈ U . Dokázali sme, že U je veža.

Takže C je veže, je jasné, že to je ret’azec. Preto R ∪ C
je podl’a lemy 13 maximálny retázec a podl’a lemy 11 plat́ı
, že jeho horné ohraničenie je maximálny prvok v M .

Nech L je l’uboovol’á množina. Hovoŕıme, že binárna
relácia � je dobrým usporiadańım na B práve vtedy
ked’ je čiastočným usporiadańım takým, že každé dva prv-
ky L sú porovnatel’né a každá neprázdna podmnožina L
obsahuje minimálny prvok. Vel’mi známym dobrým uspori-
adańım je usporiadanie množiny prirodzených č́ısel podl’a
vel’kosti.

Zermelova veta. Na každej množine existuje do-
bré usporiadanie.

Veta 83. Axioma výberu, Zornova lema a Zerme-
lova veta sú ekvivalentné.

Ak plat́ı Zermelova veta a X je l’bovol’ná množina, tak
môžeme predpokladat že � je dobré usporiadanie na X.
Potom každej neprázdnej množine A ⊂ X môžeme prira-
dit’ prvkok f(A) ∈ A ktorý bude jej najmenš́ım prvkom

119



vzhl’adom na usporiadanie �. To je zobrazenie ktoré sa
uvažuje v Axiome výberu.

Na dôkaz vety 83 stač́ı už dokázat’ iba to že z Zornovej
lemy vyplýva Zermelova veta.

Z hladiska predstavivosti je zrejmé, že každú konečnú
množinu môžeme usporiadat’ do postupnosti a tak dosta-
neme dobré usporiadanie. Nekonečnú spoč́ıtatel’nú množi-
nu môžeme zoradit’ do prostej postupnosti a to nám defin-
uje dobré usporiadanie na nej.

Nech L je l’ubovol’ná množina. Uvažujme množinu M
ktorá obsahuje usporiadané dvojice (A,�A) kde A ⊂ L
jemnožina na ktorej existuje dobré usporiadanie �A. Ak
(A,�A), (B,�B) ∈ M tak hovoŕıme, že (A,�A) je seg-
ment (B,�B) práve vtedy A ⊂ B, pre a, a′ ∈ A plat́ı

a �B a′ ⇒ a �A a′ (52)

a pre a ∈ A, b ∈ B plat́ı

b �B a⇒ b ∈ A. (53)

Definijeme čiastočné usporiadanie na M takto
(A,�A) � (B,�B) práve vtedy ked’ (A,�A) je segment
(B,�B).

Z prešlého vyplýva, že M je neprázdna množina. Uva-
žujme ret’azec C ⊂M . Definujme

A0 = ∪{A; (A;�A) ∈ C}
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a reláciu �A0 tak, že pre a, b ∈ A0 plat́ı

a �A0 b⇐⇒ a �A b

kde (A,�A) ∈ C a a, b ∈ A. Je zrejmé �A0 je čiastočné
usporiadanie na A0 a každé dva prvky sú porovnatel’né.
Dokážeme, že �A0 je dobré usporiadanie na A0. Teda stač́ı
už dokázat’ iba to, že neprázdna podmnožina A0 má naj-
menš́ı prvok. Ak B ⊂ A0 a B 6= ∅ tak existuje (A,�A) ∈ C
také, že A ∩ B 6= ∅. Nech b ∈ A ∩ B je najmenš́ı pr-
vok A ∩ B. Ukážeme , že b je najmenš́ı prvok B. Nech
b′ �A0 b, b

′ 6= b. Potom existue A′ také , že (A′,�A′) ∈ C
a b′ ∈ B ∩A′. Plat́ı A∩B ⊂ A′ ∩B alebo A′ ∩B ⊂ A∩B.
Druhý pŕıpad nemôže nastat’, lebo by to bol s minimalitou
b. Teda plat́ı prvý pŕıpad. Potom ale (A,�A) je segment
(A′,�′A) a teda b′ ∈ A a znovu dostávame spor s minimal-
itou b. Teda A0 je dobre usporiadaná množina a (A0,�A0)
je horným ohraničeńım C. Z Zornovej lemy dostávame že
M obsahuje maximálny prvok. Nech je to (L′,�L′). Ak
by platilo, L′ 6= L tak existuje prvok c ∈ L taký, že
c 6∈ L′. Na množinu L′′ = L ∪ {c} môžeme rozš́ırit’ uspori-
adanie �L′tak, že a �L′′ c pre každý prvok a ∈ L′. Potom
(L′′,�L′′) ∈M a dostávame spor s maximalitou (L′,�L′).
Preto L′ = L a �L′ je dobré usporiadnie na množine L.
Tým sme dokázali, že Zermelova veta vyplýva z Zornovej
lemy.
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5.2 Rozklad grupy podla podgrupy

Nech G je grupa a H je jej podgrupa definujme pre g ∈ G
množinu

gH = {gh;h ∈ H}.

Keď si uvedomı́me, že e ∈ H dostávame

Lema 3. Pre každé g ∈ G plat́ı g ∈ gH.

Dôkaz: g = ge ∈ gH.

Veta 84. Pre každé g, g1 ∈ G plat́ı

gH = g1H ⇐⇒ g−1g1 ∈ H.

Dôkaz. Nech g−1g1 ∈ H, potom g−1g1 = h ∈ H. Preto
g1 = gh. Teda ak a ∈ g1H tak a = g1h1 pre nejaké h1 ∈ H
a teda a = ghh1 ∈ gH. Dokázali sme inklúziu g1H ⊂
gH. Opačnú inklúziu dokážeme rovnako ak si uvedomı́me
g−1g1 ∈ H ⇒ g−11 g = (g−1g1)

−1 ∈ H.
Opačná implikácia. Nech gH = g1H. Podl’a Lemy 3

dostávame g1 ∈ gH teda g1 = gh preto g−1g1 = h ∈
H.

Veta 85. Pre g, g1 plat́ı

gH ∩ g1H 6= ∅ ⇐⇒ gH = g1H.

122



Dôkaz. Jedna implikácia je zrejmá.
Nech gH ∩ g1H 6= ∅, potom existuje prvok a ∈ gH ∩

g1H. Teda existujú h1, h2 ∈ H také , že

gh1 = a = g1h2.

Teda po jednoduchej úprave dostávame

g−1g1 = h1h
−1
2 ∈ H

podl’a vety 84 dostávame gH = g1H.
Dôsledok. Množiny gH, g ∈ G tvoria disjunktný

rozklad grupy G.
Množiny gH nazývame triedy rozkladu grupy G

podl’a podgrupy H.
Nasledujúce tvrdenie sa nazýva Lagrangeova veta:

Veta 86. Ak G je konečná grupa, ktorá má n prvkov
a H je jej podgrupa ktorá má m prvkov tak m|n.

Dôkaz. Nech g1H, . . . , gkH sú všetky disjunktné triedy
rozkladu grupy G podl’a podgrupy H. Podl’a lemmy 3 plat́ı

G = g1H ∪ · · · ∪ gkH

a teda
n = |g1H|+ · · ·+ |gkH|. (54)
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Teraz dokážeme, že trieda rozkladu má rovnaký počet prv-
kov ako H. Polo- žme

H = {h1, . . . , hm}

potom pre každé i = 1, . . . , k plat́ı

giH = {gih1, . . . , gihm}.

Ak gihj = gih` tak po vykráteńı prvkom gi dostávame
hj = h` a teda j = `. Všetky prvky gih1, . . . , gihm sú
teda rôzne preto |giH| = m. Z rovnosti (54) vyplýva n =
km.

5.3 Rád prvku v grupe

Hovoŕıme, že prvok a grupy G má konečný rád práve
vtedy ak existuje n ∈ N také, že an = e. Hodnotu

min{n ∈ N; an = e} (55)

sa nazýva v takom pŕıpade rád prvku a.

Veta 87. Ak a ∈ G je prvok rádu m, tak pre každé
n ∈ Z plat́ı

an = e⇐⇒ m|n.
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Dôkaz. Ak n = km tak an = akm = (am)k = ek = e.
Teda jednu implikáciu sme dokázali. Nech n = mq+r, kde
0 ≤ r < m. Potom z rovnosti an = e vylýva

e = amq+r = aramq = ar(am)q = are = ar.

Teda ak r > 0 dostávame spor s minimalitou m.

5.4 Cyklická podgrupa

Ak G je grupa a a ∈ G tak množina

[a] = {an;n ∈ Z}

je podgrupa a nazýva sa cyklická podgrupa. Prvok a sa
nazýva generátor tejto podgrupy. V pŕıpade G =< a >
sa grupa G nazýva cyklická.

Veta 88. Ak G je konečná grupa, tak pre každé
a ∈ G plat́ı a|G| = e.

Dôkaz. Nech m je rád prvku a. Potom cyklická grupa
[a] generovaná týmto prvkom má m prvkov. Preto m||G|
a teda a|G| = e.

Toto tvrdenie má dôsledok v elementárnej teórii č́ısel
známe ako Eulerova veta:

Nech n ∈ N a φ(n) označuje počet prvkov mno-
žiny {0, . . . , n−1} ktoré sú nesúdelitel’né s n. Potom
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pre každé celé č́ıslo a ktoré je nesúdelitel’né s n
plat́ı

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

5.5 Faktorové grupy

Na množine tried rozkladu grupy podl’a podgrupy sa dá
za istých predpokladov definovat’ taká operácia, že táto
množina bude grupou s touto operáciou.

Ak H je podgrupa grupy G, tak táto podgrupa sa
nazýva normána podgrupa práve vtedy ked’

∀g ∈ G; gHg−1 ⊂ H. (56)

Jednoducho sa dá dokázat’

Veta 89. H je normálna podgrupa G práve vtedy
ked’ pre každé g ∈ G plat́ı gH = Hg.

Veta 90. Ak H je normálna podgrupa grupy G tak
pre každé g1, g2, g

′
1, g
′
2 ∈ G plat́ı

g1H = g2H ∧ g′1H = g′2H ⇒ g1g
′
1H = g2g

′
2H.

Dôkaz. Podl’a vety 84 stač́ı dokázat’ , že
(g′1g

′
2)
−1g1g2 ∈ H. Je zrejmé, že

(g′2g
′
2)
−1g1g

′
1 = g′−12 g−12 g1g

′
1. (57)
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Z predpokladov dostávame g−12 g1 ∈ H. Ak polož́ıme h =
g−12 g1. Po dosadeńı do (57) z toho vyplýva

(g′2g
′
2)
−1g1g

′
1 = g′−12 hg′1.

Z toho, že H je normálna podgrupa dostávame hg′1 = g′1h1
pre nejaké h1 ∈ H. Teda

(g′2g
′
2)
−1g1g

′
1 = g′−12 g′1h1 ∈ H.

Z vety 90 vyplýva, že na triedach rozkladu G podl’a H
môžeme definovat’ operáciu

(gH) · (g′H) = gg′H.

Ak označ́ıme symbolomG/H množinu všetkých tried rozk-
ladu G podl’a H tak l’ahko sa nahliadne, že (G/H, ·) je
grupa. Táto grupa sa nazýva faktorová grupa G podl’a
H.

5.6 Homorfizmus grúp

Ak G1, G2 sú grupy tak zobrazenie

Ψ : G1 → G2

sa nazýva homorfizmus ak zachováva operácie, t.j. pre
každé a, b ∈ G1 plat́ı

Ψ(ab) = Ψ(a)Ψ(b).
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Veta 91. Ψ(e) = e,Ψ(a−1) = Ψ(a)−1 pre každé a ∈ G1.

Dôkaz tohoto spoč́ıva v jednoduchých úpravách.
Množina Ker(Ψ) = {a ∈ G1; Ψ(a) = e} sa nazýva

jadro homorfizmu Ψ.
Zobrazenie Γ : G→ G/H kde Γ(g) = gH je homorfiz-

mus a nazýva sa kanonický homorfizmus. Je zrejmé, že
Ker(Γ) = H.

Bijekt́ıvny homomorfizmus medzi grupami sa nazýva
izomorfizmus. Ak medzi grupami existuje izmorfizmus
nazývajú sa izmorfné.

Veta 92. Pre každý homorfizmus Ψ je Ker(Ψ) nor-
málnou podgrupou G1 a ak Ψ je surjekt́ıvne zo-
brazenie tak faktorová grupa G1/Ker(Ψ) je izomor-
fná s G2.

Dôkaz. Je zrejmé, že e ∈ Ker(Ψ) ak a, b ∈ Ker(Ψ)
tak Ψ(ab) = Ψ(a)Ψ(b) = ee = e. Teda ab ∈ Ker(Ψ).
Podobne bb−1 = e a teda e = Ψ(b)Ψ(b−1) = Ψ(b−1). Preto
b−1 ∈ Ker(Ψ). Teda Ker(Ψ) je podgrupa. Ak c ∈ G1, b ∈
Ker(Ψ) tak Ψ(aba−1) = Ψ(a)Ψ(b)Ψ(a−1) = Ψ(a)Ψ(a−1)
= Ψ(aa−1) = Ψ(e) = e. Teda aba−1 ∈ Ker(Ψ). Dokázali
sme, že Ker(Ψ) je normalna podgrupa.

Zostroj́ıme izomorfizmus Ψ̃ : G1/Ker(Ψ) → G2. Ak
a1, a2 ∈ G1 a a1Ker(Ψ) = a2Ker(Ψ) tak a1a

−1
2 ∈ Ker(Ψ)

a teda Ψ(a1a
−1
2 ) = e. To znamená Ψ(a1)Ψ(a−12 ) = e. Preto

128



Ψ(a1) = Ψ(a2). Definujme teda

Ψ̃(a1Ker(Ψ)) = Ψ(a1).

Priamo z defińıcie jadra dostávame

Ψ̃(a1Ker(Ψ)) = Ψ̃(a2Ker(Ψ))⇒

⇒ a1Ker(Ψ) = a2Ker(Ψ))

Preto Ψ̃ je injekt́ıvny homomorfizmus. Ak Ψ je surjekt́ıvne
zobrazenie tak pre c ∈ G2 existuje a ∈ G1, take, že Ψ(a) =
c a teda Ψ̃(aKer(Ψ)) = c. Dokázali sme, v ze Ψ̃ je sur-
jekcia a teda aj bijekcia.

Pŕıklad 86. Ak H je normálna podgrupa grupy G a H1

je normálna podgrupa G/H, tak H̃1 = {h ∈ G;hH ∈
H1} je normálna podgrupa G a grupy G/H̃1 a (G/H)/H1

sú izomorfné. Vyplýva to z toho, že zobrazenie Ψ : G →
(G/H)/H1, kde Ψ(a) = (aH)H1 je homorfizmus a H̃1 =
Ker(Ψ).

5.7 Súčin podgrúp

Veta 93. Ak H1, H2 su podgrupy nejakej grupy G
tak H1H2 je podgrupa práve vtedy ked’

H1H2 = H2H1. (58)
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Dôkaz. Ak H1H2 je podgrupa a h1 ∈ H1, h2 ∈ H2

tak h−11 h−12 ∈ H1H2. Z podmienky pre podgrupu vyplýva
(h−11 h−12 )−1 ∈ H1H2 to ale znamená h2h1 ∈ H1H2, preto
H2H1 ⊂ H1H2. Podobne sa dokáže opačná inklúzia.

Nech plat́ı (58). Je zrejmé, že e ∈ H1H2. Ak a1, a2 ∈
H1H2 tak a1 = b1b2, b1 ∈ H1, b2 ∈ H2 a a2 = c1c2, c1 ∈
H1, c2 ∈ H2. Potom

a1a2 = b1b2c1c2.

Ale b2c1 ∈ H2H1 a teda podl’a (58) b2c1 ∈ H1H2. Teda
b2c1 = d1d2 kde d1 ∈ H1, d2 ∈ H2. Preto

a1a2 = (b1d1)(d2c2) ∈ H1H2.

Ak g1g2 ∈ H1H2 tak (g1g2)
−1 = g−12 g1−1 ∈ H2H1. Z

podmienky (58) vyplýva, že (g1g2)
−1.

Hovoŕıme, že grupa G je priamy súčin podgrúp H1

a H2 práve vtedy ak G = H1H2 a každý prvok G sa dá
jediným spôsobom vyjadrit’ v tvare g1g2 kde g1 ∈ H1, g2 ∈
H2. Označujeme to

G = H1 �H2.

Veta 94. Grupa G je priamym súčinom podgrúp
H1, H2 práve vtedy ked’ G = H1H2 a H1 ∩H2 = {e}.

130



Dôkaz. Ak a ∈ H1 ∩ H2 a a 6= e tak e = ee = aa−1

teda e sa dá vyjadrit’ dvomi rôznymi spôsobmi preto G
nemôže byt’ priamym sýčinom H1H2.

Nech H1 ∩ H2 = {e} a h1h2 = g1g2, h1, g1 ∈ H1 a
h2, g2 ∈ H2. V takom pŕıpade dostávame g−11 h1 = g2h

−1
2 ∈

H1 ∩ H2. Preto g−11 h1 = g2h
−1
2 = e, čo znamená g1 =

h2.g2 = h2.

Pŕıklad 87. Ak G je komutat́ıvna grupa a G = H1 �H2

tak G je izomorfná s grupou H1×H2 na ktorej sa operácia
definuje po zložkách, teda

(g1, g2) · (h1, h2) = (g1h1, g2h2).

Pŕıklad 88. Ak G = H1 � H2 kde H1, H2 sú normálne
podgrupy G, tak podl’a vety 89 zobrazenie je Φ : G →
H2,Φ(h1h2) = h2 je homorfzmus a KerΦ = H1. Preto
G/H1 ∼ H2.

Ak G je komutat́ıvna grupa H1, . . . ,Hk sú jej pod-
grupy, hovoŕıme, že G je priamym súčinom tychto pod-
grúp práve vtedy ak každý jej prvok g sa dá jednoznačne
vyjadrit’ v tvare

g = h1 . . . hk, hi ∈ Hi, i = 1, . . . , k. (59)

Označujeme to

G = H1 � · · · �Hk.
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Každá z podgrúp Hi sa potom nazýva priamym činite-
l’om grupy G.

Grupy H1, . . . ,Hk nazývame nezávislé vtedy a len vt-
edy ak

Hi ∩H1 . . . Hi−1Hi+1 . . . Hk = {e}.

Rovnakým spôsobom ako veta 94 sa dá dokázat’

Veta 95. Ak G je komutat́ıvna grupa a H1, . . . ,Hk

sú jej podgrupy tak G = H1 � · · · � Hk vtedy a len
vtedy ked’ G = H1 . . . Hk a podgrupy Hi, i = 1, . . . , k
sú nezávislé.

5.8 Cardanov vzorec

Uvažujme kubickú rovnicu

y3 + a2y
2 + a1y + a0 = 0.

Substitúciou y = x− a2
3 sa táto rovnica dá upravit’ na tvar,

ktorý neobsahuje kvadratický člen

x3 + px+ q = 0. (60)

Neznámu si vyjadŕıme v tvare x = u + v. Po dosadeńı do
(60) a úprave dostávame

u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0.
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Môžeme predpokladat’, že u, v sme vybrali tak aby platila
podmienka

3uv + p = 0. (61)

Rovnica potom dostane vel’mi jednoduchý tvar

u3 + v3 + q = 0.

Ak u 6= 0 môžeme dosadit’ z (61) v = −p
3u . To vedie na

rovnicu

u3 − p3

27u3
+ q = 0.

Položme u3 = U . Po dosadeńı a úprave dostávame kva-
dratickú rovnicu pre U :

U2 + qU − p

27
= 0.

Ak za U zvoĺıme jeden koreň tejto rovnice, napŕıklad

U =
1

2

(
− q +

√
q2 +

4p

27

)
.

tak z (61) vyplýva, že V bude druhý koreň. Teda

x =
3

√
1

2

(
− q +

√
q2 +

4p

27

)
+

3

√
1

2

(
− q −

√
q2 +

4p

27

)
.
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Na pohl’ad to pôsob́ı dojmom, že kubická rovnica má jedi-
ný koreň. Treba zobrat’ do úvahy že symbol 3

√
· má tri

hodnoty.
Ako riešit’ rovnicu 4. stupňa? Podobnou substitúciou

ako pri kubickej rovnici sa dá upravit’ na tvar

x4 = ax2 + bx+ c.

Položme z = x2 + t. Potom

z2 = x4 + 2tx2 + t2 = ax2 + bx+ c+ 2tx2 + t2 =

= (a+ 2t)x2 + bx+ c+ t2.

Pri tejto rovnici je výhodné ked’ výraz na konci je v tvare
(Ax + B)2. To docielime tým, že diskriminant tohoto vý-
razu bude 0 ak ho chápeme ako polynóm neurčitej x. Dos-
távame tak rovnicu pre t:

b2 − 4(a+ 2t)(t2 + c) = 0

čo je kubická rovnica pre t. Ak t je koreň tejto rovnice tak
pôvodná rovnica prejde na tvar

(x2 + t)2 = (Ax+B)2.

A táto sa už dá riešit rozkladom na dve kvadratické rovni-
ce.

134



5.9 Rozklad permutácíı na cykly

Nech n je prirodzené č́ıslo. Permutácia π ∈ Sn sa nazýva
cyklus ak existujú navzájom rôzne prvky x1, . . . , xk také,
že x2 = π(x1), x3 = π(x2), . . . xk = π(xk−1), x1 = π(xk),
ostatné prvky sú invariantné (to znamená π(a) = a ak
a 6∈ {x1, . . . , xk}). Takúto permutáciu označujeme

π = (x1 . . . xk).

Hodnota k sa nazýva dl’žka cyklu π. Cykly (x1 . . . xk),
(y1 . . . y`) sa nazý- vajú disjunktné práve vtedy ked’
{x1, . . . , xk} ∩ {y1, . . . , y`} = ∅. L’ahko sa preveŕı

Veta 96. Disjunktné cykly komutujú

Pŕıklad 89. Ak m ≥ 5 a p 6= q sú také prvoč́ısla, že
p + q ≤ m tam grupa Sm obsahuje dva disjunktné cyklý,
jeden d́lžky p a druhý d́lžky q a teda obsahuje cyklickú
podgrupu rádu pq.

Veta 97. Každá permutácia sa dá vyjadrit’ ako sú-
čin disjunktných cyklov

Dôkaz. Nech π ∈ Sn. Uvažujme postupnost’
π(1), π(π(1)), . . . . Raz sa v tejto postupnosti vyskytne pr-
vok 1 prvý krát. Tam konč́ı prvý cyklus. Takto postupne
vyčerpáme všetky prvky.
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Pŕıklad 90.
(
123456
546312

)
= (15)(2436)

Veta 98. Rád súčinu disjunktných cyklov sa rovná
najmenšiemu spoločnému násobku ich d́lžok .

Dôkaz. Ak π = π1 . . . πs kde π1, . . . , πs su disjunktne
cykly tak z toho, že komutujú dostáveme

πr = πr1 . . . π
r
s .

S disjunknosti cyklov vyplýva, že πr = id práve vtedy ked
πri = id pre všetky i = 1, . . . , s. A πri = id práve vtedy ked’
d́lžka πi je delitel’om r. Z toho vyplýva tvrdenie.

Cyklus dl’žky dva sa nazýva transpoźıcia. Pre každý
cyklus dl’žky k plati

(x1x2)(x1x3) . . . (x1xk) = (x1 . . . xk).

To znamena, že každá permutácia je súčinom transpoźıcíı
. Preto:

Veta 99. Ak podgrupa G ⊂ Sn obsahuje všetky
transpoźıcie tak G = Sn, pre n ∈ N.

Transpoźıcia tvaru (j−1, j) pre j = 2, . . . , n sa nazýva
jednoduchá.

Veta 100. Ak podgrupa G ⊂ Sn obsahuje všetky
jednoduché transpoźıcie tak G = Sn.
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Dôkaz. Podl’a predošlej vety stač́ı dokázat’ že daná
podgrupa G obsahuje každú transpoźıciu (i, j), i < j, i, j =
1, . . . , n.

G určite obsahuje cyklus

λ = (i, i+ i, . . . , j) =

= (j − 1, j)(j − 2, j − 1) . . . (i+ 1, i+ 2)(i, i+ 1).

Po jednoduchom výpočte dostávame

(i, j) = λ(j − 1, j)λ−1.

Veta 101. Ak podgrupa G ⊂ Sn obsahuje cyklus
(1, 2, . . . , n) a transpoziciu (1, 2) tak G = Sn.

Dôkaz. Jednoduchým výpočtom môžeme preverit’ rov-
-nost’

(1, n) = (1, 2, . . . , n)(1, 2)(1, 2, . . . , n)−1

a

(j − 1, j) = (1, 2, . . . , n)j−1(1, 2)((1, 2, . . . , n)−1)j−1

pre j = 3, . . . n.
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Veta 102. Nech p je prvoč́ıslo. Ak podgrupa G ⊂ Sp
obsahuje cyklus d́lžky p a jednu transpoźıciu tak
G = Sp.

Dôkaz. Nech (i, j) je spomı́naná transpoźıcia a ρ ja
daný cyklus. Existuje také k ∈ Z, že ρk(i) = j. Označme
π = ρk. Pretože p je prvoč́ıslo je aj π cyklus d́lžky p. Nech

π = (i, j, x3, . . . , xp).

Ak označ́ıme x1 = i, x2 = j tak

π = (x1, x2, x3, . . . , xp).

Ak uvážime (i, j) = (x1, x2) dostávame naše tvrdenie ana-
logickým postupom v dôkaze vety 101.

5.10 Vietove vzorce

Definujme polynómy n - premenných, pre dané n ∈ N
nasledujúcim spôsobom

σk =
∑

j1<j2<···<jk

xj1 . . . xjk

kde j1 < j2 < · · · < jk prebiehajú všetky k - prvkové
podmnožiny množiny {1, 2, . . . , n}, k = 1, . . . , n. Napŕık-
lad

σn = x1 . . . xn,
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alebo

σ1 =

n∑
j=1

xj .

Polynóm σk má
(
n
k

)
sč́ıtancov.

Ak predpokladáme, že x1, . . . , xn sú korene polynómu
f(x) daného rovnost’ou (1) a predstav́ıme si ho v tvare

f(x) = an(x− x1) . . . (x− xn)

tak porovnańım koeficientov dostávame

aj = an(−1)n−jσn−j

pre j = 1, . . . , n. Tieto rovnosti sa nazv́ajú Vietove vzor-
ce.

Polynóm n neurčitých h(x1, . . . , xn) sa masýva symet-
rický práve vtedy ked’

h(x1, . . . , xn) = h(xπ(1), . . . , xπ(n))

pre každú permutáciu π ∈ Sn. Hned’ vid́ıme, že polynómy
σ1, . . . , σn sú symetrické. Postupnými úpravami sa dá do-
kázat’ :

Hlavná veta o symetrických polynómoch. Ak
h(x1, . . . , xn) je symetrický polynóm nad pol’om F
tak existuje taký polynóm p(y1, . . . , yn) nad pol’om
F , že

h(x1, . . . , xn) = p(σ1, . . . , σn).
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2.7 Cyklotomické polynómy . . . . . . . . . . . 36
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