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Predslov

Pri vstupe na vysoku Skolu pre jej bezproblémovy priebeh nie su zanedbatelné
vedomosti, ktoré Student nadobudol na strednej Skole. Matematika v mnohych pripadoch robi
Studentom nemalé problémy, pretoZze Studenti prichadzaju s réznymi uroviiami vedomosti,
podla typu absolvovanej strednej Skoly. Aby sme Studentom wulahéili nastup na
vysokoskolske Studium ajeho zvladnutie v zaciatkoch s$tadia pripravila som predloZeny
Studijny material, ako uéebni pomdcku. Samozrejme nevylucuje sa samostadium z inych,
Studentom vybranych literarnych pramenov.

Elektronické skripta pre predmet Matematika — aplikacie pre fyziku 1 st prvou ¢astou
zo suboru pokryvajtce sylaby predmetov Matematika — aplikacie pre fyziku 1— 4. Nakolko
sa jedna o0 uvodnu cCast’ a predmet, ktory za¢ina v prvom ro¢niku v zimnom semestri, sustredili
sme sa na nevyhnutnu teériu s urcitymi ukazkami konkrétnych fyzikalnych aplikacii. Ich
pocet sa bude mdct’ postupne zvySovat’ na zaklade ziskaného teoretického zékladu.

Textje rozdeleny do desiatich kapitol, podla tematického zamerania a ¢asového
harmonogramu. Okrem struc¢nej teorie je doplneny hojnym pocétom rieSenych prikladov
(celkove 160), ktoré Studentom odporti¢ame samostatne preriesit’ a nahliadnut’ na rieSenie az
v pripade, ak nastanu problémy v samostatnom rieSeni. Spravnost’ pochopenia teérie a
zavedenych pojmov si Student moze preverit odpoved’ami na kontrolné otazky, ktoré st
rovnako ako aj tulohy uvedené na konci kazdého paragrafu, v celkovom pocte223.

Z&klad vidime v zvladnuti matematickych zru¢nosti a vedomosti pri:

- préci s ¢iselnymi mnozinami a s komplexnymi ¢islami;

- Uprave algebrickych vyrazov s vyuzitim zakladnych vztahov a vzorcov, ako i rieSeni
vybranych rovnic a nerovnic i s absolttnou hodnotou;

- hladani korenov algebrickych rovnic;

- zakladnych operaciach s vektorovymi veli¢inami, reprezentovanymi v geometrickom
modeli orientovanou tseckou a v aritmetickom modeli maticami. Naucit' sa pracovat’
s vektorovymi rovnicami, ako 1 pochopit’ vyznam skalarneho a vektorového sucinu vo
fyzike;

- operaciach s maticami a determinantmi;

- rieSeni sUstavy linearnych rovnic;

- vyuzZivani  zakladnych elementarnych funkcidch jednej premennej aich
diferencialneho poctu vo fyzike.

Nakol'ko dobry Studijny material vznikd postupne a elektronické skripta je mozné
l'ahsie inovovat, pripomienky a doplnky zo strany Citatela rada uvitam na adrese
mozvoldo@truni.sk. Dakujem za pomoc pri ich vylepSovani.

Autorka


mailto:ozvoldo@truni.sk

Kapitola 1 Ciselné mnoZiny
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KAPITOLA 1
CISELNE MNOZINY

Ucebné ciele:

e Zvladnut pracu s ¢iselnymi mnozinami;
e Systém realnych Cisiel, operacie, vlastnosti a praca na mnozine realnych cisiel;
e Zrucnosti v préci s operaciami s realnymi a komplexnymi ¢islami a s vyrazmi.

KPacdoveé slova: MnoZina, redlne a komplexné ¢isla, uprava algebrickych vyrazov.

Pozadované vedomosti: Znalost” stredoskolskej matematiky z oblasti mnozin, zakladnych
vztahov a Upravy vyrazov.

Motivacia

Obréazok 1.1: Hodiny pre buddcich bakalarov
http://www.vychytane.sk/filesystem/image/201203/12665-0-hodiny-pre-narocnych.jpg

% Otazka L: Prezentuji hodiny na obrazku 1.1 spravne Gdaje hodin? Preverte!

"% Otazka 2: Kolko prirodzenych ¢isiel mozno najst’ na hodinach v danych zapisoch?
A)12 B)1l C)anijedno D) Sest’

% Otéazka 3: Kolko racionalnych ¢isiel mozno najst’ v zapisoch na hodinach?
A)12 B)1 C)anijedno D) Sest’

"% Otazka 4: Kolko iracionalnych ¢isiel mozno najst’ v zapisoch na hodinach?
A)12 B)1 C)anijedno D) sedem


http://www.vychytane.sk/filesystem/image/201203/12665-0-hodiny-pre-narocnych.jpg
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1.1 Uvod

Jednym zo zékladnych pojmov v matematike je pojem mnozina. Pre naSe potreby pod
mnozinou budeme rozumiet’ stbor uréitych Cisiel, veci, resp. objektov), ktoré nazyvame
prvkami tejto mnoziny. My vSak budeme pracovat s Ciselnymi mnozinami, t.j. s
mnozinami, ktorych prvkami su ¢isla. Pre ur¢ité mnoziny budeme pouzivat konkrétne,
dohodnuté oznacenia:

K ... mnozina vSetkych komplexnych ¢isel.
R ... mnozina vSetkych redlnych ¢isel.
...mnozina vsetkych racionalnych cisiel.

.. mnozina vsetkych celych ¢isel.

z N O

.. mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel.
{a} ... jednoprvkova mnozina, ktorej prvkom je Cislo a.
{a1, @, ..., an} ... MnoZina, pozostavajuca iba z prvkov, vypisanych v zatvorkach.

Na strednej Skole sme sa stretli s pojmom podmnozZiny danej mnoziny. Spomedzi
podmnozin mnoZiny R (ktori oznacujeme tiez ako mnozZinu (-0, + 0), sa najcastejSie
pouZivaju intervaly: (za predpokladu, Ze a < b):

otvoreny interval: (a,b) ={xeR: a<x<b}
uzavrety interval: (a,b) ={xeR: asx<b}
zl'ava uzavrety, sprava otvoreny interval: <ab) = {Xe R:a< x< /J}
zl’ava otvoreny, sprava uzavrety interval: (a, b> = {x eR:a<x< b}
otvorené intervaly: (a,0) ={xeR: x>a}

(-oo,b) =xeR: x < a}
<a,oo) ={xeR: x >a}

(-o0,@) ={xeR: x<a}.

Definicia 1.1 - Rovnost’ dvoch mnozin

Hovorime, Ze mnoZiny A a B sa rovnaju (piSeme A=B), ak mnoZina A je podmnoZinou
mnoziny B (A< B) a st¢asne B je podmnozinou mnoziny A (B < A). Inymi slovami: A=B,
ak kazdy prvok z mnoZiny A patri aj mnoZine B a tieZ obratene, kazdy prvok mnozZiny

B je prvkom mnoziny A.

Definicia 1.2 - Zjednotenie dvoch mnozin

Zjednotenim mnoZin A a B (oznacenie AU B ) rozumieme mnoZinu vSetkych tych
prvkov, ktoré patria aspon do jednej z uvedenych mnozin A, B.

Definicia 1.3 - Prienik dvoch mnozin

Prienikom mnozin A a B (oznacenie AN B ) rozumieme mnozinu vSetkych tych prvkov,
ktoré patria sicasne mnozine A aj mnoZzine B.

Definicia 1.4 - Rozdiel dvoch mnozZin
Rozdielom mnoZin A aB (oznacenie A\ B ) rozumieme mnoZinu vSetkych tych prvkov,
ktoré patria mnoZine A, ale nie st prvkami mnoZiny B.

5
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f'-.
Poznémka: Rozdiel mnozin A\B niekedy tieZz nazyvame komplementom (doplnkom)
mnoziny B v mnozine A.

Uvodom sa budeme zaoberat’ ,,Galaxiou realnych &isiel, z ktorej sa neskér presunieme do
galaxie, t.j. mnoziny komplexnych ¢isiel K.

%z Otazka 5: Viete zodpovedat, ktoré zuvedenych ¢&isiel patri do mnoZiny
racionalnych aktoré do mnoZiny iracionalnych c¢isiel (obr. 1.2)? VpiSte si ich do

jednotlivych podmnozin, ktoré si zndzornite na papier, resp. do obr. 1.2.

I

r—

=26 | =T | [-2.75] |-+ 2 0

I.4 v 3 8 16

Lad

Galaxia ,,raciondlnych ¢isiel* Galaxia ,,iracionalnych ¢isiel*

Obrazok 1.2: Galaxia &isiel

Ak sa chcete presvedc¢it’ o spravnosti vasej odpovede, Kliknite si na interaktivnu stranku
Kalifornskej univerzity: http://www.ucopenaccess.org/course, (aktivna jun.2013) resp.
Unit 1: Basic Algebra Principles, Lesson 1, Multimédia, Play lesson 1, kde najdete viacero
zaujimavych interaktivnych appletov tykajlcich sa realnych &isiel, ako i spravnu odpoved’
na otazku ¢. 5.

%« Otazka 6:

Na ¢iselnej osi su zobrazené ¢isla:

a) Korlko prirodzenych ¢isiel je zobrazenych na osi?

b) Ktoré z ¢isiel zobrazenych na Ciselnej osi je prirodzené ¢islo?
Odpoved”: a) jedno, b) 1.

Ak nie ste si svojimi odpoved’ami isti, zopakujte si definicie v nasledovnej Casti.


http://www.ucopenaccess.org/course
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1.2 Galaxia ¢€isiel

Medzi zékladné pojmy matematiky patri pojem c¢islo. Uruje nam kvantitu urcitej veliiny
Vv realnom svete, napr. vel'kost’ obleCenia, vzdialenost’ dvoch miest na mape, atd’. V Skole
sme sa s nimi stretli v spojeni s pojmom prirodzené ¢isla:

N ... mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel: 1, 2, 3, 4, 5,.....

Namiesto prirodzené ¢isla sa pouziva inazov kladné celé ¢isla. S¢itanim a nasobenim
dvoch prirodzenych ¢isiel dostaneme opdt’ prirodzené Cislo, o znamena Ze operacie
scitania a ndsobenia na mnozine prirodzenych cisiel N su vidy uskutocnitelné. AK viak
urobime rozdiel dvoch prirodzenych Cisiel napr. 7 a 4 mozu nastat’ dva pripady. V prvom
dostaneme:

a) 7—4 = 3 — 3 je prirodzené ¢islo — operacia od¢itania je uskuto¢nitel'na na N;

b) 4-7=-3,

tj. ak urobime rozdiel Cisiel v obratenom poradi, operacia odCitania na mnoZine
prirodzenych cisiel nie je mozna.

Aby operacia odc¢itania bola vzdy definovani, mnozinu prirodzenych cisiel musime
roz$irit o nulu a zaporné Cisla, ¢im definujeme mnozinu Z ..mnoZinu VvSetkych celych
disiel.

Z ... mnozina vsetkych celych cisiel:  ....-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4,5,.......

V mnozine vSetkych celych ¢isiel st operacie s€itania, od¢itania a nasobenia vzdy
uskutocénitel'né. Delenim dvoch celych Cisiel nedostaneme vzdy celé Cislo. Aby i delenie
celého Cisla celym ¢islom (réznym od nuly) bolo vzdy uskuto¢nitel'né, musime mnozinu
rozsirit o mnozinu zlomkov, t.j. racionalnych ¢isiel, ¢ize ¢isiel v tvare p/q. Mnozinu
racionalnych ¢isiel zvykneme oznacovat’ Q. Ak p a q su nesudelitel'né celé ¢isla
hovorime o rydzo racionélnom ¢isle.

Q... mnozina vSetkych racionalnych &isiel, t.j. mnozinaQ = {B; peZAaqe N}
q

w3, =2, -1, - %, 5,0, %, 1, 7%, 2, .

Je zrejmé, ze mnozina vSetkych celych &isiel Z je podmnoZinou mnoZiny racionélnych
¢isiel Q (Z <= Q), ako Specialny pripad q = 1. V mnozine vSetkych racionalnych ¢isiel st
definované styri zakladné poctové operacie: s€itanie, od¢itanie, nasobenie a delenie ¢islom
(roznym od nuly) vzdy uskuto¢nitel'né, nazyvame ich poctové operdcie. AvSak ak chceme
riesit’ napriklad rovnicu x* — 3 = 0, nevysta¢ime ani S mnoZinou racionalnych &isiel,
pretoZe tato rovnica nema rieSenie v mnozine racionalnych cisiel, ked’ze neexistuje také
raciondlne &islo x, pre ktoré plati x* = 3. Taktie? smnoZinou raciondlnych &isiel
nevysta¢ime, ak napriklad chceme pocitat’ vel'kost’ vektora daného predpisom a = 3i + |,

kdei aj su jednotkové vektory kartezidnskej suradnicovej sustavy. Vieme, Ze na zaklade
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Pytagorovej vety (resp. podla vztahu pre velkost' vektora, Ktorému sa budeme eSte
venovat neskor v kapitole 3), pre vel'kost’ vektora plati

|4 =a=+3"+1" =410
a teda je vyjadrena ako iracionélne ¢islo. Mnozina iracionalnych ¢isiel s oznacenim I, je

nekonecna ajej prvky ziskame napriklad pri odmocnovani, logaritmovani a vypocte
trigonometrickych funkcii.

| .. mnozina vsetkych iracionalnych ¢isiel: ....2\/5, \/3_, z, log2, ...

Mnoziny racionalnych a iracionalnych ¢isiel tvoria mnozZinu realnych ¢isiel R, ktord mozno
usporiadat’ do jedného radu podl'a vel'kosti. Tento rad redlnych cCisel sa nazyva ¢iselnd os.

R .. mnozina vSetkych raciondlnych ¢isiel:. ..-3, -1, -%5,,0,%, 1, 7%, 2\/5, \/3_, 7, log2

Avsak ani mnozina redlnych Cc¢isiel nie je postacujica na vyrieSenie niektorych
kvadratickych rovnic ako napriklad x> + 1 = 0, pretoZe neexistuje Ziadne redlne &islo X,
pre ktoré plati x* = -1. Aby sa tento problém odstranil, predpokladali matematici, Ze takéto
imaginarne ¢isla existuja. Zaviedli symbol ,,i* (imaginarna jednotka), pre ktoré plati
i = -1 atieto Cislanazvali imaginarnymi ¢&islami. MnoZina redlnych &isiel spolu
s imaginarnymi tvori mnozinu komplexnych ¢isiel, o ktorych pojednava nasledovny §1.3.

K mnozina vSetkych komplexnych, t.j. Cisiel v tvare z = a + bi:

...... ,3+2i, 24/2,4/3 =\/3i,4/-3=i/3, m, log X, ....

Mnozinu vSetkych ¢isiel mozno schematicky znazornit’:

'/7'
Rﬂ(‘iun.’i]ut"\

Realne ¢isla & Iracionilne
Komplexné cisla e

Imaginarne ¢isla



http://sk.wikipedia.org/wiki/%C4%8C%C3%ADseln%C3%A1_os
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1.3 Komplexné ¢isla a ich geometricka interpretacia

Prv ako zadefinujeme komplexné Cislo, objasnime si geometricka interpretaciu realneho
Cisla a pojem absolitna hodnota. Je vyhodné zobrazovat' realne ¢isla ako body na
priamke (Ciselnej osi, obvykle na osi X), na ktorej je zvoleny zaCiatok 0, orientacia
a jednotka dizky.

-2 0O 1 2 a b X

Definicia 1.5 - Absolutna hodnota realneho ¢isla
Ku kazdému redlnemu ¢islu @ mozno priradit’ prave jedno nezaporné ¢islo, ktoré
nazyvame absolUtnou hodnotou a oznacujeme |a|, ktoré je definovane:

a preax>0
|a|: —a pre a(0

Poznémka:

Vzdialenost bodov a a b oznacujeme: d(a,b) = |b -a]=|a - b|.

Definicia 1.6 - Komplexné ¢islo
Cislo z, ktoré mozno zapisat’ v tvare

z=a+bi, (1.2)
kde aa b st reéalne ¢isla a i je imaginarna jednotka, definovana vztahom
iZ=-1 (1.2)

sa nazyva komplexné ¢islo. Cislo a — nazyvame realnou ¢astou (oznadenie Re z) a
¢islo b — imaginarnou ¢ast'ou (oznac¢enie Im z) komplexného ¢isla z.

Komplexné cislo vznikne scitanim a nasobenim realnych a imaginarnych cisiel. Ich
zavedenie savisi s hadanim rieSenia rovnic, ktoré v obore R nemaju rieSenie. Z definicie
1.6 vyplyva, Ze kazdé komplexné ¢islo mozno zobrazit® ako bod v rovine, z = x + i,
v ktorej x-ova os zobrazuje realnu Cast’ komplexného ¢isla ana y-ovl 0s zobrazujeme
imaginarnu ¢ast’ komplexného ¢isla.

Obréazok 1.3: Zobrazenie komplexného ¢isla v Gaussovej rovine
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Z definicie 1.6 vyplyva, ze komplexné ¢isla st usporiadané dvojice realnych Cisiel.
(Taktiez je zauZivané oznaCenie a = (@i, ap), resp. v oznaceni z = (21, zp), kde prvu
suradnicu a; resp. z; tvori redlna cast’ komplexného Cisla a druha stradnicu a, resp. z,
imaginarna ¢ast’ komplexného ¢isla.

Definicia 1.7 - Operécie s komplexnymi ¢islami
Pre komplexné ¢isloz =a+ bi je definovana:
1. rovnost’ dvoch komplexnych Cisel: z; =ai+bii  z; =a,+ bal, resp.
71 =(ay, b1), 22=1(az by)
7= (ag=az) N (br=hy)
2. operacia s€itania:
21+ 2= (a1 + ap, by + by)

3. operéacia nasobenia:
21. 2 = (a; a2 — biby, ajhy + agby)

Definicia 1.8 - Imaginarne ¢isla
Komplexné ¢isla tvaru z = (0, b), t.j. tie ¢isla, ktoré maju realnu ¢ast’ rovnua nule,
nazyvame rydzo imaginarnymi ¢islami.

T
Pozném ka:

1. Da sa ukazat, Ze uvedené operacie spifaji komutativny, asociativny a distributivny
zakon, rovnako ako pri realnych ¢islach.

2. Pre Cisla tvaru z = a+ 0i pracujeme s operaciami s¢itania a nasobenia len s reélnou
Cast'ou, pretoze imaginarna Cast’ je stale nulova.

3. Komplexné ¢isla tvaru z =a + 0Oi t.j. ¢isla s nulovou imaginarnou ¢astou, mozeme
stotoznit’ s redlnymi Cislami. MnoZina redlnych cisel je teda podmnoZinou mnoziny
komplexnych cisel. Takze komplexné Cislo je zovSeobecnenim pojmu realneho Cisla.

Definicia 1.9 - Cislo opaéné
Cislo opa¢né ku komplexnému ¢islu z = a+bi nazyvame ¢islo —z =—a - bi.

%o Otazka 3: Je na obrazku 1.4 znazornené spravne &islo opaéné k &islu z?
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Obréazok 1.4: K znazorneniu opa¢ného ¢isla

Odpoved: Cislo z je zobrazené spravne, ale nie spravne popisané! Pozor na obrazky na
internete, vZdy si overte spravnost’ zdroja!!

Definicia 1.10 - Absolutna hodnota komplexného ¢isla
Absolttna hodnota | z | (velkost)) komplexného ¢&isla z = a+bi, (obr. 1.5), je
kladné ¢islo, uréené vzt'ahom

|z|=+a®+b* . (1.3)

Obrazok 1.5: Absolutna hodnota komplexného ¢isla | z |

Definicia 1.11 - Komplexne zdruZené ¢islo z*

Cislo z* = a — bi nazyvame komplexne zdruzenym ¢&islom Kk &islu z = a + bi.
(obr. 1.6).
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Obrazok 1.6: Grafické znazornenie komplexného a k nemu komplexne zdruzeného ¢isla

TR
Pozném ka:
1.

Komplexne zdruzené ¢islo dostaneme zamenou i za —i.
2. Komplexné ¢islo z a komplexne zdruzené ¢islo z* st symetrické podl'a osi X.
3. Velkosti komplexného ¢isla z a komplexne zdruZeného ¢isla z* sa rovnaju.

Grafické s¢itanie komplexnych ¢isiel je zndzornené na obr. 1.7 a vyplyva z definicie 1.6
pre sCitania komplexnych ¢isiel a realizuje sa doplnenim na rovnobeznik. DetailnejSie sa
mozno oboznamit S grafickym scitanim Vv kapitole Vektorovy pocet, Casti séitanie
vektorov, nakol'’ko komplexné Cislo tvori vektor v rovine.

x
z, s Zy+ 24
/ 11
]zzl ‘ \‘[.-‘\.x
\
=
0 x

Obrézok 1.7: S¢itanie dvoch komplexnych ¢isiel
Grafické odcitanie dvoch komplexnych ¢isiel — vychadza z pripocitania ¢isla opacného

(pozri obrézok 1.8). Detailnejsie sa Citatel mdze s problematikou oboznamit’ v kapitole
venovanej vektorovému poctu — odc¢itanie vektorov.

12
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4| z
i} N
. »214-':_-"22!':21—22
-
o
Vi Kt
9] / =

Obrazok 1.8: Grafické od¢itanie dvoch komplexnych ¢isiel

2+9i
7-3i

Priklad 1.1: Urcite realnu a imaginarnu ¢ast’ komplexného ¢isla: z =
RieSenie:

Z_2+9i_(2+9i)(7+3i)_14+6i+63i+27i2_—13+69i_ 13 69,

T 7-3i (7-3i) (7+3i) 49— 9i? 58 58 58

TR
Pozném ka:

Zlomok sme rozsirili jednotkou v tvare komplexne zdruzeného ¢isla v menovateli.

ﬂll"r"'-F%
T PDDA

Uloha 1: St dané komplexné &isla z; = 3 - 2i, zo, = -1+5 i. Vypo¢itajte:

. , . . « T Z
a) z1+2, b) z1- z,, ¢) Urcite redlnu a imaginarnu ¢ast’” komplexného ¢isla —L-.
Z2
Uloha 2: Vyjadrite matematickym zapisom absoliitnu hodnotu komplexného Cisla
Z = (21, 22) z Ulohy 1.

Definicia 1.12 - Goniometricky tvar komplexného ¢isla
Komplexné ¢islo z = a + bi mozno vyjadrit’ v goniometrickom tvare:
z= | z | (cos @ + i sin @), (1.4)

kde | z | je absolutna hodnota komplexného ¢isla (velkost’) a ¢ je uhol, ktory
zviera 0s X s komplexnym ¢islom z (obr. 1.9).

13
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Obrézok 1.9: K objasneniu goniometrického tvaru komplexného ¢isla

Goniometricky tvar komplexného ¢isla mozno ziskat’ nasledovnym postupom: Vyjadrime
si na zaklade obr. 1.9

a a
COSQY == —F—== = a=|Z|COS 15
PR |z|cosg (15)
sSing=—=—= = b=sing
lz|  a? +p?
Z=a+bi=|Z|coscp+|z|isin(p:|z|(cosq>+isin(p).

Uhol ¢ , ktory zviera komplexné Cislo z s 0sou X ur¢ime z jedného zo vztahov:

Cos @ _a_ 2 Q= arccosL, (1.6)
z|  a?+b? a’+b?
. b . b
SINY =— =——= = @ =arcsin——— (1.7)
2| \a?+b? a’+b’

Poznémka:

1. Funkcia arccos ¢ (arkuskosinus) je inverzna funkcia k funkcii kosinus a arcsin ¢ je
inverzna funkcia k funkcii sinus;
2. Ulah¢enie vypoctu uhlu ¢, vystupujucom pri goniometrickom tvare komplexného

Cisla napomoze, ak si ho zakreslime do roviny a uvedomime si, v ktorom kvadrante sa
komplexné ¢islo z =a + bi nachadza.

Nech g je ostry uhol, ktory zviera komplexné ¢islo s osou x. (obr. 1.9). Pri vypoéte
uhla ¢ plati pomo6cka: Ak ¢isloz =a + bi sa nachadza v:

I. kvadrante: @ = @o. (obr. 1.9)

Il. kvadrante: @ =m - @o; (obr. 1.10)
[1l. kvadrante: @ =7 + @o;

IV. kvadrante: ¢ =2 @ - @o.

Obrézky pre Ill. a IV. kvadrant odporti¢am Citatel'ovi samostatne nakreslit’.
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I
Pozném ka:

Miesto zapisu | z| e ¥ sa pouziva i &asto zapis |z | exp ip .

Exponencialny tvar komplexného c¢isla dostaneme pouzitim Moivrovej vety, ktord
vyjadruje vztah

e® =(cos ¢ +isin ¢) (1.8)

Z Moivrovej vety vyplyva rovnost’
e ™ = (cos ng + i sin n) (1.9)
z=-a + bi R g =a+ b

g

9o

7|
i
1
l
|

1] a x

-a

Obrazok 1.10: K objasneniu urcenia uhla

Definicia 1.13 - Exponencialny tvar komplexného ¢isla
Kazdé komplexné ¢islo z mozno zapisat’ s vyuzitim velkosti | z | auhla ¢

v exponencidlnom tvare z = | z|e . (1.10)

Priklad 1.2: Znazornite na jednotkovej kruZnici a popiste

Vv exponencialnom tvare ¢isla P, = (0,i), Ps= (-1, 0), P4 = (0,-1) a urcte
prisludny uhol .

RieSenie: Obrazok 1.11 prezentuje rieSenie pre zadanu tlohu.

Obréazok 1.11: Grafické znazornenie ¢isiel na jednotkovej kruznici
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Sy
& pDDA:

Uloha 3:

St zadané komplexné Cislaa=1+2i,b=2-1.

a) Urdite: graficky a vypoétom ¢islo z; = a + b*

PO}

b) Vypocitajte vel’kost’ komplexného ¢isla z;
¢) Urcite redlnu a imaginarnu Cast’ ¢isla z, = 2,
b

d) Napiste ¢isla a a—a v goniometrickom tvare.

Priklad 1.3: St dané dve komplexné Cisla z; az,. Vyjadrite ich saéin
v exponencidlnom a goniometrickom tvare.

RieSenie:
Nech komplexné ¢islo z; je ur¢ené uhlom @1 a z, uhlom g, Zapis ¢isiel z;
azobude:  z1=|z1|e = |z | (cos @1 + i sin @1)

2= |zzlei"’2 = |21|(c05(p2+isin(p2).

Z vlastnosti su¢inu exponencialnych funkcii vyplyva, ze si€in dvoch komplexnych ¢isiel je
komplexné c¢islo, ktorého absolutna hodnota sa rovnd sucinu absolatnych hodnét a
argument sa rovna suctu argumentov Cinitelov

212, =121 11 Zz 1[cos (1 + @2) + i sin (@1 + @2)].
Z toho vyplyva rovnost’ 121 Zol = 121 11 Z2 1.

2127= | 71 | e, | 72 | el =1z, 112, 1007 19),
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KAPITOLA 2
RIESENIE VYBRANYCH ROVNIC A NEROVNIC

Ucebné ciele:

e Zvladnut operacie s Upravou vyrazov;
e Zopakovat si Casté operacie pri rieSeni vybranych rovnic a nerovnic;
e Zvladnut bezproblémové rieSenie linearnych, kvadratickych rovnic
a nerovnic;
e PrecviCit’ sirieSenie linearnych a kvadratickych rovnic a nerovnic
s absolutnou hodnotou;
« Rieenie vybranych typov rovnic — opakovanie a ich vyuZitie v praxi.

KPuacové slova: koreit linearnej rovnice, diskriminant, kvadratickd rovnica,
iracionalna rovnica, nerovnica, nerovnice s absolitnou hodnotou.

Pozadované vedomosti: znalost stredoSkolskej matematiky z oblasti Upravy
vyrazov, rieSenia rovnic a nerovnic.

Na strednej Skole ste pracovali s operaciami, ktoré pouzivame pri Uprave algebrickych
vyrazov a rieSeni rovnic rézneho typu. Ak tomu nie je tak (v dostato¢nom rozsahu, ur¢enom
sylabom gymnazialneho uciva), bolo by ziaduce, aby ste siahli po vhodnom Studijnom
materiali, minimalne formy ,,Repetitérium stredoSkolskej matematiky* a doplnili si tieto
medzery, ak su. Nie je totiz mozné, aby sme stihli vSetko zopakovat’ a aj preberat’ novu latku.

Nakol'ko problematika Gpravy algebrickych vyrazov ahladanie korefiov rovnic je tak
zéavazna pri rieSeni aplikacnych problémoch, nie je mozné ju podcenit’ a nezvladnut’ ju. Preto
som sa rozhodla, Ze tejto problematike venujem samostatn( kapitolu, v ktorej si zopakujeme
najcCastejSie vzt'ahy, ktoré vyuzivame pri Gprave algebrickych vztahov a pri rieSeni vybranych
typov rovnic a nerovnic, v ktorych sa m6Ze a nemusi nachadzat’ absolatna hodnota. Teoriu si
ukazeme vo forme rieSenych prikladov. Za¢neme od najjednoduchsieho: zjednoduSovania
vyrazov a nasledne prejdeme k rovniciam: linearnej a kvadratickej, ako i nerovniciam daného
typu. Uk&Zeme si tiez, ako riesit’ logaritmické rovnice.

2.1 Uprava algebrickych vyrazov

Uvodom tejto kapitoly si zopakujeme uZitoéné vztahy zo stredoskolskej matematiky, ktoré
Student bude casto pouzivat pri rieSeni réznych problémov. Prepocitanim prikladov
zameranych na Upravu vyrazov, Student nadobudne nevyhnutné zrucnosti, ktoré vyuzije
neskor pri r6znych aplikéciach matematiky. Odporucame si svoje vedomosti upevnit’, resp.
preverit.

Na uvod by sme predlozili najdélezitejsie vztahy — identické rovnosti, ktoré je vhodné si
zapamétat’ a ktoré prezentujeme v tabul'ke 2.1 a tabul’ke 2.2.
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Tabulka 2.1: Identické rovnosti

(a+b)?* =a’+2ab+b? (a —b)?> =a® — 2ab +b?
(a+h)® =a®+3a%h +3ab*+b° (a — b)® =a° — 3a’b + 3ab®- b’
a’ —b®> =(@a—b)a+h)

a’+b® = (a+bh)@ - ab +b? a’—b*=(a—-b)(a®+ab+b?

Navodom pre l'ahSie zapamitanie vztahov v tab. 2.1 moZe byt schéma, znama pod nazvom
Pascalov trojuholnik, ktora uréuje koeficienty pri umocneni dvojélenu (a + b)", ktoré st pre
n:

n=0 1 pretoze  (a+b)"=1

n=1 1 1 pretoze  (a+b)l=a+b

n=2 1 2 1 pretoze  (a+b)>=a’+2ab + b?

n=3 1 3 3 1 pretoze (a+b)®=a’+3a’h +3ab® + b

Pre n plati binomicka veta, ktora umoziuje vyjadrenie n-tej mocniny dvojc¢lena pomocou
kombinacnych ¢isiel:

Veta 2.1: Binomicka veta

Nech a a b st 'ubovol'né komplexné Cisla a n je prirodzené ¢islo. Potom plati:

@+b)" =| " +| " a4 M a2 Jar e vty | " et
0 1 2 n-1 n

Tabul'ka 2.2: Vztahy pre mocniny a odmocniny

(ar)s -3 Q" =i
al’
r
@)E@) =a"" as=%a", prea)o
—/r 1 r _ ,ryr
a =——, a)o0 (@b)" =a'b
Va

17
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Presved¢it’ sa o svojich dobrych zakladoch je vhodné napriklad aj na stranke math online,
ktorG pripravila Viedenska univerzita. Pozrite si viaceré interaktivne animacie, kde si mozete
preverit’ Vasu spravnu identifikaciu vyrazov (typov algebrickych Struktar) (obr. 2.1):

http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/var/var.html#struk1 resp.
http://www.univie.ac.at/future.media/moe/mathelinks.html.

Obrazok 2.1: Pohl'ad na www stranku ,,math online*

http://www.univie.ac.at/future.media/moe/qgalerie/var/var.html#struk 1

Pretoze Uprava vyrazov mnohokrat brzdi vrieSeni narocnejSich prikladov,

prepocitanim prikladov si overte svoje zruénosti v technike Uprav, ako i v rychlosti
ich vyrieSenia.

Priklad 2.1: Upravte vyrazy: a) 7—x+3—-4x; b) 2(1-3x)+2x ;
c) 4(-x).2x>.5ax.
Riesenie:

a) 7-x+3-4x=10 — 5x; b) 2(1-3X)+2x=2 —6x+2x =2 — 4x;

) 4(—x).2x*.5ax = —40ax’.

Priklad 2.2: Upravte vyrazy: (-2x)°.y*.3(-y)*.(-y)°.
RieSenie:

(—2X)3.y2.3(—Y)4.(—Y)6= _8X33y2+4+6 :_24X3y12 .
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Priklad 2.3: Upravte vyrazy a uréite podmienky existencie: a) 3(2—(2x+1)) +5x,

1 3 3 _v)2 is __X3 i_ 342 (N4 (_\)\6
b) Z(_X) (2x)°.(-B)ax, ¢) (-X) -(_xj ( > J , d) 24( 2x)°.y~.3(=y)".(-Y)",
e) Xzygﬁ, f) 6x7.4x3, 9 ngyz

x’yz X’y
Riesenie:

a) 3(2-(2x+1) +5x=3(2-2x-1) +5x =6-6Xx—-3+5x=3- X, xe R

b) %(—X)S.(ZX)S.(—S)&IX:1OaX7, X e R

) (—x)z-(—ixJ '(__ijxz 2 )4 yer gy

2 () 2
d) 2—2(—2x)3.y2.3(—y)4.(—y)6 e X € R
2.,3 2
e) ngizy—, X,y,Z e{R -0}
x*yz®  xz

f)6x'.4x°=24x", xe{R -0}

X3y74
g) XTySZ X3+2y7475 _ x5y’9 . X,y eR _{0};
Iny sp6sob rieSenia:
.1 X
X3y74 X F F %3 x2 x®
szys_iys_yis_yzlys_ye
X2 )(2

Priklad 2.4: Upravte vyraz a ur€ite podmienky existencie: =
— X

C . . 1
RieSenie: Podmienka: x #{0, + —1}
O

1 1 1 x
3—x* 3 1 3x*-1 3x‘-1
_ = ;

X X
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Priklad 2.5: Umocnite (x> — 2x + 1)2.
RieSenie:
(C=2x+1)2=(C-2x+1). (C=2x+1) =x—2x + X} = 2xX* + Ax® = 2x +x° = 2x + 1

=xC — 4%+ 23 + AP - 4x + 1.

Priklad 2.6: Upravte vyraz a uréite podmienky existencie:

1 3 3 2n+1
— — A n+
n-1 n*-1 n>+n+1 n-1

RieSenie: Podmienka rieSitel'nosti: n # 1

( 1 38 3 j_(n+2n+1j_n2+n+1—3—3(n—1)nz—n+2n+1_

n-1 n*-1 n*+n+1 n-1 (n=D(n* +n+1) n-1
n“-2n+1 n®+n+l

(n-)(n*+n+1) n-1
Priklad 2.7: Zjednoduste vyraz + 20 a uved’te podmienky existencie:
a-2b 2b-a

RieSenie: Podmienky existencie: a—26#0 N 2b—-a=—-(a-2b)=0=a=20b

a 2b a 2b a 2b _a-2b 1

+ = + = - = =1.
a-2b 2b—-a a-2b (-1)(a-26) a-2b a-2b a-2b

2y+1 1
y-2y y-4

Priklad 2.8: Zjednoduste vyraz a urcite podmienky existencie.

RieSenie:

Podmienky existencie:

y2-2y=y(y-2)#0n(y-2)(y+2)#0=>y=#0, y»+2 yeR-{0,+2}

2y+1 1 2y+1 1 _2y+1 y+2 1 y_
-2y y' -4 y(y-2) (y-2)(y+2) yly-2)'y+2 (y-2)y+2)'y
(y+1)(y+2)-y 2y’ +4y+y+2-y (2y2+ay+2) 2(y?+2y+1) 2(y+1f
vy-20y+2)  vly-20y+2) oyl -4)  wy'-4) vy -4)
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@-y*)"

Priklad 2.9: Upravte vyraz:

Riesenie: Podmienky riesitelnosti: 1-y?#0 —y# 0, + 1

@-y»H* 1 1 1 1 11
1-y?  1-y?l-y? g, 10 1 yi-1yi-1
2

2
()
y? -1 y'—2y? +1

Iny sp6sob rieSenia:

aA-—-y 3" 1 1 —( 1 )2 —
1—y 2 1—y 21—y *? 1—y ?
1 B 1

T @A—y ??® A—-2y+y D

9 3
Priklad 2.10: Upravte vyraz: s|— :3|— .
Praviewraz: 33 {27

RieSenie:
2

1 3
[ [ 5 5 A5 5 3 -2 1
3—1.3—123—6:3—2:35.35 :35:5\/5.
315 715 3E 35 3E 33

6y —12 —-5xy+10x

2 .
3y® —12 2+y)

Priklad 2.11: Upravte vyraz:

RieSenie:
Podmienka riesitelnosti: 3y’ -12=3(y’ -4)#0 yeR-{x2}
6y —12 —5xy +10x 6(y —2)—5x(y -2 2)(6 —5x
y y (2+y) = (y—2)—5x(y - )( ry)= (y —2)( )(
3y*-12 3(y* -4) 3(y-2)(y+2)
~ 6-5x
3

+2) =
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Priklad 2.12: Zjednoduste vyraz a uved’te podmienky existencie:

[(;tt:))j _%H}[b:abj'

RieSenie:

Podmienky existencie: a #+b b #0,

[(a+b)2_g+l]:( a j_[(aer)z.b—a.(az—b2)+b.(a2—bz)}(b(b—a)jz

a’-b?> b - (a>-b?)b a

b? —ab

((a+b)’b-ala?-b?)+b(a®-b?))  (ab+2ab? +b*—a®+ab® +ba’ -
(a+ba. (a+ba
__afab+2b?)-a(a’ +b® +ba)) _(2ab+3p? -a®|-1) _a’-2ab-3p* _

= - 3b.
(a+b)a (a+b) a+b 2

Pozndmka: Jednoduchsie bolo vykratit’ (a+b) v prvom ¢lene. Pocitajte takto.

Priklad 2.13: Upravte vyraz a uréite podmienky existencie:
c—2 c c+6

— 1= )
c 2+C Cc°+2C

Riesenie: Podmienka riesitelnosti: ¢ +2c=c(c+2) #0=>c=0uUc# -2,

c-2 ¢ N c+6 c-2 ¢ N c+6 (c+2)(c-2)-c(c)+c+6
C 2+c¢c c*+2c ¢ 2+c c(c+2) c(c+2)

c¢?-2c+2c-4-c*+c+6  c+2 1

c(c+2) Tcc+2) ¢

Priklad 2.14: Upravte vyraz 3&/a‘z.\/b_3 :\/b3.§/§.
RieSenie:

Podmienky riesitelnosti: a0 Ab )0.

2 3\ (3 2\ =2 =2
3&/a‘z.\/b_S:\/b3.3\’/a_2:[a3.bﬁJ:(bz.a‘“’J:a?’.aG be.
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XX =y4y

Priklad 2.15: Upravte vyraz a uréite podmienky existencie:
J_ N

Riesenie:
Podmienka rieSitel'nosti: \/; = ﬁ #0—->Xx#y,x>0,y>0,
XX = yoly x4y (k= gy Jxfy) X2 yafxy - yP ey _

«f Jy Wx+y X—y X-y
—y? 4 xxy - WY _ x2 — Y2+ Jxy(x— Y) _ X+ Y)-(X= D+ Y) _ (X= 9)((+ Y)++/xy)
X—y X—y X-y X=y
:x+y+\/W.

Priklad 2.16: Upravte vyraz a uréite podmienky existencie: 21 2 3 + 4 :
a°-4 a-2 2+a

Rie$enie: Podmienka rieSitelnosti: a’ —4#0 = a#+2
12_3+4 12 3+4 12-3a— 6+4a8
a’-4 a-2 2+a a’-4 a-2 a+2 a’-4

B (a-2) 1

(a+2)(a-2) a+2

Priklad 2.17: Upravte: (

ava+bvb L 24db
N \/_J(a b) L+ -

RieSenie: Podmienka riesitel'nosti; a >0, b >0

(a\/§+b\/6_\/§@_\/5@] 1 2b
Ja++/b TJa+b )

_aJatbyb-atb-bva 1 = 2vb _
i Ja+4b a-b Ja+yb

_aWa-+b)-ba-+b) ~2vb _
(Ja+vb)a-b)  ~a+b

_(Wa-vb)a-b) 24/b _Wa—-+b) | 2¢b
" (Ja+b)(a—b) Jaivb (Ja+b) a+b

_ (Va—+b +2+b) _ Ja+ib
(Va++b) Ja++b

=1.

23



Kapitola 2 RieSenie vybranych rovnic a nerovnic
doc. RNDr. Miroslava Ozvoldova, CSc.

2.2 Linearna a kvadraticka rovnica

Definicia 2.1- Linearna rovnica

Linearnou rovnicou s neznamou x nazyvame kazdu rovnicu tvaru a x + b =0, kde a, b su
realne ¢islaaa #0.

Pri rieSeni mozu nastat’ 3 pripady:

* aka#0,potomaXx =-b arovnica ma prave jeden koren x = -b/a;

 aka=b=0, po tiprave dostaneme 0 = 0 a to je pravdivy vyrok (rovnost), takze
povodna rovnica ma nekonecne vela rieSeni resp. korefiom tejto rovnice je kazdé
realne ¢islo;

» aka=0,b#0, po uprave dostaneme 0 = - b, a ked’ze b # 0, tak sme dostali
nepravdiva rovnost’ - pdvodna rovnica nema Ziadne rieSenie.

Priklad 2.18: Rieste rovnicu (8 —3x)* +(5—4x)* —6 = (9 —5x)° + 20x — 4.
Riesenie:
(8-3x)" +(5-4x)’ -6 =(9-5x)" +20x -4
64 — 48X + 9x* + 25— 40X +16X* — 6 = 81— 90x + 25%* + 20X — 4
—88x +83=-70x + 77

—-18x=-6
6 1
X=—=—
18 3

O spravnosti rieSenia sa presved¢ime vzdy skuskou spravnosti!

2 2 2
es: [8-31] (541 _6=72+(1) _6-49_ g 22L_387+12L 0,
3 3 3 9 9

2 2
PS: 9—5.E +20.1—4= 2 +20_12:484+20_12:56,44 — IS = PS.
3 3 3 3 9 3
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Definicia 2.2 — Kvadraticka rovnica

Kvadratickou rovnicou s nezndmou x nazyvame kazd( rovnicu tvaru a x* + b x+ ¢ =0,
kde a, b, ¢ st realne cisla, a # 0. Pri rieSeni m6zu nastat’ pripady:

e aka#0,ab=c=0arovnica ma prave jeden dvojnasobny koren x =0;

e aka#0b#0ac=0,rieSime tzv. rydzo kvadratick( rovnicu ax’*+c=0, ktorej

o /— c > . ’ .
rieSenie je vtvare X,,, = £ >y a to bud’ realne alebo komplexné, podl’a znamienka

a konkrétnej hodnoty c;

« akabeR-{0},ac=0, polprave dostanemeax’*+bx =x(ax+b)=0,
rovnica ma dva jednoduché reélne korene: x; =0 ax, = -b/a;

 aka,b, ceR-{0} potom vSeobecny tvar ma rieSenie

_—b+yb?’-4ac -b++D
L2 2a 2a
Ak:
D > 0, tak dana kvadraticka rovnica ma 2 rozne realne korene;

, kde D = b? — 4ac nazyvame diskriminant.

D =0, tak dana kvadraticka rovnica ma dva rovnaké realne korene, ¢ize
dvojnasobny reélny korei;

D <0, tak dana kvadratickd rovnica nema rieSenie v obore redlnych cisel,
v obore komplexnych ¢isel ma dva imaginarne komplexne zdruzené korene.

Priklad 2.19: RieSte rovnicu v R doplnenim na Stvorec:
a) 2x* +8x+10=0, b) x*—3x+2=0.

RieSenie:

a) 2x° +8x+10=0/(%) b) x> -3x+2=0
x> +4x+5=0 x*—2.(3/2)x+(3/2)°—(3/2)°+2=0
X*+2.2x+(2°)-(2)+5=0 (x—(3/2))2+ﬁ=0
(x+2)*—-(4)+5=0 (x—(3/2))2—%=0

1 2

(X+2)2+1=0 (x—(3/2))° :[Ej
(x+2)2 %1 x—(3/2)=¢%ﬁx1=2, Xo= 1

Nema rieSenie v R Skuska: 4-3(2)+2=0, 1-3+2=0 CS=PS.
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Priklad 2.20: Rieste rovnicu: —3x? —27 = 0.
RieSenie:
Rovnicu zjednoduSime tak, Ze obidve strany rovnice vynasobime (-'4), ¢im dostaneme:

x> +9=0.

Jej riesenie je X, = J_rw/_Tg = +,/(1)29 = +3i, pretoze -1 =1, resp. i’ =-1.

Skaska spravnosti: IS: —3(3i)? — 27 = —=3(-9) -27=0 — DS =PS.

Priklad 2.21: Rieste rovnicu v obore R:  +/3x+1—(x—4) =1

Riesenie:

RieSime tzv. iracionalnu rovnicu. Upravime rovnicu tak, aby sme mali odmocninu na
jednej strane (aby ndm po umocneni rovnice nezostal ¢len s odmocninou). ESte

predtym si ur€ime, kedy je tato rovnica definovana:

:>3x+120:>x2_?1mx23—>x23

N3X+1=1+(x-4) /?

3x+1=(x—-3)°
3X+1=x>—6Xx+9
X*-9x+8=0
—(-9)+4/(-9)2—48 9+.B81-32 9++/49 947
Xl,2: 2 = 2 = 2 = 2 - Xl:8’ X2=1,

Skuska spravnosti: pre x;=8: I'S: +/24+1-(8-4)=5-4=1— LS =PS.

prex;=1: IS: /3+1—(1-4)=2—(-3)=5— IS #PS.

Vyhovuje len rieSenie: x; = 8, pretoze x > 3.
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2.3 Rovnice a nerovnice s absolttnou hodnotou

Prostrednictvom nasledujlcich prikladov si zopakujeme rieSenie rovnic s absolGtnou
hodnotou. VyuZijeme Definiciu 1.5, ktora nam urcuje, Ze absolitna hodnota z kladného
vyrazu, je ten isty vyraz, zo zaporného vyrazu, je vyraz opacny. Preto si ur¢ime vzdy
intervaly, kedy je absolutna hodnota kladna. Pri rieSeni rovnic s absolGtnou hodnotou mozno
volit’ dva spdsoby rieSenia:

1. Odstranenie absolutnej hodnoty umocnovanim obidvoch stran rovnice.

2. Rozdelenim oboru rovnice na také podmnoZziny, v ktorych kazdych z vyrazov
v absolltnej hodnote nemeni znamienko a pre kazdu z tychto podmnoZzin rieSime
rovnicu, ktora je ekvivalentna s pdvodnou rovnicou a neobsahuje uZ absolltne
hodnoty.

Obidva sp6soby prezentujeme v nasledovnom priklade:

Priklad 2.22: Rieste rovnicu: |2x —]4 =3x-9.
RieSenie:

1. sp6sob: umocnime obidve strany rovnice:

2x -1 =3x-9 @)
2x-1=3x-9 /?
(2x-1)° = (3x-9)°
x> —10x+16=0 (2)
_ —b++/b®-4ac 10++100-64
h 2a 2
X, =913= X =8, X, =2
Skuiska spravnosti: pre x;= 8: I'S: [2.8-1 =15 PS: 3.8-9=15—DIS=PS.
pre x;=3:I'S: [2.3-1 =5 PS: 33-9=0 —IS#PS.

Rovnice (1) a (2) nie su ekvivalentné. RieSenim je len x; = 8.
2. sposob: Ur¢ime kedy je vyraz 2X—-1>0 — x > % Rovnicu budeme riesit’ zvlast pre
interval: A) x > %, kedy | 2x—1|= 2x—1, takze budeme riesit’ rovnicu:

2x—1=3x -9 —»x=8 Xx=8n ({1/2,)=38

B) x <% 2x—-1<0, takze [2x—1|= —(2x—1) a rieSime rovnicu:

- (2x-1)=3x-9 — 5x=10 x=2nN x<% - nevyhovuje.

Prienik je prdzdna mnoZina. RieSenim je len x; = 8, ako sme ukazali prvym spdsobom.
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Priklad 2.23: Rieste rovnicu: [2x +1| —|x—5[+ |- 4x| =
Riesenie:
Nakol’ko rieSenim prvym spésobom, by sme sa jednoducho nevyhli mocnindm, rieSme
priklad pomocou nulovych bodov:
2Xx+1=0 — x=-1/2,
X-5=0 — x=5,
4x=0 — x=0.

(- o0, -¥2) <Y, 0> (0, 5) < 5, 0)
znamienko _ + + +
2x+1 - (2x+1) (2x+1) (2x+1) (2x+1)
znamienko _ _ — +

(-1)|x-9 (1) (=(x-5)) (-1)(-x=5) | (-D(-(=3)) | (-1)(x-5)

znamienko + + _ _
|- 4x| (—4x) (—4x) —(-4x) —(-4x)

—2X—1+(X—5) —4x =1 Px+1+x—5-4x =1 Px+1+x—5+4x =1 Px+1-x+5+4x=1
-5x-6=1 —x—-4=1 x-4=1 o9X= -5
Xx=-75€ |, =-5¢1, X=5/7 € I3 =-1¢ |4

=15
Obor pravdivosti rovnice: P =

57
Skuska spravnosti: pre x;= —7/5:
: 7 7 |14+5|| 25 |-28/_9 32 28 5
LS: 2.(—= —|-=-9+-4(——= T ==
peg R P TS e R R
PS:1 — DIES=PS.
Skuska spravnosti: pre x, = 5/7
rs: 2_(g)+4_‘g_5 (__)‘_|10+7| ‘ _17- 30+2o L

PS:1 — LS=PS.
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RieSenie kvadratickych nerovnosti sa ¢asto vyskytuje pri skiimani priebehu funkcie. Preto si
ho zopakujeme prikladom:

Priklad 2.24: RieSte nerovnicu: Rl 2 <1 ,akxe Z.

x-1 x+1
RieSenie:
Urcime, pre ktoré Xe Z ma dana nerovnica zmysel: Menovatel’ bude nenulovy ak x # 1.
Budeme postupovat’ tak, aby na pravej strane sme si vytvorili nulu:

x+1 2 <o

x-1 x+1
Upravime na spolo¢ného menovatela a urobime naznacené operacie:
(x+1)(x+1)-2(x-1)—(x* -1) <0
(x=1)(x+1) -

;SO
(x=1)(x+1)

Citatel’ zZlomku je vzdy kladny pre vietky x £ Dy, takZe cely zlomok bude zaporny, ked’
menovatel bude zaporny. t.j. schematicky zapisané : — . M6Zu nastat’ dva pripady:

+ + +

<0 U
() HE (G

a) Uvazujme T+() vtedy plati: (x—=1) >0 n(x+1)<0
+ —
X>1N(x< —1) P;-prazdna mnozina.

b) UvaZujme L) ,vtedy plati: (x—=1)< 0 A (x+1) >0
+

X<1 nx>-1

P, = {0 } - jednoprvkova mnoZina.

RieSenim je ich zjednotenie, s reSpektovanim Ds t.j. m& rieSenie len pre x = 0.

RieSenie kvadratickej nerovnosti si ukdZzeme na priklade uréovania definicného oboru.
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Priklad 2.25: N&jdite Ds funkcie: f(x) = log(2x* + 4x — 6).
RieSenie:
Vieme, Ze logaritmicka funkcia je definovana len pre argument, ktory nadobdda kladné
hodnoty, t.j. ked plati: 2x* + 4x—6>0 .
X2+ 2x — 350

Ked’Ze ide o tzv. normovanu kvadraticki nerovnost’ s celymi koeficientmi (a =1), mozno
okrem rieSenia pomocou diskriminantu, riesit' ju aj rozkladom na koreiiovych cinitelov.
Napiseme si kvadraticky vyraz x> + px + q = 0. Pre koeficienty platia vztahy:

X1-X2 =(q

X1+ X=—p

Vieme odhadnut’, Ze sucin ¢isiel 3 .( —1)= —3resp. (-3).(1)= -3

3+(—-1)=2# —p, resp. (—3) +(1)=-2=-p

Takze rozklad bude: (x—1) (x+3) > 0. Presved¢ime sa 0 spravnosti vypoc¢tom:

—ptypP-4q -2+ JA-A(3) -2:16 -214
2

2 2 2
X, =-1£2=x =1 X, =-3

x=-D)(x+3)) 0=

Sucin cinitel'ov bude kladny, ak obidva ¢initele budu kladné, alebo obidva zaporné:

X1,2

Co mozno si zapisat (+.+) U (-, )=
a) X)Ln x)-3 =x)1
b) x(1n x{-3 =2x(-3 = (—0,-3) U ).

Priklad 2.26: Ekvivalentnymi Gpravami rieSte rovnicu: % =1
RieSenie:
Urcime, kedy st vyrazy definované:
2X+6>0N X+2>0 >2x>-3 N X>-2->x>-2

log(2x + 6) 1

log(x +2)

log(2x + 6) = log(x + 2)

(2x+6) = (x+2)

X= —4 N X>-2— nema rieSenie.
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2.4 Aplikacia vyuzitia rovnic vo fyzike

Vo fyzike sa vel'mi Casto stretavame pri rieSeni fyzikalnych zadani s vyuzivanim rdoznych
typov rovnic. Postupne sa s nimi v zakladnom kurze fyziky oboznamime. Uved’'me si aspoii
dva priklady.

Priklad 2.27: Dvaja turisti vysli su¢asne z nocl'aharne tym istym smerom po priamej
ceste a pohybovali sa rovnomernym pohybom. Prvy turista Siel 0 0,5 km/h rychlejSie ako
druhy. Preto prvy turista doSiel do ciela vzdialeného 28 km skor o jednu hodinu.
Vypocitajte rychlost’ chddze obidvoch turistov a Cas, za ktory kazdy turista dosiel do ciela.

RieSenie:
Postup: 1. ZapiSeme si zadané Udaje a zvolime si neznamu.
2. Nakreslime si obrazok.

3. Zostavime rovnice na zaklade zadania.
4. Najdeme rieSenie a urobime skisku spravnosti

Oznacime si nezname: rychlost’ prvého turistu v, a ¢as, za ktory presiel drahu s ako t;,

rychlost’ druhého turistu Vv, a ¢as, za ktory presiel drahu s ako t;,

vi — >
12 -
O S C

Zo zadania prikladu vyplyva Ze plati:
vi= (V2 +0,5) kmh? (1)
t1= (tz -1) h (2)

Nakol’ko turisti sa pohybujii rovnomernym pohybom, avsak réznou rychlost'ou, do ciel’a
dojdu za rézny Cas, takze mozno napisat’ vztahy (3) a (4):

S =ity B) > t;=— (3a)
S=Vaty 4 - tp=— (49

Predelenim rovnic (3) a (4) dostaneme:
S Vltl (U2+0,5)(t2 — 1)
—_—=—a 1=
S 'Uztz 'Uztz
Vyt; = (V2+0,5)(t, — 1)
Uztz = Uztz + tz. 0,5 - 0,5 — Uy
v, = (t; —1)/2 (5)

Po dosadeni vztahu (4a) do poslednej rovnice (5) vylu¢ime neznamu t; a dostaneme:
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Priklad 2.27: pokracovanie prikladu
1 s
V2 =35 (U—2 -1
Rovnicu vynasobime v, a pre jednoduchSie rieSenie vzniknutej kvadratickej rovnice
dosadime hodnotu za s (jednotky, v ktorych poc¢itame uvediem az za vysledok):
2(v2)? s Vv2—28=0 — Vp = _1;:15 = 3,5 kmh'.

Druhy korefi v, = - 4 km.h™ nevyhovuje podmienkam fyzikélneho zadania prikladu.

vi=(v2+ 0,5) km.h™t = 4 km.h* t, :vi:% = 7h.
1
28
=, =55=8h

Odpoved”

Prvy turista, ktory Siel rychlejsie mal rychlost 4 km.h™ a do ciela priiel za 7 h, kym druhy
mal rychlost’ 3,5 km.h™ a do ciela prisiel za 8 h.

Druhy priklad prezentuje vyuZitie goniometrickych rovnic, ked’ze sme sa im osobitne
v opakovacej Casti nevenovali. Uk&Zeme si ich na priklade Lissajousovych kriviek (obr. 2.2),
s ktorymi sa mozno oboznamit’ na stranke
http://www.surendranath.org/Applets/Oscillations/Lissajous/Lissajous.htm. (Je mozné ist aj
cez: http://surendranath.tripod.com/Applets.html Applets Menu, Oscilation.)

™ Lissajous Figures - Mozilla Firefox

Soubor  Uprary  Zobrazeni  Histwie  Zalgdy Nisvok  Miporda
& -c a1 iip: o, surendranath orgapolets O liatons A ssajous L ssajous m - an

Lissajous Figures

Lissajous Figures

Two cicdlaticns, one along the = i and the ether along the ¥ was when added result m a two dimensional moton The path waced i known as Lissajous figares In the
Eeos @t andthe y mobonis ¥ = yysin oyt & The parameters i, . $n.0y and & can be changed usng the scrolbars

Obrézok: 2.2: Lissajousove krivky

Na obr. 2.2 vidime naprogramovanu aplikaciu, ktord demonstruje skladanie dvoch navzajom
kolmych oscilatorov (jeden kmita v smere osi x a druhy v smere osi y).

Nakol'ko kmity harmonického jednorozmerného oscilatora mozno graficky znazornit’
pohybom po priamke a odpoveda mu vektor, ktorého amplitida (maximalna vychylka) nech
je A aokamzita vychylka je ur¢ena harmonickou funkciou (sinus alebo kosinus).
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Pre pohyb v smere osi x plati: x (t) = Acos wt, kde ® je uhlova rychlost’ otacania. Pre pohyb
v smere osi y plati: y (t) = Bcos (wt+0) , kde B je amplitida a 6 fazova konstanta. (uhol
vektora s 0sou X na zaciatku pohybu, t.j. v ¢ase t = 0 s. Vidime, Ze ® je u obidvoch rovnaka.
Sledujme Casovy vyvoj pohybu . Vedeli by ste zvazit, ako bola naprogramovana takato
aplikéacia? VSetko vychadza z matematického popisu: UkéZzeme si ho:

X (t) = Acos wt — % = cos wt (2.1)
y (t) = Beos (wt+0) — % = cos(wt + &) (2.2)
Pozndme znamy suctovy vzorec:
cos (o+fB) = cos a cosp — sina sinf,
ktory vyuZijeme pre rovnicu (2.2)
% = cos wt cos § - sin wt sin § (2.3a)
Dosad’'me (2.3 a) do (2. 2) vztahu a dostaneme:
y X .
5=1 cos§-+/1 — (cos wt)? sin§ (2.3b)

kde sme vyuZili identitu : (sinx)? + (cosx)? = 1 navyjadreniecosx. Opit vyuZijeme
vzt'ah (2.1) ktory dosadime do vztahu (2.4):

2

y_x oy (* .
E—ACOSS 1 (A) sin & (2.4)

Dostali sme iracionalnu rovnicu (s odmocninou, ktor( upravime tak aby odmocnina ostala
samostatne na pravej strane a rovnicu umocnime na druhu:

y X 2 _ X 2 . 2
(E_Z cos&) =|-[1- (Z) sind
2 2x x? x?
%—A—gcos5 +2 cos?§ = (1_E) sin?§
2 2x x? x?
%—A—gcos5+ e sin25+p cos?’§ = sin?§
2 2x x?
%—A—gcos5 + (sin?8 + cos?6 ) = sin?é
Lz—zﬂcos6+ 2 _ sin2s (2.5)
BZ  AB A2~ '
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%= Otazka 1:

Co nam uruje vztah (2.5) a aké moznosti poskytuje? Analyzu vztahu (2.5) si urobime na
priklade:

Priklad 2.28: Odvod'te, pri akych hodnotach § dostaneme z rovnice (2.5):

a) priamku s kladnou smernicou

b) elipsu

c) elipsu sklonent dol'ava

d) elipsu sklonenu doprava

e) Kkruznicu

f) priamku so zapornou smernicou

a napiSte odpovedajuce rovnice pre jednotlivé pripady. Presvedéte sa o spravnosti na
interaktivnom applete na adrese:

http://www.surendranath.org/Applets/Oscillations/Lissajous/Lissajous.htm
RieSenie:

a) priamku s kladnou smernicou b) elipsa

Obrazok: 2.3 Skladanie kmitov Obrazok: 2.4 Skladanie kmitov

priamka elipsa

2 3z 2 .

é’—z—%c055+ %= sin§
a) b)
2 2 2 2
v 2y XT 2 y: 2y X2 _ .9
57~ ap €080+ -5 = sin“0 57~ ap 0890 + 5 = sin“90
v _ny, x v_ny g, X
B2 AB = A2 v B2 AB'O+A2_1

2 2 2

y X _ y xX° . .
(E_X) =0 st = 1- rovnica elipsy

y= =+ %x ¢o je rovnica priamky. V pripade a) plati kladna smernica y = %x.
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d)
x_ =100 units - m : | o
NX_O. rad/s 3 O
¥, = 100 units - m: “ -
Ny=©0.5fﬂ(l.‘s !’O
stag = o
Obrazok: 2.5 Skladanie kmitov Obrazok: 2.6 Skladanie kmitov
elipsa sklonend dol'ava elipsa sklonené doprava
§ =135°, § =225° 6= 45" § =315°
Elipsu mam uréent § = % + k%, kdek =1,2,3 ..
X- Oscillation  X- Oscilation
xm =100 units X" 100 units
0 -
h)x =05radis w_=0.5rads
V. O
Y- Oscillation ——— r Y- Oscillation
y.= 100 units y, =100 units
0 v
wy= 0.5rad’s w =05rads
y! g
RNy —
a=90° LRt
: ..
LT ’—
Start .mn
o 0
Obrazok: 2.7 Skladanie kmitov Obrazok: 2.8 Skladanie kmitov
Kruznica priamku so zapornou smernicou
2 e) 2 f) 2 2
2 2y X2 2 g 2T a X
52 B cos 90 + 2z = sin 90 57 B + Z= 0
2 2
2y o — | (z _ 5) _
7 a0t @=1 preA=B 5~ 2)|70
y2 XZ ’ , s , o B
mta=1 V pripade d) plati zaporna smernicay = — it

s =90° § = 270°
Elipsu mam uréent § = %+ k%,kdek =1,2,3..

Poznamka: Vyuzite moznost’ uréit hodnoty uhlov napriklad na http://matematika-online-
a.kvalitne.cz/kalkulacka-online.htm.
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Priestorové zobrazenie mozno najst’ na: http:/ngsir.netfirms.com/englishhtm/Lissajous.htm.

fii= 4 Hx w-initial phase = 90 deg H-AMp
fy =15 Hz y-initial phase = 0 deg y-ArT Stop
Zoom < > [ Front

Obrazok: 2.9: Lissajousove krivky v 3 D animacii
http://ngsir.netfirms.com/englishhtm/Lissajous.htm

Kontrolné otazky

Viete objasnit, kedy linearna rovnica nema rieSenie?

Objasnite pojem diskriminant a kde ho vyuZivame. ZapiSte kvantitativne jeho vyjadrenie.
Napiste aké vzt'ahy platia pre koeficienty a korene normovanej kvadratickej rovnice.

A w e

Objasnite postup pri rieSeni linearnej rovnice ak rovnica obsahuje jeden ¢len s absolUtnou
hodnotou.

5. Objasnite postup pri rieSeni linearnej rovnice ak rovnica obsahuje viac ako jeden Clen
s absolutnou hodnotou.

6. Ako rieSime kvadratické nerovnosti?
7. Ak rieSime iracionalnu rovnicu, aki Upravu je vhodné urobit’ najskor?

8. Ak mame racionalnu funkciu v tvare podielu dvoch linearnych polynémov, ako
postupujeme pri ur¢ovani, kedy je zlomok kladny a kedy zaporny?

9. Ak mame racionalnu funkciu v tvare podielu dvoch polynémov: v ¢itateli polyném

nultého stupna, v menovateli kvadraticky polynom s realnymi korefimi. Ako postupujeme
pri urovani, kedy je zlomok kladny a kedy zaporny?

10. Vymenujte desat’ identickych vztahov, s ktorymi pracujeme pri upravach vyrazov
arovnic (tab. 2.1 a tab. 2.2).
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4
& pPDDA:

Uloha 1: Pre ktoré hodnoty parametra p ma rovnica: 9x*- 6px + 9p = 0 jediny korefi?

Uloha 2: Uréte &islo atak, aby rovnica x? — 2(1+3a)x + 7(3 + 2a) = 0 mala dvojnasobny
koren?

Uloha 3: Rieste rovnicu: X +1=+/5x +1.

Uloha 4: Rieste rovnicu: log(x® +1) — log 7- log x = log(x +1) — log 6.
Uloha 5: Rieste rovnicu: 10.2*- 4*=16.

Uloha 6: Rieste rovnicu: 5%—7—35.5%+ 35, 7 = 0.

3-2x +8> 5X2+ 2_ x a vysledok zobrazte na ¢iselnej osi.

Uloha 7: Rieste nerovnicu:
Uloha 8: Ktoré x vyhovuja nerovnici: (x —3)(x —7) < 5(x —3).

Uloha 9: Uréte vietky realne &isla x, ktoré vyhovuji nerovniciam: a) 1<| x + 2|< 3,
b) 3x - 1<| x |< 3x + 3.
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Kapitola 3
POLYNOMY AALGEBRICKE ROVNICE

Ucebné ciele:

e Zvladnut operacie s Upravou vyrazov, polynémami a algebrickymi rovnicami;
e Vediet ur¢it’ jednoduché a viacnasobné korene algebrickych rovnic;
o Naudit’ sa hl'adat’ korene pomocou Hornerovej schémy a WZ grapheru.

KIliacové slova: polyndom, algebricka rovnica, koren algebrickej rovnice, koretiovy

Cinitel’.

Pozadované vedomosti: znalost' stredoskolskej matematiky z oblasti rovnic a delenie
polynému polynémom.

3.1 Uvod do polynémov

Uvodom za¢neme s definiciou binomického jednoclenu tvaru apx".

Definicia 3.1 — Binomicky jednoclen
Vyraz tvaru apx", kde X je premennd, ao je konstanta a n je celé nezaporné ¢islo,
nazyvame jednoclen (binomicky).

Ako priklad mozno uviest’ jednocleny nasledovné vyrazy:

1. 2%
2. -5x
3. (32)X

Definicia 3.2 — Binomicky dvoj¢len

Pod binomickym dvoj¢lenom rozumieme sucet dvoch binomickych jednoclenov; pod
binomickym trojclenom sucet troch jednoclenov; pod polynémom budeme rozumiet
sucet 'ubovolného poctu jednoclenov:

Definicia 3.3 — Polynom
Nech n je nezaporné celé Cislo a ap, ai, @y, ..., @, nech st komplexné ¢isla. Funkcia f
definovana na mnoZine K vsetkych komplexnych ¢isiel rovnicou

Pa(X)=f(X) = apX" + aixX* + ... + ap.1X + a, (3.1)

sa nazyva polyném. Cisla ag, a, @y, ..., @, sa nazyvaju koeficienty polynomu Pn(x) = f(x)
a nurcuje stupen polynomu, ak ag = 0.
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e
Poznémka:

1. Z dévodov zjednoduSenia namiesto toho, aby sme hovorili ,,je dany polyndm f, ktory ¢&islu
X priradi &islo f(X) = aoX” + a;x™™ + ... + an.1x + a, “ hovorime kratko vyraz apx" + a;x™* +
... + an.1X + a, nazyvame polyndmom n-tého stupnia a oznacujeme Pp(X).

2. Ak n =0, mame nenulovy konstantny polynom, ktory kazdému ¢islu x e K priradi to isté
Cisloag # 0, jeho stupen je teda O.

3. Ak ap = a; = a, = ... = a, = 0, hovorime o0 nulovom polynéme (t.j. funkciu, ktora pre
kazdé x e K nadobuda hodnotu 0. Nulovému polynému nepristidime Ziaden stupen.

Na stranke http://www.analyzemath.com/polynomials/polynomials.htm je dostupny
interaktivny aplet pre lepSie porozumenie vyznamu koeficientov polynomu a stupia
polynébmu, kde najdete itest na overenie si svojich vedomosti. Precviéme si linearny
a kvadraticky ¢len v podobe funkcie, s ktorou ste sa stretli na strednej Skole.

*z Otézka 1: Urtite, ktory z grafov a) — d) na obr. 3.1 odpovedé grafu funkcie f(x) = x-1.

Obréazok 3.1: K otdzke 1 - grafy funkcii

V pripade potreby a presvedCenia sa o spravnosti svojej odpovede, odpoved’ néjdete
nastavenim si hodnot koeficientov na simuldcii ,,Equation grafer* vol'ne pristupnej na www
http://phet.colorado.edu/sims/equation-grapher/equation-grapher_en.html, (obr. 3.2), kde i
najdete mnozstvo d’alSich zaujimavych simulacii a podnetnych myslienok.

B Ay | http: /fphet colorado .edu/fen/simulationfequation-grapher o | 28~
Al |€)- ¥ |jaHledat - MNajit Soubor - Sluzby (9) - @ Web Security Guard -
1 Grapher - Grap.

Interact Simulations

Universr po at Bourper

Home Equation Grapher
# Simulations L bt i : al
. - c earn about graphing polynomials.
New Sims / | a The shape ofthe curve changes as
Physics / | = the constants are adjusted. Wiew
) i ‘ | the curves for the individual terms
Biology s b o BB e y=hx)to see how they add to
Chemistry generate the polynomial curve
Earth Science
Math
r Tools FRET is supparted by
Applications @ wireless generation®
Cutting Edge Research 1 and educators like you
Download | 355 kB Run Now! haniel

Obrazok 3.2: Vstupna stranka interaktivnych simulacii University of Colorado at Boulder
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Pre zaujemcov moéze byt uzitocnou i d’alSia zaujimava stranka WIMS (WWW Interactive
Multipurpose Server): http://wims.unice.fr/, konkrétne z nej pre rieSent problematiku:
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?session=8HA210CA4F.2&+lang=en&+module=tool%2F
analysis%2Ffunction.en.

Citatel’ na zopakovanie si stredo§kolskych znalosti moze vyuzit www stranku na adrese:
http://www.analyzemath.com/PolyGraphTest/PolyGraphTest.html

*z Otéazka 2 : Prirad’ spravny graf funkciam: a) f(x) = xX*+2x — 3, b)f(x)= x* — 3na
obrazkoch 3.3a3.4.

)

RN AN
.

Obréazok 3.3: K Glohe, ktory z grafov prinalezi funkcii x* + 2x — 3

RN Nt

P

7

Obréazok 3.4: K Ulohe, ktory z grafov prinalezi funkcii x> — 3

Nech f(x) a g(x) st dva polyndmy a nech pre kazdé x e K je

f(x) = apX” + a;X" + ... + apaX + ay (3.2)
g(x) = box" + bix™ + .. + bpax + by (33)
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Definicia 3.4 — Rovnost’ dvoch polynémov
Polynomy f(x) a g(x) ur¢ené vztahmi (3.2) a (3.3) sa rovnaju vtedy a len vtedy, ak pre
kazdé x e K plati t.].

aX” + arX" + ..+ apgX + a,= bpx" + bx" 1+ ... + b,4x + b, ateda
(a0-bg) X" + (a1 - b)) X" + ... + (@,- b)) =0

tj. platiap-bp=0,a;-b; =0, ...,a,-bp, =0
— ap= bo, a, = b1, very an = bn. (34)

'z Otazka 3: Pre aké hodnoty koeficientov ay a,,as sa rovnaju polynémy f(x) a g(x)?
f(X) = =3+ 4x°+x =5 ag(x) = apX’ + 4x* +a,x +ag

Odpoved: ag=-1,a,=1, az=-5.

T
Poznémka:

Kvéli zjednodusSeniu formulacie sme napisali obidva polynomy f(x) a g(x) uréené vztahmi
(3.2) a (3.3) vtakom tvare, Ze v obidvoch vystupuju rovnaké mocniny x”, x"*...., x, 1. To
mozeme dosiahnut’ vzdy tym, ze k jednému z vyrazov na pravych strandch rovnosti (3.2),
(3.3) pripiseme vhodne zvoleny vyraz tvaru 0.X"* + 0.X*2 + ... + 0.x".

Veta 3.1: Dva polyndmy f(x) a g(x) urcené predpismi (3.2) a (3.3) su totozné, (..
nadobudaju tie isté hodnoty pre kazdé komplexné ¢islo X) vtedy a len vtedy, ak a; = b; pre
kazdé i=0,1,2,..,n.

Moznost’ delenia dvoch polyndémov je zalozené na nasledujucej vete:

Veta 3.2: Nech f a g su dva polynomy stuptiov m, resp. n. Nech je m>n. Potom existujd
také jednoznaéne uréené polynémy q(x) a r(x), Ze plati:

a) f(x) = g(x)q(x) + r(x) pre kazdé x € K, (3.5)

b) r(x) je bud’ nulovy polyném, alebo polyném stupiia mensieho ako n.

Poznémka:

1. Veta 3.2 hovori, ze kazdy polyném je jednoznacne urceny svojimi koeficientmi. To
znamena, ze¢ sa nemoze stat’, aby dva polynomy fa g, ktoré maja v (3.2) a (3.3) rozne
koeficienty, mohli byt’ totoznymi funkciami.

2. Mozno ukazat, ze:
a) Sucet (rozdiel) dvoch polynémov stupiiov n, m je polyndom stupnia S <max { m,n }
b) Stcin dvoch polyndémov stupiov n, m je polyném stupna n + m.
¢) Podiel dvoch polynémov nemusi byt polynom.
3. Vety budeme uvadzat' bez dokazov. Citatel’ ma moznost’ dokazy nastudovat’ v pripade
zaujmu vo vybranych odbornych publikaciach, ako napr. Ivan J.: Matematika 1, .....
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Definicia 3.5 — Podiel polynomov
Ak plati vzt'ah (3.5): f(x) = g(x)q(x) + r(x) pre kazdé x e K, potom polyném q(x) sa
nazyva ¢iasto¢ny podiel polynomov f a g a polyndm r(x) sa nazyva zvysok.

Ak r(x) je nulovy polyném, hovorime, Ze polynom f(x) je delitel'ny polynomom g(x),
alebo Ze polyndém g(x) deli polynom f(x) (bezo zvysku).

Delenia polynému polynémom

%z Otazka 4:
Je polyném P,(xX) = x—1 zvyskom po deleni polynému f(x) = 4x* - x>+ 2x + 4 polynémom
g(x) = 2x2 —x? Ak nie, urgite zvysok po deleni.
Odpoved’: Pp(xX) =x—1 nie je zvySkom. ZvySok: r(x) =4 +9 x /4 .

Dva polyndmy delime podla zndmej schémy, ktorti pozndme zo strednej Skoly. Zopakujeme
si to na nasledujdcich dvoch prikladoch:

Priklad 3.1:

Nech f(x) = x* — 2x* + x — 1, g(x) = x> —3x + 2. Potom pocitame podiel f(x)/ g(x):
RieSenie:

0 —2+x-1): (®-3x+2)=x+1

(% 3% + 2x)

X — x— 1
-(X* = 3x+2)
2X —3

Postup spociva teda v tom, Ze vydelime prvy ¢len polynomu f(x) S prvym ¢lenom polynému
g(x), t.j. X*/x* = x a s tymto ¢lenom vynasobime polynom g(x) a zmenime znamienka! Postup
opakujeme. Vidime, Ze v tomto priklade je teda gq(x) =x+ 1ar(x) = 2x - 3.
Preto m6zeme napisat’:
¢ =22 +x-1) = (6 - 3x+2).(x + 1) + (2x — 3),

f(x) = gx) . a(x) + r(x).
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Priklad 3.2: Vydel'te mnoho¢leny: (3x® —2x* +1):(2x* + x +1)
RieSenie:
(3x® —2x* +1): (2x* + x +1) :Ex—z+£)2(+—11
2 4 42x°+x+1
_a o3y 3,y
2 2
T3y
2
7 , 7 7
— X2 F—X+—
2 4 4
1 11
4 4
«.?,,-.'H_},.
& PDDA:

Ukazte delenim dvojclena:
a) a®+ b? dvojélenom (a + b), Ze plati rovnost: a*+b*> = (a + b)(a® — ab + b?)
b) a® —b? dvojélenom (a — b), Ze plati rovnost a® — b® = (a —b)(a® + ab + b?)

Priklad 3.3:

Nech f(x) = x* + 3x® + 2¥* - x + 5, g(X) = x> + 4x + 5. Vydelte polyném f(x)
polynémom g(x) .
RieSenie:
0P +3C+ 2% —x+5): (X +4x+5)=x* - x+1
-(x* + 4x3 + 5x%)
—x* -3¢ - x+5
-(-x® —4x% —5x)
X +4x +5
(¢ + 4x + 5)

V priklade 3.3 je teda q(x) = x* - x + 1 a r(x) = 0. Preto mdZeme napisat:
0P +3C+ 2% -x+5) = (X +4x+5).(x*-x+1)+0
f6) =96 . ax) + rK).
Zvlast dolezité bude pre nas delenie polynomu f(x) stupiia n>1 linearnym polynomom tvaru

X - o Podl'a Vety 3.2 a vzt'ahu (3.5) dostaneme: f(x) = (x - @) . q(X) + r(x), kde r(x) je
polynom stupiia nizSieho ako 1, teda konstanta r6zna od nuly, alebo nulovy polynom.
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Priklad 3.4:
Vydelte mnohotleny ( —3x* +2x° — x +6x—-3): (x+2).
Riesenie:

115

(x° =3x* +2x® = x* +6x—3) : (x+2) = x* =5x% +12x° —25x+56——2
X+

— (x> +2x%)
—5x* +2x* —x* +6x-3
—(-5x* -10x%)
12x® — x> +6x -3
—(12x% + 24x%)
—25x° +6x—3
—(-25x* —50x)
56x -3
—(56x+112)
-115

3.2 Algebrické rovnice a ich zapis v tvare korenovych ¢initel’ov

Definicia 3.6 — Algebricka rovnica

Vyrokovi formu agx” + a;x™* + ... + an1x + a, = 0, kde n je prirodzené &islo, ao, a1, az,
..., @n st komplexné ¢isla, ap # 0, definovani na mnozine komplexnych ¢isiel, nazyvame
algebrickou rovnicou n-tého stupna, t.j. zapisujeme P,(x)=0.

Koeficienty ao, ai, az,..., a, sa nazyvaju koeficienty algebrickej rovnice.

v
Poznémka:

1. Algebricki rovnicu agx" + aix™* + ... + ayax + a, = 0, budeme kratie zapisovat’ v tvare
Pn(x) =0.

Definicia 3.7 — RieSenie algebrickej rovnice
Riesenim alebo koreniom algebrickej rovnice Pn(x) = 0, resp.

X" + X"t + ...+ anxX +a, =0,
je kazdé také komplexné Cislo «, ktorého dosadenim do algebrickej rovnice
apx" + axX" + ..+ agax + a, = 0,

za X dostaneme pravdivy vyrok, t.j. také Cislo «, pre ktore plati
Pn(a) = 0.
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e
Poznémka:

1. Korefi (rieSenie) aX" + aix™* + ... + a,ux + a, = 0 nazyvame tieZ nulovym bodom
polyndmu Py(x).

2. Terminom ,rieSenie rovnice* ¢asto oznacujeme aj postup, ktorym korei (rieSenie) rovnice
ur¢ujeme. Riesit’ algebricka rovnicu, znamena najst’ vietky jej riesSenia.

%z Otazka5:

Vedeli by sme riesit’ algebrické rovnice vysSieho stupna ako dve na zaklade stredoSkolskych
znalosti? Cize bez akychkolvek novych znalosti &i tedrie, ak nepouZijeme vypoétovi
techniku.

Odpoved

Kladna odpoved’ zavisi to od typu rovnice. Napriklad pri rieSeni rovnice X' -x*-x3+1=0
mozno postupovat’ ,,sedliackym rozumom*:
RieSenie:
1. krok: Zvazime, Ze niektoré ¢leny v rovnice chybaju a skusime ju vhodne upravit’:
X -x*-x3+1=0
(¢ -1)-(3-1)=0
C-1)(x*-1)=0
2. krok: Uvedomime si dve skuto&nosti pri sigine &nitelov: (x*— 1)(x*=1) = 0
a) hodnota polynému (x> - 1) v bode 1 je rovna nule, takZe vieme predelit’ polynom x° — 1
polyndmom x — 1:

(C=1): (x=1) =x* + x+1

X3 - x?

_-_+—

x> -1

X2 — X

-+

x=1
x-1

-

0 — (®=1)=(x=1) (X*+x+1)

Vidime, Ze jeden koren je teda o = 1 a d’alSie dva korene ay 3 ndjdeme rieSenim kvadratickej
rovnice: X+ x+1= 0, ktoré je:

e fid 1273 1543
S22 2
a) Upravme vyraz (x*— 1) = (x%)%=1%= (x*-1)(x* +1) = 0
a pokrac¢ujme vo vyuziti znamych vzt'ahov:
(x-1) (x +1)(x* +1) = 0
Z poslednej rovnice vidime, ze as= 1, as=-1a

_0++-4  +20

104 =+
o1 2 2

20%!
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Krok 3: Analyzujme ziskany vysledok:
Na zéklade znamych vztahov zo strednej Skoly sme nasli sedem korefiov zadanej algebricke;j
rovnice.

Poznémka:

Uvedeny postup, aplikovany pri priklade x” - x*- x* + 1= 0, moZno zvézit pri vhodnych
algebrickych rovniciach. AvSak vZdy s nim nevysta¢ime.

V nasledujlicej Casti sa budeme zaoberat’ rieSenim algebrickej rovnice, vzgjomnym vzt'ahom
rovnice P,(X) = 0, korena a tejto rovnice a polynomom 1. stupna tvaru (X-«). TaktieZ najdeme
odpoved” na otazky: Kedy ma rovnica P,(X) = 0 rieSenie? Ako najdeme korene rovnice
Pn(X) = 0 a kol’ko ich je?

Veta 3.3:
Cislo o je koreniom algebrickej rovnice Py(X) = 0 vtedy a len vtedy, ak polyném
X-a deli polyndm P,(x) bez zvysku, t.j. ak plati: Py(x) = (X-@).Pn-1(X).

v
Poznémka:

Predchadzajuca veta hovori, Ze ak ¢islo a je korefiom polynému P,(Xx), potom sa tento
polyném da napisat’ v tvare P,(X) = (X-@).Pn-1(X). Tento vysledok mozno zovSeobecnit’:

Definicia 3.8 — Korenovy ¢initel’
Ak cislo «a je korenom algebrickej rovnice P,(x) = 0, potom polyndém 1. stupna tvaru
(x-@) nazyvame Kkorefiovym ¢initePom polyndmu Pp(X).

Doélezitou vetou, ktord mnohokrat budeme vyuzivat, je veta o rozklade algebrickej rovnice na
korefiovych ¢&initelov. VSimnime si, ze koeficient ag pri najvyssej mocnine X" vystupuje aj
v rozklade vo vztahu (3.6). Nakol'ko sa ¢asto pocitaji priklady, kde ag =1, potom v pripade
ak ag# 1 sa na tento koeficient v rozklade zabudne.

Veta 3.4:

Ak algebricka rovnica apx” + a;x™* + ... + anax + a, = 0 (resp. Pn(x) =0) mé prave n
roznych korefiov a1, @,05, ..., &n,),potom ju mozno napisat v tvare korenovych
¢initel'ov:

Pn(X) = ao.(X-1).(X-).(X-3). ... . (X-an) (3.6).
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Veta 3.5: Algebrické rovnica Pn(x) =0, n> 1 mé najviac n ré6znych korenov.
Bezprostrednym doésledkom tejto vety je:

Veta 3.6:
1. Algebricka rovnica Pn(x) = 0 ma viac nez n réznych korenov vtedy a len vtedy, ak je
Pn(x) nulovy polyném.

2. Ak polyndmy Pp(x) a Qn(X) stupiia n>1 maju rovnaké hodnoty vo viac ako n réznych
bodoch, potom tieto polynémy maju rovnaké koeficienty,

t.j. Pn(X) = Qn(X).

V predchadzajucich Uvahach sme vzdy predpokladali, Ze dana algebricka rovnica Pn(x) = 0
korent skutocne ma. Nevieme vSak zatial, ¢i kazda algebrickd rovnica ma aspon jeden koren.
Tieto obavy rozptyli nasledujlca délezZita veta.

Veta 3.7: Fundamentalna veta algebry

Kazda algebricka rovnica stupna n>1 ma v mnozine komplexnych ¢isel aspon jeden
koren.

Iné znenie tejto vety mozno formulovat’

Kazda algebricka rovnica Pp(x) = 0 stupna n ma v mnozine komplexnych ¢isel prave
n Korenov.

Vo Vete 3.4 sme predpokladali, Ze algebricka rovnica Py(x) = 0 ma n réznych korenov o, o,
a3, ..., oy Teraz sa budeme zaoberat’ pripadom, ked’ algebricka rovnica Pn(x) = 0 ma prvych
k koreniov rovnakych a zvySnych n-k navzajom roznych,t.j. s = oo = a3 = ... = ok, Gk+1,
o, €0 mozno vyjadrit’:

Pr(X) = ao.(X-c1).(X-2).(X-53). ... . (X-an)= @o.(X-1).(X-a).(X-)...(X- 1) . (X- +1)... (X-a) =
= ap.(x-0)*.(X- s 1) ... . (X-ctn).

Tymto sa dostdvame k pojmu nasobnost’ korena algebrickej rovnice.

Definicia 3.9 — k-nasobny koreii

Cislo o sa nazyva k-nasobny korei algebrickej rovnice Pn(x) = 0 ak plati:
1) Pu(@) =0,
2) Pa(X) = (x-@)".Pni(x), pri¢om Pny(a) #0.

Ak k =1 namiesto jednonasobny koren hovorime jednoduchy. Koren, ktory nie je
jednoduchy, sa nazyva viacnasobny (v naSom pripade k-nasobny).

Na zéklade Vety 3.4 a predchadzajicej definicie mdzeme vyslovit’ dolezitu vetu:

Veta 3.8:

Nech v8etky rozne korene algebrickej rovnice Pn(x) = 0 sU a1, a, as, ..., a. Nech pre
1=1,2,..,r ¢ je ki-nasobny koren. Potom plati:
ki+ko+..+k=n

Pa(¥) = ap(x—a, )* (x—ar, ). (x —, )" (3.7)
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Definicia 3.10 — Rozklad na korenovych ¢initel'ov pri k-nasobnych Kkoreri
Sucin na pravej strane rovnice (3.7) t.j. Pn(X) = ap (X -a, )kl (X -a, )kz (X —-a, )k’ sa
nazyva rozklad polynému Pp(x) na korenovych ¢initel'ov.

Poznémka:

Je zvykom povazovat’ k-nasobny koren za k korenov.

= Otéazka 6:
Na z&klade vysSie uvedeného rieSenia v predchadzajlcej otazke 2.6 viete napisat’ rovnicu
x" = x*= x*+ 1= 0 v tvare rozkladu na korefiové ¢initele? Kolko nasobnym korefiom je &islo
1? Kol'ko komplexnych korefiov mé algebrickd rovnica?

Odpoved

~1+i/3 ~1-iv3 ., _

——)(x-———)=0.

2 2
Cislo 1 je dvojnasobnym korefiom, &islo -1 je jednoduchym korefiom a algebricka rovnica ma
4 komplexné jednoduché korene. Pre kontrolu mozno spocitat: 2+1+4 = 7, ¢o odpoveda
stupiiu algebrickej rovnice n =7.
Na zéklade vysSie uvedenych skuto¢nosti mozno vyslovit' nasledujicu vetu:

(X = 1)*(x +1) (x = 1) (x + P)(x -

Veta 3.9:
Kazdéa algebrické rovnica Pp(x) = 0 stupiia n > 1 m& prave n korenov, ak k-nasobny koren
povazujeme za k korenov.

Priklad 3.5:

Napiste algebricku rovnicu v tvare su¢inu koreiovych ¢initel'ov, ktorej jednoduchymi
korenmi su ¢isla: -1, 2 a Cislo 3 je trojnasobnym korenom. Uréite, kol’ko komplexnych
koeficientov mé algebricka rovnica.

RieSenie:

(x + i) (x=2)(x-3)°= 0.

Po roznasobenim jednotlivych ¢initel'ov zistite, ze pat’ zo Siestich koeficientov je
komplexnych. Presvedcte sa o spravnosti vyroku!
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3.3 Algebrické rovnice s realnymi koeficientmi

V doterajSich Gvahach koeficienty polyndmu P.(x), a teda aj algebrickej rovnice Pn(x) = 0,
boli vo vSeobecnosti komplexné ¢isla. Teraz budeme predpokladat’, Ze koeficienty polynomu
Pn(x), a teda aj algebrickej rovnice P,(x) = 0, su realne cisla.

Nech komplexné ¢islo o = a + bi je korefiom algebrickej rovnice s redlnymi
koeficientmi stupiia n>1. Teda plati: Po(@) = agd + a1d™ + ... + apaa+ a,=0. Utvorme

k &islu Pp(@) komplexne zdruzené ¢islo P,(ar) . PretoZze Py(e) =0, je P(a) =0.

Na zaklade vlastnosti komplexne zdruzenych ¢isiel dostaneme:

0=P(a)=a,0"+a,a" ' +..+a, a+a, =a,a" + aa"™ + ..+ a,,a + a,=

=a,a"+ ala”’l + .+ a0+ a, = P(a),
v H —n n 4 7 4 w7 . - M
pretoze pre k = 1,2,.,n je a =a", apretoze a,su realne &isla, je a, = a,. Dostali sme

teda, ze P(a) = 0, ¢o znamena, ze komplexné Sisloar = a —bi je tiez korenom algebrickej
rovnice P,(X) = 0. Tym sme ukazali platnost’ nasledovnej vety:

Veta 3.10:
Nech P,(x) = 0 je algebricka rovnica stupnia n>1 s realnymi koeficientmi. Ak komplexné
Cislo @« = a + bi je jej korefiom, potom aj ¢islo komplexne zdruzené k ¢islu «, t.j.

komplexné ¢islo o = a - bi je jej koreniom.

f'"
Poznémka:

1. Da sa dokazat, ze ak « je k-nasobny koren algebrickej rovnice P,(X) = 0, potom gj
komplexne zdruzeny korent & je k-nasobny koreti tejto rovnice,

2. Z predchadzajucej Vety 3.10 vyplyva, ze pocet komplexnych korenov algebrickej rovnice
s realnymi koeficientmi je vzdy parny. Dosledkom tejto skuto€nosti je nasledujlica veta:

Veta 3.11:
Kazda algebrickd rovnica neparneho stupnia s realnymi koeficientmi ma aspon jeden
realny koren.

Dalej sa budeme zaoberat algebrickou rovnicou P,(X) = 0 stupfia n >1 sredlnymi
koeficientmi, ktorej rozklad polyndmu P,(X) na sucin korenovych ¢initelov je uréeny
vztahom (3.7):

Pa(x) = a (X~ al)kl(X_ 0‘2)/(2 (x-a,)

Korene o1, az,03, ..., & st vo vSeobecnosti komplexné ¢isla, niektoré z nich mézu byt redlne
¢isla. Podl'a Vety 3.10 ku kazdému komplexnému koreiiu

k

oy = ax + by existuje aj korefla_k = ax —byi , ato v rovnakej nasobnosti. Urobime stéin k nim
prisluchajtcich koreniovych ¢initel'ov:
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X — a)-(X — @)= [x - (a+bd)].[ x — (a —bii)] = [(x —ax) + bud].[(x —a) — byi] =
(x — a)? = (bid)? = x* —2ax + (a)* + (b)>

Dostali sme polyndm 2. stupiia s redlnymi koeficientmi. Tento polyndm sa uz neda rozlozit’
na sucin polynémov 1. stupna s redlnymi koeficientmi. Ak rovnaku Upravu urobime so
vSetkymi korefiovymi CiniteI'mi patriacimi k neredlnym koreiiom a koreniové Cinitele patriace
k redlnym korenom nechame bezo zmeny, dostaneme rozklad polynomu Pn(X) na sucin
polynémov 1. a 2. stupiia s realnymi koeficientmi, ¢o potvrdzuje veta:

Veta 3.12:
Kazdy polyndém sredlnymi koeficientmi P,(X) stupia n>1 sa da rozlozit na sucin
polynémov 1. a 2. stupiia s redlnymi koeficientmi.

i’"'"
Poznémka

Tvrdenie Vety 3.12 si mézeme ukazat na priklade uz vyrieSenej rovnice x'- x*-x*+1= 0,
Vv tvare koretiovych ¢Cinitel'ov. Sta¢i ked” si vynasobime Cinitele s komplexne zdruZenymi
korefimi a dostaneme sucin polynomov prvého a druhého stupna:

(x —1)%(x +1) (¢ + 1)(xX* +x+1) =0

Zaverom tejto Casti vyslovime vetu o racionalnych korenoch algebrickej rovnice
s celo¢iselnymi koeficientmi, ktora budeme Casto pouzivat’ pri hl'adani korenov.

Veta 3.13:
Nech aox” + a;x™* + ... + ap.1x + @, = 0 je algebricka rovnica stuptia n >1 s celo¢iselnymi
koeficientmi. Nech racionalne ¢islo @ = p/q , kde p a q st nesudelitelné Ccisla, je

koreiom tejto rovnice. Potom koeficient ap je delitelny ¢islom g a koeficient a, je
delitel'ny ¢islom p.

T
Poznémka:

Tvrdenie Vety 3.13 mozno dokazat. KedZe vSetky vety doteraz sme uviedli bez dékazov,
predkladame citatel'ovi, ktory ma zaujem aspon dokaz vety 3.13:

1. Podla predpokladu ¢islo o = g je koretiom algebrickej rovnice
aox" + apX™ + ... + ap.1X + a, = 0, to znamena, Ze musi platit’
P n P n1 p ;
(=) +a() +.+aa () +an=0tj
q q A

agp” + a1p™*q+ ... + an1pq™t + a, q"= 0 z Goho dostaneme:
1 2 1 _
p(ap™™ + a;p" g+ ... + anaq") = - anq".

Teda &islo a, " je delitelné &islom p, pretoZe vyraz v zatvorke je celé &islo. Ked'ze viak

podla predpokladu p a q su nesudelitel'né ¢isla, musi byt nutne koeficient a, delitel'ny
¢islom p.

50



Kapitola 3 Polynémy a algebrické rovnice
doc. RNDr. Miroslava Ozvoldova, CSc.

2. Podobne z rovnosti agp” = -q(a:p™™* + ... + an1pq™? + a, q") vyplyva, Ze
koeficient ag je delitelny ¢islom q.

Uvedené skuto¢nosti o racionalnych korenioch algebrickych rovnic s realnymi koeficientmi si
zosumarizujeme Vv nasledovnom postupe. Pri hl'adani racionalnych korefov algebrickej
rovnice s celoCiselnymi koeficientmi je postup nasledovny:

1. Najdeme vsetkych delitelov gy, Oy, ..., Qs Cisla ag (koeficient pri najvyssej mocnine).

2. Najdeme vsetkych delitel'ov py, pa, ..., P Cisla a,. (koeficient pri nultej mocnine, t.j.
absolutny cClen).

3. Ur¢ime mozné racionalne korene rovnice P,(X) = 0. Kazdé racionalne ¢islo o, ktore je

koreniom danej rovnice musi byt tvaru o = ¥ prenejakéi=1,2,.,tj.i=1,2, ..,5.
J
4. Dosadenim korena o do danej rovnice sa presved¢ime, ktory ztychto zlomkov je
skutocne jej korenom, tj. ¢i plati Pp(a) = 0. Tymto sposobom zistime vSetky
racionalne korene danej rovnice.

Priklad 3.6:

N@jdite potencialne racionalne korene algebrickej rovnice Ps(x) = 0 a overte, ktoré z nich
su korenmi algebrickej rovnice x> — X'+ 7% — 2+ 4x — 8=0.
RieSenie:

: o - Pi
Zo zadania rovnice vidime, Ze a,= -8, ag =1. Hl'addme korene v tvare a.= —— postupom:
J

1. Najdeme vSetkych delitelov p; ¢isla a, = —8: pi: {+1, -1, +2, -2, +4, —4, +8, -8},
2. Najdeme vsetkych delitel'ov q; ¢isla ag = 1: q;: {+1, —1},

3. Ur¢ime potencialne racionalne korene ai = pi/q;:{+1, —1, +2, —2, +4, —4, +8, —8},
4. Overime dosadenim postupne, pre ktoré mozné ai je splnené Ps(ai ) = O:

Ps(1) = 1°-5.1* +7.1° —2.1° +41 -8 = 1-5+7-2+4-8 = —1 # 0 — ¢&islo 1 nie je
korenom,

Ps(-1) = (-1)°> =5.(- —1)*+7.( -1)°-2.( -1)*+4.( -1) -8= -1-5-7-2-4-8= -27
—27 #0 — ¢islo —1 nie je korefiom,

Ps(2) = (2)° -5.1(2)* +7. (2)®-2. (2)° +4. (2) — 8 = 32—-80 +56-8 +8 —8= 0 — &islo 2
je koretiom,
Postupne by sme tymto sp6sobom ukazali, Ze:

Ps(—2) = —192 #0 — ¢islo —2 nie je korefiom,
Ps(4) #0 — ¢islo 4 nie je korefiom,

Ps(—4) # 0 — ¢islo —4 nie je korefiom,

Ps(—8) # 0 — ¢islo —8 nie je korefiom,

Ps(8) # 0 — ¢islo 8 nie je korefiom.

Presvedéte sa o spravnosti vlastnym vynoctom. Takze vvsledkom naSich viynoctov ie. Ze
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Priklad 3.6 — pokracovanie rieSenia

jedinym racionalnym koretiom je ¢islo 2. Je tento korenl jednoduchy, alebo viacnasobny?
Odpoved’ moézeme ziskat' viacerymi sposobmi. Ukazme si spdsob s vyuZitim vety 2.4
a definicie 2.8, t.j. delenim polynému

(° =5x* +7x° —2x* + 4x —8) : (x—2) bezo zvysku:

(0 =5x* +7x°—2x%+ 4x —8) : (x —2) =x* =3x*+ x* +4

-(x° —2x*)
—3xM+7x® —2x* +4x -8
- (=3x*+6 x°)
X3 —2x% +4x -8
- (¢ -2¢)
4x -8
- (4x -8)

0 — cislo 2 je minimalne jednoduchym korefiom.
O tom, & je dvojnasobnym korefiom sa presvedime, ak polynom x*—3x* + x* + 4
predelime opét’ polynémom (X —2) bezo zvysku:
0 =33+ +4): (x=2)=x - ¥ — x-2

- (¢ -2x)
- +x°+4
- (-x3 +2x%)
—X2+4
- (—x2 +2x)
-2Xx+4
-(—-2x+4)

0 — ¢islo 2 je minimélne dvojnasobnym koreiiom.
O tom, & je trojnasobnym korefiom sa presvedéime, ak polyném x° - x* - x-2 predelime
opat’ polynémom (X —2) bezo zvysku:

0C=x* = x=2):(x=2) =x*+x+1

-(X° -2x%)
X2 —X—2
(X —2x)
X—2
-(x -2)

0 — ¢islo 2 je minimalne trojnasobnym korenom.
O tom, ¢&i je $tvornasobnym korefiom sa presvedéime, ak polynom x*+x+1predelime opit
polyndmom (x —2) bezo zvysku:
G+ x+1):(x —2)=x+3
-(X® —2x)
3X + 1#0 — nie je Stvornasobny koren.
-(3x_-6)

7 # 0 ¢islo 2 nie je Stvornasobnym korenom, je len trojnasobnym korenom
rovnice. Ked’ze posledny zvysok po deleni bol polynom druhého stupiia (x> + x + 1),
mohli sme riesit’ kvadratickl rovnicu a dospiet’ hned’ ku vSetkym koreiom rovnice.
Ked'Ze diskriminant tejto rovnice D = -3, rovnica madm dva komplexne zdruzené
korene:

x12=[—1 % i (3)?]/2. Vidime, Ze sme nasli vietkych pit koretiov rovnice.
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3.4 Hornerova schéma

V predchadzajtcich Castiach sme sa zaoberali otazkou existencie a poc¢tu korenov algebricke;j
rovnice. Vlastnosti korenov algebrickej rovnice ndm v mnohych pripadoch umoznili najst’
nicktoré korene. Otazka najdenia vSetkych korefiov je vo vSeobecnosti vel'mi z10Zita.

Z prikladu 3.6 vidime, Ze vtomto pripade sme boli schopni najst’ niclen vSetky
racionalne korene, ale i dva komplexne zdruzené korene. Tento postup je jednoduchy, avSak
asovo naroény a zdihavy. TakZe bolo by Ziaduce vediet’ nejaky iny algoritmus.

Stcasné poznatky mozno sumarizovat’:

- Pozname vzorec, pomocou ktorého vieme najst’ korene kvadratickej rovnice.

- Vzorce pre korene kubickych rovnic existuju (Cardanove vzorce), rovnako ako aj pre
rovnice 4. stupna. Tieto si vSak ovel’a zlozitejSie a ich prakticka pouziteInost’ je vel'mi
mala, takZe ich neuvadzame.

- Podobné vzorce pre algebrické rovnice stupna n>5 neexistuju a je zndme, Ze sa ani
nedaju odvodit’.

- Na vypocet koreiov mozno pouzit i prostriedky informa¢nych komunikacnych
prostriedkov, ako je napriklad WZ grapher ainé interaktivne www stranky ako
napriklad http://wims.unice.fr/wims/en_home.html.

- Existuje algoritmus, zvany Hornerova schéma, na urovanie korenov algebrickych
rovnic a vypocitanie hodnoty polyndmu Pp(x) v cisle «, kde stupen n >1
jednoduch$im spbsobom, ako je dosadzovanim do rovnice.
http://dash.nazory.cz/data/horner Uka&Zeme si ju v nasledujucej Casti:

Hornerova schéma (Hornerov algoritmus) je nazov algoritmu pre efektivne vyhodnocovanie
polyndmov. Tento algoritmus bol pomenovany po britskom matematikovi Williamovi
Georgovi Hornerovi.

Hornerova schéma prezentuje delenie polynému f(x) = ax" + axx™ + ... + a,x + a,
linearnym polynomom (x —a). Bude ndm umoziovat’ jednoduchsim sposobom ur¢it’:

1. hodnotu polynému f(x) v 'ubovolnom ¢&isle ¢;

2. rozhodntt, ¢i dané ¢islo je, alebo nie je korenom algebrickej rovnice;
3. nasobnost’ korena;

4. delenie polynomu f(x) polynémom (x — a);

5. rozklad na sucin korenovych Cinitelov.

Priblizime si pouzitie Hornerovej schémy. Ozna¢me koeficienty polyndmu, ktory vznikne po
deleni polyndmom (x—a) ako b; . Ich sposob uréenia prezentuje tabulka 3.1.

Tabul'ka 3.1: Urcenie koeficientov pri Hornerovej schéme

Koeficienty | ap a, | ant an
/koretex | | |
a.bo a.bn-z a.bn-l
aog = bo b;=a; + a.by bna= anatabny | antabng =1(e)

Algoritmus Hornerovej schémy mozno vyjadrit’ skratene:
1. by =ag bi1= abg+ag
2. b =abg+a, i=1,2,...,n.

PouZitie Hornerovej schémy si objasnime na konkrétnych prikladoch.

53


http://wims.unice.fr/wims/en_home.html
http://dash.nazory.cz/data/horner

Kapitola 3 Polynémy a algebrické rovnice
doc. RNDr. Miroslava Ozvoldova, CSc.

Priklad 3.7:
Nech f(x) =1x3 —2x* + 7x -1. Vypoéitajte hodnotu polynému f(x) v &isle x = 4, t.j. f(4) = ?
RieSenie:

Podra vyssie uvedenej schémy hodnotu f(4) po¢itame pomocou tabul’ky pre o = 4:

Jo@=e. 0 1 2 3
I =0,.,n
a 1 -2 7 1
aai 1 4.1 41=4 42=8 4.15 = 60
bi 1 42=2 8+7 = 15 60-1 = 59
by by b, bs = f(4)

Hradana hodnota f(4) =59.

Postup si mozno ozrejmit’ aj graficky na nasledujidcom priklade:

Priklad 3.8:

Zistite hodnotu polynému f(x) = x>~ 7x —6 v ¢&isle a = 1.

Riesenie:

Podl'a vyssie uvedenej schémy uvedomime si hodnoty koeficientov a zapiSeme do tabulky
pre a = 1: Pozor, tie mocniny, ktoré nam chybaju ddme koeficient 0!

f(x) = 1x3+ 0x* — 7x —6. Postup prezentujme dvomi spdsobmi:

A) graficky, kde vyuZijeme obrézky z prezentacie spracované v projekte Studentom
Milanom Hlindkom, ¢im prezentujeme jednotlivé kroky Hornerovej schémy a operacie,
ktoré robime:

1. krok: ZapiSseme do tabulky koeficienty a koren o = 1:

1x3 —7x—6 =0

FPoz7or na chihajdci len!

—E-_““

-n-.
1 1

2. krok:
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3. krok:
1 1
4. krok:
I N T A
1 e———— 1
5. krok:
o | o & 5]
6. krok:
. | 1 @ o H s
1 #1 'E
7. krok:
*_ﬂ
8. krok:
*
9. krok:

B N T

V poslednom okienku nam vyslo ¢islo -12, ktore udéva f(1) = -12.

B) skratenou tabul’kou:

a 1 0 -7 -6
a 1 1.1+0=1 11-7=-6 1.(-6) + (-6) = -12
bo by by b= (1) = -12
ao = bo bi=a bota; | by=a bi+a, | bz=a b+ az="f(a)
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Priklad 3.9:

Napiste rozklad algebrickej rovnice Pn(x) = 0 na korefiovych Cinitel'ov:
a) v obore realnych &isiel, b) v obore komplexnych &isiel, kde Pn(x) = x°+ 2 x*- 9 x°-
4x° + 30 x -36.

Riesenie:
Podl’a vety o racionalnych korenoch potencialnymi koreiimi algebrickej rovnice Pp(X) = 0

su Cisla a; = B, kde p a q st nesudelitel'né ¢isla také, Zze:
q

1. pla,=p/(-36), t.j. p je delitel'om ¢isla 36:
[1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,9, -9, 12, -12, 18, -18, 36, -36 ]

2: glap =q/1: [1,-1]

3. TakZe mnoZina moznych korenov a je:
[ai]zg [1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6, 6,9, -9, 12, -12, 18, -18, 36, -36 ],

ktoré overime Hornerovou schémou:

Koeficient
dp= 1 1= 2
Koren
51=Cl'.f)[)—ﬂ1 Z)::U.fh-ﬂ:

o EJD =D Z)4=0‘.f)3-ﬂ4 &(U)

o=1 1 3 -6 -10 20

[}
I
[ ]

(%)

o
I
]

(%]

o
Il
[ ]

(%)

-
1
A

— ¢islo 2 je
jednoduch¥
— -2 nieje

— 3 nie Je
koredi

— -3 e
korenl

-3 je korei
dvojndsobny

— 3 nieje
trojnasobny
koreri
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Priklad 3.9: - pokracovanie

V deleni polynému nemusime pokracovat’, pretoze polyném v predposlednom riadku nam
uz uréuje koeficienty kvadratickej rovnice x> —2x+2 = 0, ktora vieme riesit (X45 = *
1).Takze rozklad na korenové Cinitele je:

a) v obore R:
X® +2x* —9x® —4x? +30x—36 = (x— 2)(x* + 4x® = x* —6x+18)=

= (x—2)(x+3)(x* + x> —4x+6) = (x— 2)(x + 3)*(x* — 2x+ 2)

b) v obore K komplexnych ¢isiel:

x° +2x* —9x® —4x? +30x—36 = (x = 2)(x + 3)* (x —i)}(x +i)

Priklad 3.10:

Najdite rozklad polynému P4(x) = x* - 3x® + x* + 3x -2 na sa&in korefiovych initel'ov.
Riesenie:

Rozklad daného polynému najdeme tak, Ze najdeme najskor vSetky korene daného

polyndmu podla Vety 2.14 o racionalnych korenoch algebrickej rovnice (a teda aj
polyndmu) s celoc¢iselnymi koeficientmi. Ako korene prichadzaju do Gvahy ¢isla:

a ={1, -1, 2, -2}. Pomocou Hornerovej schémy zistime, ktoré z uvedenych cisel je
korenom a kol’konasobnym:

1 -3 1 3 -2
bi ao = by b]_ =« b0+a]_ bz = (Z.b]_"' ado b3 = (Z.bz"'ag b4 = Ol.b3+a4
oa=1 1 1.1-3=-2 1.(-2) +1=-1 1.(-1) +3=2 1.2-2=0 1 je korent
a=1 1 1.1+(-2)=-1 -1-1=-2 -2+2=0 1 je dvojnasobnym korefi
a=1 1 1-1=0 1.0-2 =240 1 nie je trojnasobnym koren
1 -1 -2 Pokracujeme s koeficientmi, kde je poslednd 0.
Kedze je to kvadraticka rovnica, vyrieSime ju!

Z tabul’ky vieme urc¢it’ rozklad polyndmu na koretiové staéiny. Treti riadok nam hovori:
Pa() = (X' = 3 +x° +3x = 2) = (x — 1).(1C - 2X° - 1x +2) =
Stvrty riadok tabul’ky nam urcuje:

Pax) = (x* = 33 +x2+3x —=2) = (x =1).(1 —2x* —1x +2) =
(x — 1). (x = 1) (1x*-1x -2) = (x — 1)% (x + 1).(x —2).

Pozndmka: Posledné dva korene: oz= -1 aaq = 2 sme urCili rieSenim kvadraticke;j
rovnice.
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Priklad 3.11:

N4jdite algebrickd rovnicu, ktora ma vSetky korene jednoduché a rovnaké ako rovnica:

X -2 —2x* +6x° — 7X*+8x — 4=0.

RieSenie:

Najprv najdeme vsetky potencidlne racionalne korene uvedenej rovnice. Je to algebricka

rovnica s celo¢iselnymi koeficientmi, mozné racionalne korene preto su: oo = +1, +2, +4.
Dalej rieSime pomocou Hornerovej schémy:

1)-2] -2 6 =7 8 -4
a=1]1|-1/|-3 3 -4 4 0 a =1 je korenom
_ 0 o1,2 = 1 je dvojndsobnym korenom
a=1111]-2] -2 |-640 o =1 nie je trojndsobnym korefiom
a=2112 [ 1 2 0 o3 = 2 je korenom
a=2|11]4 | 9 |2040 o3 = 2 je jednoduchym korefiom
a=-2110] 1 0 o4 = -2 je koretiom

Z posledného riadku vidime, Ze sa jedna o kvadraticky dvojélen: X+ 1= 0= a5 = i, 01 = -i.
Jednoduché korene hl'adanej rovnice teda budu:1, 2,-2, i, -i, a hl'adana rovnica bude mat’
tvar:

(x-1).(X-2).(x+2).(x-i).(x+i) = 0, t.j. X° -x* - 3* +3x* -4x + 4 =0 .

T
Poznémka:

Farebné oznacenie riadkov v Hornerovej schéme Prikladu 2.29 naznacuje, z ktorého riadku je
vyhodné overovat’ d’alsi vybrany koren.

Priklad 3.12:
Rieste algebrickd rovnicu x° — x* — 2x* + 4x* — 4 =0, ak viete, Ze jeden jej korei je Eislo
1+ i. NapiSte rozklad a) polyndmu P,(x) na suc¢in korenovych ¢initel'ov, b) polyndmu P,(x)
na sucin polynémov 1. a 2. stupna s realnymi koeficientmi.
RieSenie:
Oznaéme si Ps(X) = X° — x* — 2 + 4x* — 4. oz = 1+i je koreii algebrickej rovnice
s realnymi koeficientmi. Potom, podla Vety 3.10, je aj komplexne zdruzené ¢islo
oz =0y =1-i tiez korefiom tejto algebrickej rovnice. Potom polyném Ps(x) je delitelny
korenovymi ¢initelmi (X — 1 — i),(x — 1+i) a teda polyndm Ps(x) musi byt’ delitel'ny aj
sucinom korenovych ¢initelov:

(x —1-i).(x =1+ i) = (x-1)*— = (x-1)°+1 = (x*-2x+ 2) =

0 —x=23+4x% —4): (¥-2x+2)=x3+x -2x -2 =

— ( —2x"+ 2x%)

X =43 + 4x% -4
—x'— 23+ 2x9)
—2x0 + 2% —4
— (=2 + 4%° - 4x)
—2x°+ 4x— 4
— (-2 + 4x —4)
0
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Priklad 3.12: - pokracovanie rieSenia

Na zaklade vypodtu mozno zapisat’ Ps(x) = (x* —2x+ 2).( x> +x* — 2x — 2) = 0, takZe
sta&i riesit’ algebrick rovnicu s celo¢iselnymi koeficientmi x>+ x* — 2x — 2 = 0. Mozné
racionalne korene su o = {+ 1, +2}. PouZijeme Hornerovu schému:

1 1 -2 -2
a=1| 1 2 0 -2#0 o =1 nie je korennom
o=- 0 o= - 1 je jednoduchym koretiom
a=-11 1 | -1 |-1#£0 o= -1 nieje koreiiom
a=2| 1 2 |2#0 o= 2 nie je korenom
a=-2| 1 | -2 |2#0 o= -2 nie je korefiom

Ukony v poslednych dvoch riadkoch sme nemuseli robit, pretoze z tretieho riadku
tabul’ky vidime, Ze nAm ostal kvadraticky dvojélen X°+ 2, ktory vieme riesit: 3= i/2 .

Odpoved
a) Rozklad polyndmu Pn(x) na stéin korefiovych ¢initel'ov bude:
Pa(X) = (% —2x+ 2).(0C 3% —2x —=2) = (X2 =2x+ 2)( (x+1)(x— iv2).(x +i+/2).
b) Rozklad polynému Pn(x) na stéin polynémov 1. a 2. stupiia s redlnymi

koeficientmi mozno zapisat’: Pn(X) = (x> —2x+ 2)( (x+1)( x*+ 2).

Priklad 3.13:
Ak vieme, Ze korefimi algebrickej rovnice s redlnymi koeficientmi (AR) su ¢isla: 21,
1-2i - jednoduché korene, dvojnasobnymi su ¢isla 1, —1, ac¢isla 3, —3 su trojnasobné
korene AR. Napiste: a) algebrickd rovnicu v tvare sucinu korenovych ¢initel'ov,
b) aky je stupeit n AR,
c) aku hodnotu ma koeficient ao,
d) akd hodnotu ma koeficient a,.
RieSenie:
Rozklad polyndmu P(X) na sucin koreniovych ¢initel'ov je:
a) Po(X)= (x=2-i).(x=2 + i). (x=1—=2i). (x=1+2i). (x —1)*(x+1)* (x—=3).(x + 3)°
=0
b) Stupent AR n = 14;
¢) Koeficientag=1;
d) Koeficient a, ur¢ime, ak si napiSeme P(X) Vv tvare sucinu ¢initel'ov s realnymi
koeficientmi:

P() = {(x-2)* + 1H{(x—1)* —4i}(x=1)* (x + 1)* (x=3)°.(x +3)°=
(= 4x +5) (®—2x + 5) (x—1)% (x + 1)® (x—3)*(x + 3)°
a, =55.(-1)%1%( -3)°.(3)°= —25. (3)°= —18 225,
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Priklad 3.14:

Napiste algebrickd rovnicu 2x* + x* + x¥* + x —1 = 0.v tvare su¢in polynémov 1. a 2.
stupna s realnymi koeficientmi a v tvare sucinu koreniovych ¢initel'ov v obore K.:
Riesenie:

Oznaéme si P4(X) =2x*+ x3 + x* + x —1 = 0 je algebrické rovnica s celogiselnymi
koeficientmi. Hl'adame racionalne korene v tvare o = p/q, kde p/(-1) a g/2, teda: p = +1,
ag==*1,+2, =>a={+1, +1/2}. Pomocou Hornerovej schémy zistime, ktoré z ¢isiel
su korenmi:

o 2 1 1 1 -1

1 2 3 4 5 440 1 nie je korefiom

-1 2 -1 2 -1 0 -1 je jednoduchy koren
-1 2 -3 5 -6 #0
1/2 2 0 2 0 ”2 je koretlom

Ked'Ze o = -1 je koren, na zéklade treticho riadku schémy mozno pisat’:

Q) Pax)=(x+1).2- x*+2x — 1) = (x +1). (x=1/2).( (2x* +2) =
= 2(x + 1). (x —1/2). (x*+ 1), Go je rozklad v tvare si&in polynémov 1. a 2. stupiia
s realnymi koeficientmi;

1 : : : . )
b) P4(x) =2 (x+1). (x— 5 ).(x = 1).(x + 1), ¢o je rozklad v mnozine komplexnych ¢isiel

K.

Specialnym pripadom algebrickej rovnice je binomicka rovnica, rieSenie ktorej si ukazeme.

Definicia 3.11 - Binomicka rovnica

Rovnica ax"™+b = 0, kde a # 0, sa nazyva binomicka rovnica. Rovnicu moZno upravit na
tvar X" = —b/a , takze budeme uvazovat za zakladny tvar binomickej rovnice

X"=c, kde ¢ #0,
ktord ma n réznych korenov, ktoré vypocitame zo vztahu
p+2kr . . p+2kn
o, =1/|c|| cos +1.8In 3.7
=4d [ . : (37

kde p=0,akc>0 a¢@=m,ak c <0, i je imaginarna jednotka a za k dosadime postupne
¢isla0, 1,2, ..., n-1.

Priklad 3.15:

Najdite korene rovnice 2x*+ 8 = 0.

RieSenie:

Mame riesit rovnicu X*=— 4. Pretoze - 8 < 0, ¢ = m, Co Citatel’ l'ahko zisti, ak si ¢islo - 4

nakresli do systému xy. Podl'a vzt'ahu (3.7) uréime Styri korene prek=0,1,2a3:
2

a, :41/|—4|(cos%i'o'ﬂ+i.sin%): 1+i, a,= 24(cos#+i.sin%j =-1+i,

T+22% . . 5rx . 7+23r . . Irn )
=4/2| COS————— +1i.sihn— | = =1 —1 =4/2| COS————+1I.sin— |=1 — 1.
% ‘/_( 4 4 J 60 % ‘/_[ 4 4 j
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3.5 Vyuzitie interaktivnych simulécii na rieSenie algebrickych rovnic

V stcasnej informacnej spoloCnosti nie je mozné, nevyuzivat to Co nam informacné
technologie ponukaji. KedZze ich vyvoj je neustaly arychly, objavuje sa na internete
mnozstvo roznych produktov, ¢i uz ako ,,open source®, t.j. vol'ne pristupné zdroje, alebo za
uhradu. Je na zru€nosti Citatel'a, ktory si vyberie aako sa Snim nauéi pracovat. Je ale
doélezité, jednak aby sme sledovali tieto trendy, ale vzdy pri ich pouZziti mali logicke
uvazovanie.

Jednym z volne dostupnych programov je WZgrapher, ktory si mozno stiahnut' na:
http://www.stahuj.centrum.cz/podnikani_a_domacnost/vyukove programy/wzgrapher/
Tuto aplikaciu je mozno vyuzit’ na:
- kreslenie grafov funkcii v kartezianskej a polarnej suradnicovej sustave;
numerické a grafické rieSenie integralov a derivécii (aZz do piateho radu) funkcii;
- vypocet diferencialnych a integralnych rovnic;
pracu s tabul’kami.
Po stiahnuti a otvoreni programu postupujte (pozri obr. 3.5):
- kliknete policko funkcia f(x) na I'avej strane hore, resp. v hornej liste: graph a funkcia
(obr. 3.5b);
- vpiSete skimanu funkciu dolu do vol'ného priestoru, vSimnite si, aky je pozadovany
matematicky zapis, definujte intervaly pre funkciu (obr. 3.5¢) a kliknete na graph,
vpravo hore. Ziskate graf danej funkcie.

- Odcitate priesecniky s 0sou x — kliknutim na priesenik sa zobrazi hodnota korena
(obr. 3.6).

2= WZGrapher

Filz Edit Graph Caloulate Options Wiew  Zoom  Window  Help
o~ AT T
L e e e e ) R I
o ' E
o .
EE

075 — —

-
&

retidp

¥

-0.25 — —

Beo ot

- or “Graph® on the menu
© Br “f(x)=" button on the left toolbar,
* or mousegesture {right mousebuttan) to the right or left
T U Y ERRPS SRR EVSPRN EOSUN RN EESN SN RS sl
-10 7.5 5 2.5 o 2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5

Obrazok 3.5a: WZgrapher — otvorenie
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2 WZGrapher

L WZGrapher

File Edit RegEagl Calculate Options  Yiew  Zoom  Window  Help Filz
oo CirkF '\ | P on De 0 m
(fex Integral... ctrbl Jras | Displaed Range Vigvee Btz
noy Differential Equation... Strg+D "oy iR Tathe Right:  Draw the graph
el [l Totheleft  Cancel
a0 - — ¥ maxg Yertical Show/Close short guide
1:1 . 1:1 Fierame Axes Help
[ O Polar Functions: Argument Range o
a o SNl I R e @Deg
- L [ Save A Default ] tma ‘21:1 | ORad
— —
= Function y(x) for cartesian coordinates or i) for polar coordinates.
I+ Optionally multiple functions separated by semicala "
T+ 0.25
I é x*d 4 (x*2] -4
— 0 |
—
—
—
—
+ 035 1
1
v 4
L 08
-0.5

Obréazok 3.5b, ¢c: WZgrapher — postup zadania funkcie

Postup si uk&dZeme na konkrétnom rieSenom priklade:

Priklad 3.16:
Rieste graficky algebrick( rovnicu P4(x) = x* + x*- 4 = 0 pouzitim WZgrapheru.
B fia- a0 A7 |£
Jax E::3
o o
é’i 20 (7]
2 -
B ; 10
. 1
F |
= ! : i
- w=1.2T =
- | T w=o
1+
1 10
-20
73075 o +f|5x/\2 = -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 a 5]
Obrazok 3.6: Grafické riesenie rovnice x* + x*- 4 = 0 pouzitim WZgrapheru
Jeden koreni sme nasli pouzitim x = 1,27. Aky bude druhy koreni? Ur¢ite ho!
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%z Otazka 7:
Co vieme povedat’ na zéklade obr. 3.7 o rieseni algebrickej rovnice x* + x*/3 + 4 = 0?

Flle  Edit Graph Caloulate  Options Wiew  Zoom Window Haels
v -

=

|'

.
B e e s et e et e S —
i f ]

b

- f -

& [ \
= _ \\ , /

e o \ . . /"'

1

¥

- .
@:% o 1z

—

T
1
=

_z20 — -

Obrézok: 3.7: Grafické riesenie x* + x*/3 +4=0
Odpoved: V obore redlnych ¢isiel nema riesSenie.

Dalsie zdroje na rieSenie rovnic itatel’ ndjde na: http://wims.unice.fr, resp.
www.phet.colorado.edu.

Kontrolné otazky

1. Objasnite pojem ,,polyném stupiia n*. Co je to algebricka rovnica stupiia n?

2. Co nazyvame korefiom (resp. rieSenim) algebrickej rovnice Py(X) = 0?

3. Co nazyvame rozklad polynému na koretiovych &initefom? Zapiste ho pre vami zvoleny
pripad.

4. Co vieme povedat o vyraze P,(X), ak &islo o je koretiom algebrickej rovnice?

o

Objasnite, ¢o to znamena, ze Cislo a je k-nasobny koren algebrickej rovnice P,(x) = 0,
resp. polynomu Pn(x)? ZapiSte tento vyrok.

Co vyjadruje fundamentélna veta algebry? Vyslovte znenie fundamentalna veta algebry.
Aky je pocet korenov (rieSeni) algebrickej rovnice stupnian > 1?

Co je to rozklad polynému na stéin korefiovych ¢initelov?

© © N o

Aky je maximalny pocet komplexnych koretiov algebrickej rovnice piateho stupna
s realnymi koeficientmi?

10. Ako mozno rozlozit’ kazdy polynom s realnymi koeficientmi?

11. Aké racionalne a celoCiselné korene moze mat algebrickd rovnica S celoCiselnymi
koeficientmi? Vyslovte postup pri h'adani moznych korefioch AR.

12. Objasnite vyznam Hornerovej schémy. Mo6Zeme ju vyuzit' na urCovanie rozkladu na
korenové Cinitele? Vyslovte, ¢o vSetko je mozné pomocou nej urcit’.

13. Ma algebricka rovnica neparneho stupna s redlnymi koeficientmi aspofi jeden realny
koreni? Svoje tvrdenie zdovodnite.

14. Objasnite rozdiel medzi pojmami: polynom a algebricka rovnica.
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KAPITOLA 4
ZAKLADY VEKTOROVEJ ALGEBRY

Ucebné ciele:

o Naucit' sa pracovat’ s vektorovymi veli¢inami na z&klade pravidiel vektorovej
algebry platnej vo vektorovom priestore;

e Zvladnut apliké&ciu nadobudnutych poznatkov v podmienkach reélneho sveta;

e Naucit’ sa pracovat’ s vektorovymi rovnicami,

e Vediet objasnit’ rozdiel medzi skalarnym a vektorovym sta¢inom dvoch vektorov,
ich vyznam, ako vediet’ vypocitat’ zmieSany sicin medzi tromi vektormi.

Krlucové slova: Vektory, vektorovy priestor, operacie s vektormi: s¢itovanie, nasobenie
vektora skaldrom, skaldrny a vektorovy sucin dvoch vektorov, zmieSany sucin troch
vektorov.

Pozadované vedomosti: znalost’ stredoSkolskej matematiky z oblasti Upravy a rieSenia
rovnic.

Motivacia

rychlost lode vzhl'adom na vodu

rvchlost vody vzhladom na breh

- ) -

rychlost’ lode vzhladom na breh

Obréazok 4.1: Priklad vyuZitia vektorovej algebry

4.1 Fyzikalne vektorové veli¢iny

Realny svet okolo nds ndm ponuka Siroké spektrum velic¢in, napriklad technickych, ci
fyzikdlnych ainych. Na uréenie niektorych veliin postacuje jeden tidaj, kym na uréenie
inych veli¢in jeden udaj nestaci. Vo vSeobecnosti podl'a poctu udajov potrebnych na ich uplné
urcenie definujeme tri kategorie fyzikalnych veli¢in: skalarne, vektorové a tenzorové.

Definicia 4.1 - Skalarne veli¢iny

Veli¢iny, ktoré st jednozna¢ne urCené jedinou Ciselnou hodnotou nazyvame skalarne
veli¢iny (resp. skalary).

Ako priklad skalarnych fyzikalnych veli¢in mozno uviest’: teplota, tlak, hmotnost’, ¢as, ...
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Definicia 4.2 - Vektorové veli¢iny

Veli¢iny, ktoré charakterizujeme niclen ich velkostou, ale aj smerom a orientaciou
Vv priestore nazyvame vektorové veli¢iny (resp. vektory).

Ako priklad vektorovych fyzikalnych veli¢in mozno uviest' rychlost’, zrychlenie, silu,
intenzita elektrického pola,...

Potrebu vzniku vektorovej algebry si vynutil redlny Zivot a najma mechanika, ktora sa
zaoberala aj skladanim sil. V dennom Zivote néas obklopuje trojrozmerny priestor, ktorého
matematickou abstrakciou je Euklidovsky trojrozmerny priestor. Priestor, v ktorom pracujeme
s vektorovymi veli¢inami nazyvame vektorovy priestor. Aby sme si uvedomili, Ze pracujeme
s vektorovymi veli¢inami, vSetky fyzikalne vektorové veli¢iny oznaCujeme pismenom so
$ipkou nad pismenom: V,a, resp. tu¢nou kurzivou: v, a.!

Tretou kategdriou veliCin su také veliCiny, ktoré suvisia s roznymi vlastnostami vybranych
materidlov v réznych smeroch.

Definicia 4.3 - Tenzorové veli¢iny

Veli¢iny, ktoré st jednoznacne urcené v trojrozmernom priestore viac ako tromi udajmi
nazyvame tenzorové veli¢iny .

Ako priklad mozno uviest’ tenzor napétia, tenzor deformacie a iné. Materialy, vykazujuce
anizotropne vlastnosti (rézne vlastnosti v réznych smeroch) maju mnohoraké vyuZzitie
v redlnom Zivote: napr. v zapal'ovacoch, .... Popisovat’ ich budeme pomocou matic (typu 3x3),
ktorym sa budeme detailnejSie venovat’ v kapitole pat’.

V tejto Casti sa sustredime na vektorové veliCiny, pre ktoré si definujeme zakladné operacie,
ktoré vychadzaju zo skladania vektorov, teda orientovanych tiseciek, ktoré maju definovany
zaciatok a velkost (obr. 4.2).

/. T~

a A

Obrazok 4.2: Znazornovanie a oznac¢ovanie vektorov

Definicia 4.4 - Viazana vektorova veli¢ina

Viazana vektorova veli¢ina je taka vektorova fyzikalna veli¢ina, ktord je viazanad na
nejaky bod v priestore (pdsobisko), napr. sila posobiaca na deformovatelné teleso. Pri
zmene posobiska tejto sily sa zmenia aj G¢inky na dané teleso.

! Norma STN I1SO 31-0 uklada pisat’ vietky fyzikalne veli¢iny, napriklad vektor sily F -leZatym pismom —

kurzivou hrubo ( boldom), alebo s vektorom nad fyzikalnou veli¢inou napisanou kurzivou F .V texte budu
pouzivané obidva typy oznaceni vektorov.
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T
Poznémka:

Pripomenme si, Ze:

a) fyzikalne vektorové veli¢iny mozno, po vynechani rozmeru, charakterizovat c¢islom
udédvajucim ich velkost’, smer a orientaciu alebo ich zakreslit’ orientovanou tseckou;

b) vektorové fyzikalne veli¢iny delime na viazané, kizavé (alebo posuvné) a vol’né.

c) ako prvy s vektormi zacal pracovat holandsky fyzik Stein, ktory zndzorfioval sily
pomocou orientovanych tseciek.

Definicia 4.5 - Kizava vektorova veli¢ina

Vektorova fyzikalna veli¢ina posobiaca pozdiz nejakej priamky, ktord nema uréité pevné
posobisko sa nazyva klzava — napr. sila pésobiaca na absolutne tuhé teleso.

Definicia 4.6 - VoI’na vektorova veli¢ina

Vektorova veli€ina ktord nie je viazana na urcité pdsobisko sa nazyva vol’'na vektorova
veli¢ina — napr. moment dvojice sil pésobiacich na tuhé teleso.

S ohl'adom na redlny svet okolo nas vieme vytvorit’ dva matematické modely vektora:

1. Aritmeticky model vektora
— V trojrozmernom priestore uréeny trojicou ¢isiel v = (Vq, Vo, V3), resp. v n-rozmernom
priestore n-ticou cisel, ktoré nazyvame stradnicami vektora vo zvolenej suradnicovej
sustave X = (X1, X2, X3, <vveee. Xn-1, Xn)-

2. Geometricky model vektora
— V priestore graficky znazorneny orientovanou useckou — vektorom, ktory ma zaciatocny
bod a koncovy bod oznaéeny Sipkou — pozri obr. 4.2, kde bod O je zac¢iato¢ny bod a bod A

koncovy bod vektora F .

Definicia 4.7 - VePkost’ vektora
Velkost vektora (resp. absolutna hodnota vektora) je vZdy nezdporna hodnota, ktord

oznacujeme ‘F ‘ auréime ju ako vzdialenost' zaciatotného bodu so suradnicami
O = (Xo, Yo, Zo) @ koncoveho bodu vektora A = (Xa, Ya, Za) podla vztahu

d :\/(XA_XO)2+(yA_y0)2+(ZA_ZO)2 (4.1)

Definicia 4.8 - Smer vektora a rovnost’ vektorov

Pod smerom vektora rozumieme mnoZinu vsetkych priamok rovnobeznych s priamkou
»a‘, hovorime osmere a (obr. 4.3). Dva vektory povazujeme za rovnakeé (resp.
ekvivalentné), ak maju rovnaky smer a rovnakt velkost’ (st teda kolinearne), pretoZe sa
rovnobeznym posunutim jedného z nich daju stotoznit’.
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Obrazok 4.3: Smer vektora — rovnakeé vektory

T
Poznémka:

1. Je zrejmé, Ze smer je spolo¢nd vlastnost’ vSetkych navzdjom rovnobeznych priamok
a je jednoznacéne uréeny hociktorou z tychto priamok.

2. Orientovanou priamkou nazyvame mnoZinu vSetkych bodov na priamke
usporiadanych podl'a jedného z dvoch moznych usporiadani dvoch réznych bodov A a
B tejto priamky:
a) bod A je pred bodom O (piSeme A < O);
b) bod 0 je pred bodom A (piSeme O > A).

3. Orientovant Gse¢ku OA budeme nazyvat viazanym geometrickym vektorom (stru¢ne
viazanym vektorom), kde bod O je zaciato¢ny bod, v ktorom je pésobisko, a bod A je
koncovy bod vektora. Pri skimani vlastnosti tuhého telesa sa stretneme s viazanym
vektorom sily na priamku, ktorého pésobisko mozno posunut’ do 'ubovol'ného bodu
priamky.

4. Vektor a na obr. 4.3 nazyvame reprezentantom vol'ného vektora.

%o Otézka 1:
Mozno povazovat’ dva nesuhlasne orientované vektory rovnakej vel'kosti za rovnaké?

Odpoved’: Nie

Definicia 4.9 - Nulovy vektor
Pod nulovym viazanym vektorom rozumieme bod 0 ako orientovana usecka 00, ktorej

koncovy bod splyva so za¢iatoénym bodom a ozna¢ime ho O resp. 0. Je zrejmé, Ze nulovy
vektor neurcuje nijaky smer ani orientaciu.

Definicia 4.10 - Jednotkovy vektor
Jednotkovy vektor je taky vektor, ktorého vel'kost sa rovna jednej. V kartezianskej

suradnicovej stistave oznadujeme jednotkové vektory: i = (1, 0, 0) - vektor v smer osi X,
=10, 1, 0) — vektor v smer osi y a k= (0, 0,1) - vektor v smer osi z.
s Otazka 2:

Je vektor a=(1, 1, 1) jednotkovy vektor?

Odpoved’: Nie, lebo jeho velkost’ §| =12 +12 +12 =43 %1
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T
Poznémka:

1. Dizka nulového vektora je 0.

2. Ak dizka nenulového vektora @ je |é | a jednotkovy vektor s nim suhlasne rovnobezny je
dy, tak plati:

a :| §|éo , (resp. sa pouziva i zapis d=ad,) (4.2)

Z ¢oho upravou dostavame pre jednotkovy vektor vztah

=
[

a, = a= é

| resp. v tvare aoza (4.2a)

jsbl}
jsbl}

3. Vztah (4.2) nam vyjadruje, ze kazda fyzikalnu vektorova veli¢inu mozno zapisat' ako
sucin jej velkosti asmeru, urCenym jednotkovym vektorom. Casto sa stretneme so
zépisom vzt'ahu (4.2) v tvare

a=ad,,
najma v mechanike, napriklad pri ur¢eni vektora rychlosti V =| v |\70 , resp. vV =vv,, kde v
je velkost vektora V a V, je jednotkovy vektor.

Kontrolné otazky

Ako rozdel'ujeme veli€¢iny podl'a poctu tidajov potrebnych na ich presné urcenie?
Ako oznacCujeme vektory, resp. vektorové fyzikalne veli¢iny a ako ich vel'kosti?
Ako je definovany smer vektora?

Ako je urCena orientacia vektora?

o H w e

Co je absolutna hodnota vektora? Vyjadrite vSeobecnym matematickym vztahom
velkost’ vektora, uréeného bodmi OA, ked bod O lezi v zacéiatku suradnicového
systému a koncovy bod A lezZi: a) v rovine x z, b) v priestore so stradnicami (X, y, 2).

6. Povazujeme za rovnaké dva vektory, ktoré maji rovnakl velkost’ a rovnaky smer, ale
nemaju spolo¢ny zaciatocny bod ?

7. Vysvetlite pojem reprezentant vol'ného vektora.
8. Su dva ekvivalentné vektory rovnakeé vektory?
9. Objasnite pojem viazaného a vol'ného geometrického vektora.

10. Zapiste vektor pomocou jeho velkosti asmeru vektorovou rovnicou. Objasnite
vyznam jednotlivych veli¢in.

11. Ako je definovany jednotkovy a nulovy vektor?
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4.2 Vektorovy priestor

Fyzikalne vektorové veli¢iny popisuju realne objekty v redlnom svete okolo nés (3D). Prenik
vektorového poctu do prirodnych a technickych vied bol dany moznostou formulovat
mnozstvo fyzikalnych a technickych pojmov a vysledkov nezavisle na volbe suradnicove;j
sustavy. Preto pri rieSeni mnohych fyzikalnych a technickych dloh bolo a je vyhodné
pouzivat' vyjadrenie vektorov v tvare usporiadanych dvojic, alebo trojic, podla toho ¢i
skimame, resp. pracujeme s vektormi v rovine alebo v priestore. Matematika vSak
zovseobecnuje poznatky tohto sveta na n-rozmerny priestor. Ako sa pracuje v takomto
priestore a kedy vytvori vektorovy priestor, bude predmetom nasledovnych casti.

Definicia 4.11 - Operécie s aritmetickym vektorom

Definujme na mnoZine v3etkych usporiadanych n-tic realnych ¢isiel a = ( ay, az,...., an),
ktoré nazyvame aritmetickym modelom vektora, rovnost’, s€itanie a ndsobenie realnym
¢islom a takto:

1. rovnost’ a=Db
(al, [ , an) = (bj_, bz, ........ , bn), (43)

(al, aA,........ , an) + ( b1, bo,........ , bn) = (a1+ bl,a2+ Do ,dp + bn) (44)

aa =a(a, az,... ,an) = (oag, ody,.... , 0. ap) . (4.5)

Aritmetické vektory sa nachadzaju v aritmetickom priestore, ktory je definovany nasledovne:

Definicia 4.12 - Vektorovy aritmeticky priestor V,

Pod n-rozmernym aritmetickym vektorovym priestorom V, rozumieme priestor, ktorého
prvkami su vektory (t.j. mnoZina usporiadanych n-tic realnych c¢isiel), v ktorom je
definovana rovnost, s¢itanie anasobenie realnym c¢islom o vztahmi (4.3 az 4.5). To
znamen4, Ze V,, obsahuje:

- nulovy vektor:  0=(0,0,....... ,0).
- jednotkovy vektor, ktorého diZka sa rovna 1. Ako priklad jednotkovych vektorov

mozno uviest’ (1, 0,....... ,0), (0, 1,....... 0), e O, 0,....... 1).
- vektor opaény k vektoru a, t.j.—a ,kdea= -1
—a = — (ay az..... ,an) = (—a1, —az.. , —an). (4.6)

Poznémka:

Zo zapisu rovnosti, uréenych vztahmi 4.3 a 4.4 neskdr uvidime, Ze aritmeticky vektor v n-
rozmernom priestore moézeme teda nahradit’ maticou typu 1 x n, t.j. jednoriadkovou maticou
S n- stlpcami, resp. obratene — maticou typu n X 1 (n - riadkovou jedno stlpcovou maticou).
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TakZe k definovaniu operacii vo vektorovom priestore sme vyuzili znalosti s operaciami
S maticami: nasobenie matice ¢islom o r6znym od nuly ako i s¢itanie matic.

Pri zavadzani zakladnych operacii s vektormi sa vychadzalo zo vSeobecne znameho principu
skladania sil pomocou silového rovnobeznika a skladanie rychlosti, ktoré si blizSie
ozrejmime v geometrickom modeli vektora, t.j. v modeli orientovanej usecky:

Vztah (4.5) predstavuje sucet a rovnakych vektorov. Sucet pre dvojrozmerny priestor s o =3
ukazuje obr. 4.4. Vektor opacny k vektoru a pre dvojrozmerny priestor prezentuje obr. 4.5.

Obréazok 4.4: Sucet troch rovnakych vektorov ~ Obrazok 4.5: K pojmu vektor opaény

Definicia 4.13 — Sucet geometrickych vektorov

Suttom vektora @ svektorom b nazyvame vektor € (C=a+b), ktory je urceny
doplnenim na rovnobeznik (obr. 4.6).

Obrézok 4.6: K objasneniu konstrukcie suctu dvoch vektorov

Pre nazornejSie pochopenie si pozrite interaktivnu animéciu Waltera Fendta
(http://www.walter-fendt.de/ph14e/resultant.htm), ktoru pribliZzujd obrazky 4.7aa 4.7b

Resultant of Forces
(Addition of Vectors)

Resultant of Forces

Find out resultant Find out resultant

Obréazok 4.7: a) K objasneniu stétu dvoch vektorov b) doplnenie na rovnobeznik
— uhlopriecka je sucet vektorov (http://www.walter-fendt.de/phl4e/resultant.htm)
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Je zrejmé, Ze v obidvoch modeloch vektora platia pre kazdé a, b ac e V, zékony,
vyjadrujuce vlastnosti stuctu vektorov: komutativny a asociativny zékon, ktoré vyjadruji
vztahy:

Veta 4.1: Pre kazdé a, b a ¢ € V,plati komutativny a asociativny zakon:

=b+d k 0o m owst a

(é+5)+6:é+(5+6) a s o ofi

Komutativny a asociativny zakon hovori, Ze nezalezi na poradi, v akom vektory sCitame.
S¢itanie Styroch vektorov prezentuje obr. 4.8 z Fendtovej animécie http://www.walter-
fendt.de/phl4e/resultant.htm .

Find out resultant

Clear construction

Resultant of Forces
(Addition of Vectors)

Obrazok 4.8: Sucet Styroch vektorov

% Otazka 3:
Viete popisat’ konstrukciu saétu Styroch vektorov, ktorych vidite na obrazku 4.7?

Odcitanie vektorov sa zavadza ako inverzna operacia k s¢itaniu vektorov:

Definicia 4.14 — Od¢itanie vektorov

Odgitat vektor & od vektora b znamena néjst taky vektor X, pre ktory plati
d+xX=b

Vektor X sa nazyva rozdiel vektorov b a @ a oznatujesa X=b-a (4.7).

Z definicie 4.13 vyplyva nasledovna konstrukcia vektora X :
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Definicia 4.15 — Nésobenie vektora skalarom

Nech & je nenulovy vektor aa je realne ¢islo (skalér). Stginom &isla o a vektora &
rozumieme vektor, ktorého dizka sa rovna @@, ktory je sthlasne rovnobezny
(kolinearny) resp. (nesthlasne rovnobezny) s vektorom &, podra toho & o > 0 (a < 0).
Pre a = 0, alebo & —0 kladieme ad@=0. Hovorime o nasobeni vektora skalarom.

Pre sucin ¢isiel a vektorov plati asociativny a distributivny zakon:

Veta 4.2: Pre kazdé a, b ac € V, a pre l'ubovolné ¢isla a a £ plati pre nasobenie
asociativny a distributivny zakon:

a(pa) =(ap)a asociativnost
(a+pla=ad+pa distributivnosz’

a(ﬁ+5):aé’+a5

Casto sa v roznych situaciach stretdvame s pojmami linearna zavislost a nezavislost
vektorov a linearna kombinacia vektorov. Ich objasnenie podavaju nasledovné tri definicie.

Definicia 4.16 - Linearna nezavislost’ vektorov, baza Vn
Hovorime, ze mnozina vektorov 4&,d,,....a, (k >1) vektorového priestoru Vn je

linearne nezavisla, ak vektorovéa rovnica
o8, + a,d, + ...+ a8, =0 (4.8)
je splnena pre Cislaas = az = ....... =qx=0.

Mnozinu n - linearne nezavislych vektorov @ ,d,,....d, € Vn nazyvame bazou Vn. Ak

vektory bazy su navzajom kolmé, hovorime o ortogonalnej baze. Ak vektory, ktoré tvoria
bazu, s jednotkové a navzajom kolmé, baza sa nazyva ortonormalna.

Definicia 4.17 - Linedrna zavislost’ vektorov
Hovorime, Ze vektory &,,4d,,.....d, (k >1) vektorového priestoru VVn su linearne zavisle,

ak vektorova rovnica
o8 +a,d, +....+, 8, =0 (4.8)

je splnena pre c¢isla ay, ay, ....... , 0k, z ktorych aspon jedno ¢islo je rozne od nuly.

Definicia 4.18 - Linearna kombinacia vektorov
Hovorime, ze vektor & je linearnou kombinaciou vektorov 4&,4,,....d, (k >1), ak

vektorova rovnica

ad=ad +a,d, +...+ g (4.9
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Poznémka:

1. Z definicie linearnej zavislosti 4.17 vyplyva, Ze ak medzi vektormi je s -vektorov (s < k)
linearne zavislych, tak su vsetky vektory linearne zavislé.

2. Lubovol'ne vybrané vektory spomedzi linearne nezavislych vektorov su linearne nezévislé.

Veta 4.3: Pre vektoryd,,d,,....d, (k>1) platia nasledujuce vlastnosti:

1. su linearne zavislé, vtedy a len vtedy, ked niektory z nich je linearnou
kombinéaciou ostatnych vektorov,

2. Dva nenulové vektory su linearne zavislé, vtedy a len vtedy ak si rovnobezné
(kolinearne).

3. Tri nenulové vektory su linearne zavislé, vtedy a len vtedy ak leZia v rovine
(hovorime, Ze s komplanarne).

&

LCubovolné s$tyri vektory v trojrozmernom (3D) priestore su linedrne zavislé.

o

Kazdy vektor Vn mézeme jednoznacne vyjadrit’ ako kombinaciu bazy Vn.

Definicia 4.19 — Suradnice a zlozky vektora
Cisla oz, 0y ....... , ok VO vektorovej rovnici

a=ad +a,d, +...+ g (4.9)

sa nazyvaju stradnice vektora v baze vytvorenej vektormi &,,d,,.....d, (k>1), pricom ¢len
a,d, = &, nazyvame zlozkou vektora &.

Rozklad vektora v dvojrozmernom priestore V,, ktorého bazou st vektory i = (1, 0) - vektor
vsmer osi X a ] = (0, 1) — vektor v smer osi y, prezentuje obrazok 4.9. Citatel' si moze

interaktivne ~ vyskusat’  rozklad  Tubovolného  vektora ~na  www  stranke:
http://phet.colorado.edu/sims/vector-addition/vector-addition_en.html.

- [|R|| 100 | o843 | R,[ 1 | R 10 ]

—

=

X

Obrazok 4.9: Rozklad vektora do zloZiek a jeho stradnice
http://phet.colorado.edu/sims/vector-addition/vector-addition_en.html
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Srozkladom vektorov sa stretheme napriklad v mechanike. Pri skumani pohybu je
nevyhnutné si zvolit’ vztaznl ststavu. V praxi Casto sa stretdvame so vzt'aznou sustavou,
ktora tvori ur€itd suradnicova sustava. Vel'mi Casto vyuzivame tzv. karteziansku pravouhli
suradnicovu sustavu (SS), ur€ent zaciatkom O (vztaznym bodom), do ktorého st umiestnené
tri navzajom kolmé jednotkove vektory i, j, k v smere sdradnicovych osi X, y, z, respektive.
Vzhl'adom na takuto suradnicovu sustavu polohu skiimaného bodu A (obr. 4.10) méame
uréenu vtedy, ak pozname vSetky tri jeho stradnice: X, Y, az (X je kolma vzdialenost’ bodu A
od roviny prelozenej osamiyaz, ...).

Na urcenie polohy hmotného bodu v priestore vzhl'adom na vztazny bod mozno
pouzit' polohovy vektor r. Polohovy vektor bodu A je vektor, ktorého zaciatok je vo
vztaznom bode O a koncovy bod je v bode A .

Z

M [5.0.5]

—

Obrazok 4.10: Polohovy vektor r bodu v kartezianskej suradnicovej sustave

Definicia 4.20 — Polohovy vektor, jeho rozklad na zlozky a velkost’

V kartezianskej suradnicovej sustave polohovy vektor r mozno uréit’ vztahom
r= xi+yj+zk (4.10)

kde ¢isla X, Y, zZ sa hazyvaju suradnice vektora r v baze urcenej vektormi i, j, k . Rovnica
r=re+ry+r; (4.11)

urcuje rozklad vektora r na zlozky v smere suradnicovych osi, kde ry = xi, ry,=yj a
r, =zk.

Velkost’ polohového vektora | r | je uréena vzt'ahom:

r|=r=yx*+y?+2? (4.12)
e
Poznémka:

Polohovy vektor r bodu A zviera so stradnicovymi osami X, y a z uhly a, B, v, ktoré
nazyvame smerove uhly (obr. 4.11). Pre smerové kosinusy tychto uhlov platia vztahy:

cosa=2; cosf=2; cosy=1; (4.13)
r r r

cos® a + cos’B +cos’y=1 (4.14)

Mozno ich vyuzit’, pri znalosti vel'kosti vektora r, na uréenie suradnic bodu A.

V mechanike sa Casto stretneme s rozkladom vektora sily F v rovine do osi F = F¢i + Fy j,
ktory prezentuje obrdzok 4.11.
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Obrazok 4.11: Rozklad vektora F v rovine xy

Priklad 4.1: Vektor sily F ma v kartezianskej suradnicovej sustave suradnice:
F = (3,4, 0). Urcite jeho vel'kost’ a smerové kosinusy.

RieSenie:

Velkost’ polohového vektora | F| je ur¢ena vztahom:

Fl=F={F’+F’+F’ =43 +42+0,” =25 =5.
Smerové kosinusy st ur¢ené vzt'ahmi:

c03a=5=§; cosﬁzlzg; cos;/:5=g=0.

r 5 r r

Priklad 4.2: Ur¢ite vektor a ajeho velkost’, ktory je rovny péatnasobku vektora r, ak
viete, Ze sUradnice sir =[ —1, 2, —4] a vektor a ma opa¢ny smer ako vektor r. Aky je uhol
tychto vektorov? Su tieto vektory nesuhlasne kolinearne?
RieSenie:
a) Zo zadania vieme, Ze plati:a= —-5r= —-5(—i+ 2] —4k) = (+5i —10j + 20k).
Velkost’ vektora | a| je uréend vzt'ahom:

aj=a=\/a,’ +a,° +a,’ = /52 + (~10) + (20)° =25 +100 + 400 = /525 = 22,91,

b) Nakol'ko st vektory r a a opacné a leZiace na tej istej priamke, ich uhol je 180
¢) Ano, tieto dva vektory st nesthlasne kolinearne (t.j. nestihlasne rovnobezné).
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Priklad 4.3: Na obrazku 4.12 su znazornené tri vektory r, va a v uréitom ¢asovom
okamihu t;. Ur¢ite:

a) bazu trojrozmerného priestoru, b) z grafu ich stradnice a zapiSte vyjadrenie vektorov,
C) ich velkosti.

aft)

& ) x c)

Obrazok 4.12: Znazornenie vektorov v kartezianskej suradnicovej sustave
Riesenie:
a) Ako vidime zobrazku, bazu tvoria tri jednotkové kolmé vektory i, j ak,
pomocou ktorych vyjadrime vektory r, v a a.
b) r(ty)) =i+5j-3k, v(t)) =3i+5j, a(t;) = 6i

12 +5% +(-3)* =+/35, |v|=+3?+5" =+/34, [g|=6

Priklad 4.4: V aritmetickom modeli vypocitajte sucet vektorov a + b, ak viete, Ze
a=(-2i+3j —4k),b= (3i —3j — 2k). b) Nakreslite v kartezianskej SS tieto vektory
a sCitajte ich graficky.

RieSenie:

at+tb=(-2i+3] —4Kk) + (3i —3] — 2k) = (i — 6k). Grafické s¢itanie ponechame na
Citatel’a, priCom odporticame nastudovat’ predchadzajuci priklad 4.3.

Kontrolné otazky

Objasnite rozdiel medzi zlozkou vektora a stiradnicou vektora. Zapiste tieto skutocnosti.
Objasnite vyznam komutativneho a asociativneho zakona pri s¢itani vektorov.
Objasnite s¢itanie dvoch vektorov v aritmetickom modeli a geometrickom modeli.

Uved'te, ¢o rozumieme pod linearnou kombinaciou vektorov!
Ako vyjadrime velkost’ vektora, ked’ s zname jeho suradnice?

Ako sa zmenia zlozky a suradnice vektora, ked’ ho vynasobime skalarom?

1

2

3

4

5. Definujte vektorovy priestor a objasnite pojem ortonormalna baza vektorov!

6

7

8. Uvedte, ako vypocitate uhol, ktory vektor zviera s osou Yy, ked’ poznéate jeho stiradnice!
9

. Ziskame stuétom dvoch vzajomne kolmych jednotkovych vektorov jednotkovy vektor?
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4.3 Suciny medzi vektormi

V definicii 4.15 sme si objasnili nasobenie vektora skalarom, ¢ize ¢islom, ktoré nam urcuje
vektor rovnobezny s povodnym vektorom, ale réznej velkosti. Ak skalar je zaporné ¢islo, tak
aj opacnej orientacie.

Medzi dvomi vektormi st definované: skalarny a vektorovy stcin. Medzi tromi vektormi su
definované: dvojnasobny vektorovy stucin a zmieSany sucin.

A/ Skalarny sicin dvoch vektorov

Definicia 4.21 Skalarny sucin dvoch vektorov

Skalarny su¢in dvoch vektorov je definovany ako operéacia, ktorej vysledkom je skalarna
veli¢ina. Hodnota tejto skalarnej veliciny je urCend sucinom velkosti prislusnych vektorov
a kosinusu uhla, ktory tieto vektory zvieraju:

aeb = abcosa (4.15)

Poznémka:

1. Skalérny sucin sa oznacuje bodkou medzi vektormi, v strede vysky pismen.

2. Uhol medzi dvoma vektormi sa uréuje tak, aby nebol vi¢si ako m radianov (180°).

Niektore vlastnosti skalarneho sti¢inu uvedieme vo forme vety:

Veta 4.4:
e Skalarny suc¢in dvoch vektorov je komutativny: a« b = bea

e Ak je uhol medzi vektormi mensi ako m /2, skalarny sucin je kladny, lebo kosinus
ostrého uhla je kladny.

e Ak je uhol medzi vektormi viac¢si ako m /2, je kosinus uhla, a teda aj skalarny sucin,
zaporny.

e Skalarny sucin dvoch kolmych vektorov sa rovna nule, pricom ani jeden z vektorov
nema nulovu velkost’, pretoze cos (w/2) = 0.

e Pre skalarne su¢iny jednotkovych vektorov plati: iei=1, jej=1,kek=1, i¢j=0,
iek =0, jek=0.
e Pre skalarny sucin plati distributivny zakon: a* (b +¢) = a*b +aec
e Skalarny su¢in mozno vyjadrit’ pomocou suradnic:
asb=(axi+ayj+a;k)e(bgi+byj+b,k)= asby+ aby+ a,b (4.16)
e Uhol dvoch vektorov mozno vyjadrit pomocou skalarneho sucinu:
a.b a,b, +a,b, +a,b,

= = 4,17
Elfls] \/(af +al+ anbX2 +b? + bzz) (#.17)

e Skalarny sucin vektora a jednotkového vektora uréuje vel'kost’ jeho priemetu do osi:

ax=ae*i, ay=ae*j, a =a*k.
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Poznémka:

Zlozky polohoveého vektor r mozno vyjadrit’ pomocou zapisu: Iy = ryi = (rei)i,
ry=rj=(@e))j, rn=rk=(rkk.

Vyznam skalarneho sucinu:

Ozrejmime si vyznam skalarneho sucinu vektorov a b pomocou obrazka 4.13. Vysledkom
skalarneho suc¢inu dvoch vektorov je ¢islo (skalar), ktoré je uréené vel'kost’ou jedného vektora
la] = a vynasobeného velkostou druhého vektora do smeru prvého vektora, t.j. b, (resp.
naopak b ap).

~ Mozno povedat, Ze vysledkom skalarneho sucinu je Cislo, ktoré urCuje plochu
obdlznika s rozmermi a b,= b a,. Toto tvrdenie vychadza z definicie 4.21 a vztahu (4.15),
ktory mozno zapisat’:

aeb = abcosa=a[bcosa]=ab,= blacosa]= bay

ba

Obrézok 4.13: Vyznam skalarneho stéinu

%= Otazka 4:

Aky vyznam ma: a) skalarny sucin dvoch vektorov b)a-i c) (a-i)i dya-b=b- a?
Odpoved’: a) vysledok je skalar — ¢islo uréené plochou obdiznika s rozmermi a b, alebo b ay,.
b) ay— x-ova slradnica vektora a,
c) zloZku vektora ax
d) vyjadruje komutativnost’ skalarneho sucinu.

Priklad 4.5: Ur¢ite uhol vektorov a a b, kde a = (3, -2, -1), b = (0, -2, 4).
RieSenie:
cos y = a.b _ 30+ (-2)(-2)+(-1).4 _ 0 0

o] Vo+4+1J4+16  414.20

v =90 ° — Vektory su navzajom kolmé.
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Priklad 4.6: Na obrazku 4.14 je znazorneny trojuholnik uréeny vektormi a = 5i, b = 4i +3.
Ur¢ite vnatorné uhly trojuholnika.

y

N
(@
(@}

Obréazok 4.14: K vypoétu uhlov trojuholnika
RieSenie:
Ked mame vypocitat’ vniitorné uhly, budeme pocitat’ uhly medzi vektormi a, b a vektormi
a ¢. Vyuzijeme poznatok, Ze sucet uhlov v trojuholniku je 180°.
a.b ab, +ab, +ab, . 20 _ 20 _4
albl @ +aZ+az)foZ+bZ +b?) +25416+9 55 5

cos y =

v =36,9°.

Na vypocet uhla  vyjadrime vektor ¢, pricom plati: a +¢c -b = 0— ¢ = b —a = -i + 3j. Opit’
pouzijeme vztah (4.17), pricom uhol medzi a a ¢ oznac¢ime ¢.  =180° — ¢

a.c _ =5 _ =
ale]  25./(-1)?+3% 10

B=180° — ¢ = 180° —108,43° = 71,57°.

Cos @ =

> ¢ =10843"

Priklad 4.7: Urc¢ite, aké musi byt’ ¢islo A aby vektory F a p boli navzajom kolmé, ak je
dané: 7 =3a-2b, p=b+14,d =2 ‘5‘ =3 a uhol medzi vektormi da b je 4n/3.
RieSenie:

Aby vektory r a p boli navzgjom kolme, ich skalarny suc¢in musi byt’ rovny nule, t.j. plati:
rep=0.

Pocitajme:

F-p=(3a-2b).(b+4d)=3a.b+31d.da-2b.b-2b.a=3[a| p|cosp+34a] [a]cosO
~ 2]p|[b|cos0-24p|[a] cosp =3.2.3 c0s 240" +342.2.1-2.3.3.1-243.2 C05 240" = 0

9.2. (=0,5)+ 12 A — 18 +6 A= 0—18) = 27— % = 3/2.

Poznamka: VyuZili sme poznatok, Ze cos 240° = — cos 60° = - 0,5.
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B/ Vektorovy sicin dvoch a troch vektorov

Vektorovy sucin dvoch vektorov je zavedeny ako operacia, ktorej vysledkom je vektor. Preto
musime definovat’ velkost’ vysledného vektora, jeho smer a orientaciu. Vektorovy sucin sa
oznacuje krizikom medzi vektormi. Stretavame sa s nim napriklad v mechanike pri definicii
momentu sily M =r x F (obr. 4.10):

Definicia 4.22 - Vektorovy sucin dvoch vektorov

Vektorovy sucin dvoch vektorov a x b je definovany ako operacia, ktorej vysledkom je
vektor c (obr. 4.10 vlavo), ktorého

1. velkost je |d =laxbl =|al bl sin a; 4.17)
kde o je uhol vektorov — odpoveda ploche rovnobeznika uréeného vektormi a, b;
2. smer:c=axbh jekolmynaa,ctb— c.narovinu, v ktorej leZia vektory a, b;

3. orientacia: vektor ax b smeruje do toho polpriestoru, z ktorého vidime stotoZnenie
prvého vektora a do smeru druhého vektora b po kratSej uhlovej drahe proti smeru
hodinovych ruéiciek. t.j. vektory v poradi a, b, ¢ tvoria pravotocivy systém (obr. 4.15).

Obrézok 4.15: K objasneniu vektorového sucinu: a)c=ax b,b)M=r x F

Vybrané vlastnosti vektorového sucinu prezentuje veta 4.4:

Veta 4.4:
1. Vektorovy sucin dvoch vektorov nie je komutativny, t.j. a x b #b x a,
2.axb=-bxa,

3. vektorovy sucin dvoch rovnobeznych (kolinearnych) vektorov sa rovnd nule (je
nulovy vektor).

4. Pre jednotkoveé vektory 1, j, Kk , ktoré st navzajom na seba kolmé, platia vzt'ahy:
ixi1=0, Jxj=0, kxk=0, ixj=k, jxk=i, kxi =]
jxi=-k, kxj=—i, ixk =—].

5. Na ur€enie vektorového sufinu mozno vyuzit determinant (pozri kapitolu
Determinanty)

R T ¢
axb=@, a, a,|=i(ab,—-ab)+j(b —ab)+k(ab, -apb,) . (4.17)
b, b, b

X y z
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T
Poznémka:

Pri vektorovom sucine musime dodrziavat’ poradie vektorov! To dokumentuju i dve formy
distributivneho zékona:

ax (b+c)=axb +axc

(b+c)xa =Dbxa +cx a

Pri uréovani vysledného vektora zadaného dvojndsobnym vektorovym sicinom rozliSujeme
dva pripady, ktoré nam davaju dva rozne vysledky: a x (b x ¢) # (a x b) x ¢ . Su definované

nasledovne:

Definicia 4.23 Vektorovy sucin troch vektorov
Nech a, b, ¢ st nenulové vektory, dvojnasobny vektorovy sucin definujeme vzt'ahmi:

ax(bxc)=Db(aec)-c(a-h) (4.18)
(@axb)yxc =b(aec)-a(bec) (4.19)

T
Poznémka:

O platnosti vztahov (4.18) a (4.19) sa citatel modze presvedCit vypoctom, ked si zada
konkrétne tri vektory.

Priklad 4.8:
Vypo¢itajte moment sily M, ak sila je dana predpisom F=3I-2 j+ K a posobi

v bode B, ktory ma suradnice B = ( -1, 2, 1).

RieSenie:

Vyjdeme z definicie momentu sily, ktory je uréeny vektorovym su¢inom ramena

posobiacej sily I avektorasily F: M =FxF

:
=-1 2 1|=2i +3]+2k—(6k—2i — J)=4i + 4] —4k.

Il
=< -
<
= = X

T
m
n
w
|
N

Priklad 4.9: Vypo¢itajte plosny obsah trojuholnika uréeného vektormi & =2i +3] + 2k a
b=i-3]-2k .
Riesenie:

]

3

-3

:%_f_4i—5ﬂ:%JLH6+25=%vﬁg:324Qi

= N =
N N X

P:Pbxﬂzl
2 2

T
Poznémka: Skratky d.j., p.j.resp. 0.j znamenaju: dizkova/ plona/ objemova jednotka.
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C/ ZmieSany sucin troch vektorov

Definicia 4.24 - ZmieSany su¢in troch vektorov

Nech a, b, ¢ st nenulové vektory. Skalarny sucin vektora ¢ s vektorovym sucinom a X b sa
vola zmieSany stéin troch vektorov a oznacujeme ho [c a b], vysledkom ktorého je vzdy
skalarna veli¢ina, udavajica velkost’ objemu rovnobeznostena, ktorého tri hrany su
vektory a, b, ¢ umiestnené do spolo¢ného bodu (obr. 4.16).

[cabl]=ce(axb) (4.20)

Obrézok 4.16: K objasneniu vyznamu zmie$aného sucinu vektorov

Niektoré vlastnosti zmieSaného sucinu prezentuje veta 4.5

Veta 4.5:

1. ZmieSany sucin troch vektorov je skalar, ktory méze byt kladny, nulovy, alebo
i zaporny. Znamienko urc¢uje poradie vektorov, preto objem rovnobeznostena ur¢ime ako
absolutnu hodnotu z vyrazu |c « (a x b)|, pretoZe objem V je vzdy kladna veli¢ina.

2. Vyraz ccosy predstavuje vysku rovnobeznostena, pricom vel'kost’ vektorového sucinu
absina je plosny obsah jeho zakladne, takze mame urceny objem ako stéin podstavy
krat vyska.

3. Ked’ze plati komutativnost skalarnecho sucinu, mézeme napisat’ pre zmieSany sucin
rovnost (@axb)ec=ce(axDh).

Pre zmieSany sucin plati identita : [[cab]l =[[abc]l =I[ b ca]l.

Na urcenie zmieSaného sucinu troch vektorov mozno vyuzit’ determinant (pozri K 5).

c, ¢ ¢
c.@axh)=la, a, a,], (4.21)
b, b, b,

kde vysledkom je vzdy kladné ¢islo, ¢o urcuje absolitna hodnota z determinantu.

6. ZmieSany sucin troch vektorov je rovny nule, ak vektory su linearne zavislé, t.j. leZia
Vv jednej rovine.

7. Objem Stvorstena V,, ktorého tri hrany su vektory a, b, ¢ umiestnené do spolo¢ného

bodu je ureny vzt'ahom: V4 = % [[c ab]l. (4.22)
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%e Otazkas:

ZéleZi v zmiesanom sucine troch vektorov na poradi, v ktorom realizujeme jednotlivé
operéacie?

Odpoved’: Ano, zmiesany stéin je operacia, v ktorej sa nachadza ako skalarny, tak vektorovy
sucin, pricom sa realizuje najprv vektorovy sucin a po nom skalarny sucin a je definovany
poradim vektorov v hranatej zatvorke vzt'ahom (4.20).

",»"%
s
& pPDDA

Uloha 1:

Aplikovanim vektoroveho a nasledne skalarneho sucinu na vami zvolené vektory ukazte, ze
plati

"'.

c

X y z
c.@axb)=la, a, a,. Navod:Mozno pouzit i postup
b, b, b,
¢ ¢ C ]
c.@xb)=ja, a, a,|=c.fa, a, a,|=cC. {i (aybZ —azby) + ] (asz —axby) +k (axby —aybx)}
b, b, b, b, b, b,

Uloha 2:

Zistite v akom vztahu st vyrazy (@ x b ) ec a (b x c) ¢ a. ZapiSte. Overte na konkrétne
zvolenych vektoroch.

Uloha 3:

Nech o je realne Cislo a a, b su nenulové vektory. Zistite, ktory/(€) zo vztahov je (st)
spravne?

A) a(@xb)=aa x b C) a(@ax b)=a xab
B) a(@xb)=aa xab D) a(@x b)=-ab xa.

%« Otazka 6:

Je moznych viacero variantov zmieSaného stc¢inu troch vektorov? AK &no, objasnite ich
vyznam:

Odpoved: Ano: 1. as(bxc), 2. (@axb)sc,3. (bxc)sea. Jednotlivé vztahy nam hovoria,
7e podstava rovnobeznostena je uréena vektormi: v pripade 1: b x ¢, vpripade2:ax b, v
pripade 3: b X ¢c. Nazorne si to mézeme predstavit’ pomocou Skatul’ky od zapaliek. Jej objem
bude rovnaky, nezéleziac ako ju polozime, t.j. ktoru z troch moznosti podstavy zvolime.

Vektorovy a zmieSany suc¢inu mozno vyuZit pri vypocte objemu a plochy kvédra a Stvorstena,
ktorého podstava je trojuholnik. UkaZeme si jeho vyuZitie na prikladoch.
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Priklad 4.10: St dané Styri body O =(1,0,0), A=(2,0,3),B= (0,-2,-2),C= (1,-1,0).
Vypoditajte a) objem rovnobeznostena urc¢eného bodmi O, A, B a C,

b) vel'kost’ podstavy urcenej bodmi O, A a B,

¢) vySku rovnobeznostena s podstavou ur¢enej bodmi O, A a B.

RieSenie:

Ako prvé si ur¢ime tri nekomplanarne (vektory neleziacej v jednej rovine) vektory, ktoré su
umiestnené v spolo¢nom bode. Zvolime si bod O, ktory bude pociatkom vsetkych troch
vektorovi:a=A-0=(1,0,3), b=B-0=(-1, -2, -2),c=C-0=(0, —1, 0). Objem
ur¢ime zo vztahu (4.21):

¢ ¢ C, 0 -1 O
a) V=|c.@axb)=la, a, af=[1 0 3|=[1|=10]j.
b, b, b| |-1 -2 -2
i ] k
b) Vypocitame plochu podstavy s vyuZitim vektoroveho suCinu: a x b=1a, a, a,
b, b, b,
ik
axb=|1 0 3|=6i-j-2k=P=[ax b|=46+(-1)%+(-2)> =41 pj.
-1 -2 -2

c)VySku v vypocitame zo znameho vztahu: objem V je suc¢inom podstavy P a vysky v,
takZe plati:

V=Pv= v:! L
P

Priklad 4.11: Sa dané Styri body O =(1,0,0),A=(2,0,3),B= (0,-2,-2),C= (1,-1,0).
Vypocditajte objem Stvorstena uré¢eného bodmi O, A, B a C a velkost’ podstavy urcenej
bodmi O, A a B.

RieSenie:
Nakol’ko Stvorsten vznikne z bodov rovnobeznostena z prikladu 4.9, vyuzijeme skuto¢nost,

Ze objem V, je urCeny vztahom (4.22) a podstava sa rovna polovici plochy rovnobeznika
uréenej vektormi a a b:

1 1 . 1 Ja1 .
V,=Z=|[cab]l= = 0j. ,P=Z|laxb =—"p.j.
= <llcabli= < o] 2|x|2|01
% Otazka7:

Je vyraz (a ¢ b) x ¢ zmieSany sucin troch vektorov?
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Odpoved’: Nie, lebo vyraz v zatvorke je skalarna veli¢ina, ktorou nemozno vektor ¢ nasobit’
vektorovo.

._/_gl_},
& PDDA
Uloha 4: Vyjadrite dvojnasobnym su¢inom troch vektorov, ktorych vysledok vidite
na obrézku 4.17, ked’ za vysledny vektor povazujeme vektor U.

Obrazok 4.17: K zadaniu ulohy Dvojnasobny

Kontrolné otazky

1. Definujte aké druhy st¢inov pozname v pripade jedného, dvoch a troch vektorov.

2. Objasnite vyznam skalarneho sucinu dvoch vektorov a uved'te, ako z neho vyjadrime
vztah pre urovanie uhlu dvoch vektorov.

3. Definujte vektor, ktory vznikne ako vektorovy sucin dvoch vektorov. Objasnite vyznam
vektorového sucinu vektorov.

4. Pre ktory zo stc¢inov dvoch vektorov plati komutativny zdkon?
Plati rovnost’ pre vztah: a x (b X ¢) = (a x b) x ¢ ? Odovodnite svoje tvrdenie!

6. Ktory zo sucinov troch vektorov ndm urcuje objem rovnobeznostena , ktorého tri hrany
su dané tri vektory? Ako je tento sucin definovany?

7. Majme tri nenulové vektory umiestnené do spolo¢ného pociatku. Plati rovnost’ pre tieto
vektory ae« (b x c)=(axDb)ec?Akaje interpretacia tohto vzt'ahu?

Vyjadrite graficky sucet dvoch vektorov pomocou ich stradnic!
Uved’te, ako vypocitate uhol, ktory vektor zviera s osou Yy, ked’ poznate jeho stiradnice!

10. Graficky znazornite dva vektory a treti vektor, ktory vznikne ako vysledok ich
vektorového sucinu.

11. Graficky znazornite dva vektory a treti vektor, ktory vznikne ako vysledok ich
vektorového suctu.

12. Vzniknu z otazky 11 a 12 vo vSeobecnosti rovnaké vektory? Objasnite na konkrétnom
zvolenom priklade graficky.
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Citatel’, ktory sa chce blizsie zoznamit' s animaciami zaoberajlcimi sa vektorovym
podtom méa moznost ich naStudovat prostrednictvom CD nosi¢a: OZVOLDOVA M.,
BUDINSKY J., CERVEN, I. sen. CERVEN, I. jun: Doplnok k Uvodu do vysoko3kolskej
fyziky, interaktivne CD - CD, STU Bratislava, Bratislava, 2006, ktoré bude v kratkej
budicnosti zverejnené na www _stranke Katedry fyziky Pedagogickej fakulty Trnavskej
univerzity v Trnave. Menu CD nosic¢a predstavuju obr. 4.18 a obr. 4.109.

Kurzoron kliknite na polofku menu!

ANIMACIE
M E N U Dvojitim klikmutin si wyberte !

0OV a Kresienie grarov

ili

Kaolingame a komplanarme »

Priklad na pracu k.ami

ECH
ECH
ECH

)
| &
®]

. HER

vektora na zlozky

T

Obréazok 4.19: Menu animécii z vektorového poctu z interaktivneho CD
,Doplnok k Uvodu do vysokoskolskej fyziky**
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Kapitola 5
MATICE

Ucéebné ciele:

e Naucit sa zakladné pojmy suavisiace s maticami, ako i nadobudnut’ zru¢nosti tykajuce sa
operacii s maticami: sucet, nasobenie matice ¢islom;

e RozliSovat, ¢i je pre zvolené matice definovany sucin matic a vediet vypocitat’ sucin
matic;

e Naucit’ sa vyznam pojmu hodnost’ matice a vypocitat’ ju pomocou Gaussovej eliminac¢nej
metody;

e Urc¢it’ na zaklade Gaussovho algoritmu inverznd maticu;

e Naucit' sa vyuzivat interaktivne Www stranky na kontrolu svojich vypoctov ana
zrychlenie vypoctov.

Kriacové slova: matica, trojuholnikovd matica, Stvorcovd matica, jednotkova matica,
transponovana matica, riadkové elementarne operécie, Gaussov algoritmus, inverzna matica,
hodnost’ matice, su¢et matic, nasobenie matice ¢islom, nasobenie matic, submatica.

Pozadované vedomosti: znalost’ upravy algebrickych vyrazov, rieSenie sustavy dvoch
linedrnych rovnic dosadzovanou metédou, pojmy a operacie z predchadzajdcich kapitol.

Motivéacia

V realnom svete okolo nas na popis vybranych objektov je vhodné pouzit’ usporiadana n-ticu
Cisiel, ktorym sme priradili nazov n—-rozmerny vektor, ktorym sme sa venovali vo Stvrtej
kapitole. Ak zoskupime pod seba viac takychto n-rozmernych vektorov, napriklad m,
modzeme vytvorit' systém prvkov usporiadanych do tzv. matice. V trojrozmernom priestore sa
s takymito objektmi mozno stretnut’ napriklad vo fyzike pri popise vlastnosti nehomogénnych

materialov, u ktorych na ich Gplné ur¢enie potrebujeme viac ako tri udaje. Hovorime v tomto
pripade o tenzorovych veli¢inach.

5.1 Pojem matice

Definicia 5.1 - Matica
Nech m, n su prirodzené ¢isla. Systém an, prvkov mnoziny M usporiadanych do m riadkov

a n stipcov sa nazyva matica typu m x n, &o oznadujeme A = (a;), kdei=1,2, .., m;
j=1,2, ..., nazapiseme

&; dp . Ay

a a .a
A=l 2 %2 | 5.)

a‘ml a‘m2 a‘mn

Redlne &islo a;j nazyvame prvkom matice, jeho umiestnenie je v i-tom riadku a j-tom stipci.
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Definicia 5.2 ~Stvorcova matica, diagonalne prvky

Maticu typu n x n nazyvame Stvorcovou maticou stupnia n. Prvky aj,i = 1, 2,...., n
nazyvame diagonalne prvky a vytvaraju hlavna diagonalu matice.

Definicia 5.3 — Typy matic

- Maticu 1 x nnazyvame riadkovym vektorom (jednoriadkova matica);

- Maticu typum x1 nazyvame m stipcovym vektorom (jednostipcova matica);

- Nulova matica - nazyvame maticu typu m x n, ktorej vSetky prvky sa rovnaju nule.
Zvycajne sa oznacuje symbolom O);

- Diagonalna Stvorcova matica — nazyvame Stvorcovu maticu, ktorej vsetky prvky aji
pre i#j i,j=1,2,..., nsunulové;
Jednotkova matica stupiia n — nazyvame maticu typu n x n (Stvorcovd maticu),
ktorej vSetky prvky hlavnej diagonaly sa rovnaju cislu 1, tj. prvky a; = 1 pre
I =j =1, 2,.., n avSetky ostatné prvky su nulové, tj. prvky a; = O pre i #j
i,j=1,2,..,n. Oznacujeme ju symbolom E;

- Transponovanou maticou A" k matici A = (aj), typu m x n, kdei =12, .., ma
j=1,2, .., nnazyvame maticu A"= (bj) typun x m sprvkami bjj =a;i=1.2, ..., n;
j=12, ..., m;

- Matica trojuholnikového tvaru — nazyvame maticu, ktorej vSetky prvky hlavnej
diagonaly su nenulové a prvky pod hlavnou diagonalou su nulové, ktora tiez nazyvame
Gaussova matica.

- Gaussova redukovana matica — je matica, ktord méa vSetky diagonalne prvky
nenulové a nediagonalne prvky su vsetky nulove.

Poznémka:
1.

Prvok a,3 sa nachadza (mé umiestnenie) v druhom riadku a tretom stipci.

2. Transponovanu maticu k Stvorcovej matici ziskame preklopenim prvkov matice
A okolo hlavnej diagonaly.

3. Maticu transponovani AT ziskame z matice A zamenou riadkov za stipce, priom
musime dodrzat’ ich poradie.

4. Transponovana matica Kk riadkovému vektoru (stipcovému vektoru) je stipcovy
(riadkovy) vektor.

Maticu mozno upravit’ na trojuholnikovy tvar aplikaciou Gaussovho algoritmu pomocou
elementarnych riadkovych tprav (ERO).

Definicia 5. 4 - Gaussova matica a elementarne riadkové operacie

Pod Gaussovym algoritmom postupnych Uprav na Gaussovu maticu, t.j. maticu
trojuholnikového tvaru, rozumieme postupnu aplikaciu nasledovnych troch elementarnych
riadkovych operécii (ERO) v matici:

ERO 1: Vzajomna vymena dvoch riadkov matice.
ERO 2: Nasobenie niektorého riadku matice nenulovym ¢islom.

ERO 3: Pri¢itanie nasobku istého riadku matice k inému riadku matice.
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Na vypocet Gaussovho tvaru matice mozno aplikovat’ Gaussov algoritmus (GA) postupnych
Uprav:

vve

0. Krok GA: V matici vyberieme taky riadok, ktory ma prvok v prvom stipci najniz§iu
hodnotu, avSak r6znu od nuly (najlepSie jednotku). Pomocou ERO 1 tento riadok
presunieme na prvé miesto.

1. Krok GA: Pouzitim ERO 2 vytvorime v prvom riadku prvok a;; =1. Prvok aj;
nazyvame veddcim prvkom prvého kroku GA.

Postupnym aplikovanim ERO 3 dosiahneme, aby v prvom stipci pod vedtcim prvkom
prvého kroku a;; vsetky prvky boli nulové.

2. Krok GA: Pomocou ERO 1 a ERO 2 urobime takd zdmenu riadkov v matici, aby
veduci prvok druhého kroku az; =1 (resp. iné vhodné ¢islo).

Druhy riadok nasobime postupne takymi ¢islami a pripocitame postupne k ostatnym
riadkom matice tak, aby vSetky prvky v druhom stlpci pod prvkom a; boli nulové.

Pre maticu s n riadkami postup opakujeme az do n-tého kroku, kym neziskame maticu
trojuholnikoveho tvaru, ktorej vSetky prvky v hlavnej diagonale s nenulové a vSetky
prvky pod hlavnou diagonalou st nulové.

Postup Uprav na Gaussov tvar matice si ukazeme na konkrétnom priklade:

Priklad 5.1: Upravte maticu A na trojuholnikovy tvar:

3 -1 0
A=|-2 6 —-1].

1 -4 -2
Riesenie:

Upravu budeme robit pomocou Gaussovho algoritmu postupnych elementarnych
riadkovych operacii:

0. Krok GA: najmensiu hodnotu méa prvok az; = 1, takZe na zaklade ERO 1 vymenime treti
riadok s prvym riadkom.

1 -4 -2
-2 6 -1
3 -1 0

1. krok GA: a;; =1 zvolime za veddci prvok. Znamena to, Ze prvy riadok ponechame
nezmeneny a za¢neme ERO:

Vynasobime prvy riadok ¢islom (2) apripoéitame k druhému riadku a ziskame
ekvivalentni maticu, ¢o naznacuje znak ~ :

1 -4 -2)(2) 1 -4 -2
-2 6 -1+ ~ |0 -2 -5
3 -1 0). 3 -1 0
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Priklad 5.1: - pokracovanie rieSenia

Vynasobime prvy riadok ¢islom (-3) a pripoc¢itame k tretiemu riadku:

1 -4 -2\(-3) 1 -4 -2
0 -2 -5|. ~ |0 -2 -5
3 -1 0)+ 0 11 6

Kedze pod veducim prvkom 1. kroku a;; mame samé nuly pokracujeme upravami
S druhym riadkom (prvy riadok ostdva nezmeneny pocas Uprav):

2. krok GA: Vynasobime druhy riadok (5) a pripo¢itame k tretiemu riadku:

1 -4 -2). 1 -4 -2
0 -2 -5|6)~ |0 -2 -5
0 11 6 )+ 0 1 -19

Treti riadok vymenime s druhym riadkom a dostali sme veduci prvok druhého kroku
a»=1

1 -4 -2
0 1 -19
0 -2 -5

Druhy riadok vynasobime (2) a pripoc¢itame k tretiemu riadku:
1 -4 -2). 1 -4 =2
0 1 -19((2~ |0 1 —19 |, ¢o je trojuholnikova matica.
0 -2 -5 )+ 0O 0 -43

&
'Poznémka: Po nadobudnuti zru¢nosti s ERO vynulovanie pod vodiacim prvkom mozno
zrealizovat’ naraz v danom stlpci matice, ¢o prezentuje nasledovny priklad.

Priklad 5.2: Upravte maticu A na trojuholnikovy tvar:

2 1 11

-1 3 11
A= )

1 0 -1 0

-2 1 -1 0
RieSenie:

0. krok GA: Pozrieme, ¢&i niektory prvok v prvom stipci matice sa rovné jedna — vidime,
Ze az; = 1.Vymenime treti riadok s prvym riadkom:

1 0 -10
-1 3 11
2 1 11
-21 -10
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Priklad 5.2: pokracovanie rieSenia

1. krok GA: aj; = 1 zvolime za veddci prvok. Znamena to, Ze prvy riadok ponechame
nezmeneny a postupujeme: Vynasobime prvy riadok ¢islom (1) a pripo¢itame k druhému
riadku a zapiSeme; vynasobime prvy riadok ¢islom (—2) a pripocitame k tretiemu riadku
a zapiSeme; nasledne vynasobime prvy riadok ¢islom (2) a pripoc¢itame k Stvrtému riadku,
¢im sme ziskali pod vodiacim prvkom a;; samé nuly a tym sme ukondili 1. krok GA:

10 -10
0 3 01
01 31
01 -3 0

2. krok GA: Pozrieme, ktory prvok v druhom stipci je rovny jedna. Nakolko mame dva
azp = ag2 = 1 zvolime za veduci prvok ag,. To znamena, Ze vymenime druhy riadok so
Stvrtym riadkom matice a ziskame vodiaci prvok druhého kroku az, = 1:

10 -1 0
01 -3 0
01 31
0 3 01

Pozor, vdruhom kroku najprv opiSeme prvé dva riadky apotom robime operécie
s druhym riadkom, t.j. vynasobime druhy riadok (—1) a pripoc¢itame k tretiemu riadku,
nésledne druhy riadok (—3) a pripoc¢itame k Stvrtému riadku:

1 0 -1 0

01 -3 0

00 6 1

0 0 9 1
3. krok GA:

Nakol’ko nemame v trefom stipci treticho a tvrtého riadku Ziadnu jednotku vynulovat
prvok a;3 moézeme postupom: opiSeme prvé tri riadky a nasledné aplikujeme ERO: treti
riadok vynasobime (—9) a pripo¢itame k 6-ndsobku Stvrtého riadku:

10 -1 0) . 10 -1 0
0 1 -3 0] . 01 -3 0
00 6 1/(<9+ |00 6 1
00 9 1) (6) 00 0 -3

Ziskali sme maticu trojuholnikového tvaru, ktorej vSetky Styri diagonalne prvky su # 0.

'gPoznémka: Gaussov algoritmus budeme pouZzivat’ pri ur€ovani hodnosti matice, ktora
hra délezita tlohu pri rieSeni systému rovnic.
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Definicia 5.5 — Hodnost’ matice

Hodnostou matice urCenej vztahom (5.1) rozumieme nezaporné cislo h, ktoré udava
maximélny podet linearne nezavislych riadkov (stipcov) v matici. Ak upravime maticu na
trojuholnikovy tvar, pocet nenulovych prvkov v hlavnej diagonile urcuje hodnost’

matice. Hodnost matice oznacujeme ha.

Vlastnosti hodnosti matice prezentuje nasledujdca veta, ktord uvadzame bez dokazu:

Veta 5.1:
Vlastnost’' 5.1: V matici mézeme néjst’ h linearne nezavislych stipcov (riadkov).

Vlastnost’ 5.2: Ak vyberiem I'ubovolne h +1 stipcov (riadkov) v matici, tak tieto stipce
(riadky) budd linearne zavislé.

Vlastnost’ 5.3: Dve matice maji rovnaku hodnost’, ak sa lisia iba poradim riadkov alebo
stipcov.

Vlastnost’ 5.4: Hodnost’ matice sa nezmeni, ak vynasobime vSetky prvky matice jedné¢ho
riadku (stipca) tym istym redlnym &islom a # 0.

Vlastnost’ 5.5: Hodnost' matice sa nezmeni, ak priddme v matici d’alsi riadok (stipec),
ktory je linearnou kombindaciou inych riadkov (stlpcov) matice.

Vlastnost’ 5.6: Hodnost’ matice sa nezmeni, ak vynechame v matici riadok (stipec), ktory
je linedrnou kombinaciou inych riadkov (stlpcov), alebo nulovy riadok.

Vlastnost’ 5.7: Hodnost’ matice sa nezmeni, ak zamenime riadky za stipce a stipce za
riadky.

Priklad 5.3: Vypo¢itajte hodnost’ matice A:

2 1 11
-1 3 1 1
A= .
1 0 -1 0
-2 1 -1 0
RieSenie:

Hodnost vypocCitame ako pocet nenulovych diagonilnych prvkov matice
trojuholnikového tvaru. Vyuzijeme vysledok prikladu 5.2, kde sme upravili maticu na
ekvivalentnd maticu:

2 1 1 1 1 0 -1 O
-1 3 1 1 0 1 -3
~ ~ — ha=4.
1 0 -1 0 0 0 6
-2 1 -1 0 00 0 -
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Priklad 5.4: Vypocitajte hodnost’ matice A:

1 0 0 1
-2 3 1 1
A = .
1 0 0 -1
-2 1 -1 0
RieSenie:

Postupujme Upravou na trojuholnikovy tvar anasledne hodnost’ vypocitame ako pocet
nenulovych diagonalnych prvkov matice trojuholnikového tvaru:

0. krok GA nemusime robit’, pretoze a3 = 1 a pristpime k 1. kroku GA: prvy riadok
opiSeme, nasledne prvy riadok vynasobime postupne ¢islami (2), resp. (—1), resp. (2)
a pripo¢itame k druhému, resp. tretiemu, resp. Stvrtému riadku matice a dostaneme
ekvivalentnd maticu

10 0 1)(10 0 1
23 1 1/|03 1 3
10 0-1/|00 0 -2
21 -1 0)lo1-1 2

2. krok GA: vymenime Stvrty a druhy riadok, aby sme dostali vodiaci prvok druhého
kroku az, = 1 a nasledne k Stvrtému riadku odpocitame trojnasobok druhého riadku:

10 0 1 10 0 1 10 0 1

o1 -1 2 01 -1 2 01 -1 .

~ = — hodnost’ je ha= 4.
00 0 -2 00 0 -2 00 4 -3
0 3 1 3 00 4 -3 00 0 -2

Priklad 5.5: Ur¢ite hodnost’ matice A Vv zavislosti na parametri o, kde

21 1 0
A- 11 a 1
2 2 3 4
1 00 -1

Vyberte spravny vyrok/vyroky: Hodnost’ matice je:

a) ha=lprea =...... ; b)ha=2prea ... ;  C) ha=3 nezavisle na a;
d) haA=3prea =......... ; e ha=4prea ... ; f)ha= .. nezavisle na a;
RieSenie:

Maticu Gaussovym algoritmom elementarnych Gprav upravime na trojuholnikovy tvar:
0. krok: vymenime prvy a Stvrty riadok, aby sme mali a;; = 1.
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Priklad 5.5: — pokracovanie rieSenia
1. krok: Vynulujeme prvky pod prvkom ay;-
Aby sme minimalizovali pracu s parametrom vymenime druhy riadok so Stvrtym riadkom:

211 0)Y(1L00 -1(1L00O0 -1) (100 -1 (10 0 -1
11a 1|[(11a 1{]01a 2[|011 2([]01 1 2
223 4|7/223 4|7lo236|]0223 6|00 1 2
100 -11(2110)lo11 2)/01ea 2){00a-1 0

V 2. kroku sme vynasobili druhy riadok (—2) a pripo¢itali k tretiemu riadku, nasledne druhy
riadok sme vynasobili (—1) a pripocitali k Stvrtému riadku. V 3. Kroku GA treti riadok
pripocitame ku Stvrtému riadku, nasledne treti riadok vynasobime (—a) a pripoCitame opat
k Stvrtému riadku:

100 -1) (100 -1
011 2| /011
“loo 1 27|00 1
00« 2) 000 2-2¢

Dosiahli sme trojuholnikovy tvar a nasledne urobime diskusiu:
Ak 2-2a =0, tj.ak a=1—>h=3

aka#1—h=4.
TakZe z danych vyrokov su pravdivé vyroky: d) ha=3 pre a=1.

Definicia 5.6 - Rovnost’ matic
Dve matice A a B sa rovnaju (¢o zapisujeme A = B) prave vtedy, ked’ s rovnakého typu
aplati: aj=bjprei=1,2,.., m j=1 2, ..,nvpripade matic typum x n.

%= Otazka 1:
12 -310 ay Q,
Akého typu s maticeAaB,ak A=|-1 5 -1 0 3|,B=|a, a, a,|?
2 0 -6 20 ay 8y ag

Odpoved: A je obdiznikova matica typu 3 x 5; B je Stvorcova matica typu 3 x 3.

Definicia 5.7 — Submatica matice

Stvorcova matica, ktord vznikne z matice A vynechanim niektorych jej riadkov a stipcov,
sa nazyva submatica matice A. Submaticu Stvorcovej matice, ktord vznikne vynechanim
i-teho riadku a j-teho stipca matice A, oznadujeme symbolom A j;.
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@
'Poznémka: Ak matica A je Stvorcova matica, tak kazda jej submatica, ktora vznikne
vynechanim rovnakého pocet riadkov a stlpcov bude opét’ stvorcova matica.

= Otézka 2:
1 00
Ako nazyvame a oznaCujeme maticu [0 1 01?
0 01

Odpoved: Jedné sa 0 jednotkovi maticu stupiia 3, ktort oznacujeme Es.

Priklad 5.6: Je dana matica A, ur&ite submatice A 23 a A 4;:
1 0 0 1
A - -2 3 1 1 |
1 0 0 -1
-3 1 -1 0
RieSenie:
1 1 0 1
Ax=| 1 0 -1|,Ap=|-21 1]
-3 1 0 1 0 -1
= Otazka 3:
Je matica B transponovanou maticou k matici A, ak sl zadané:
1 -1 2
2 5 0 12 -310
B=|-3 -1 -6|, A=|-1 5 -1 0 3/?
1 0 2 2 0 -6 20
0 3 0
Odpoved’: Ano, pretoze matica B vznikla z A vymenenim riadkov za stipce t.j. plati B = AT .
=z Otazka 4:

Plati rovnost’ medzi maticami A a B, ak:

10 0 1 000
0100
A=|0 1 0|aB= ?
0010

0 01
0 001

Odpoved’: Nie, pretoze nespliiiaji podmienku rovnakého typu (A typ 3x3, B typ 4x 4).
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¥ Otazka 5:

Je matica A z otazky 3 diagonalnou maticou?
Odpoved’: Nie, pretoZze nediagonalne prvky matice su rozne od nuly.

% Otazka 6:

Za akych podmienok bude platit’ rovnost’ matic, t.j. A= B

1 0 -3 X 0 Xx+y
A=/-4 1 o0laB=|y 1 ©
0 -2 1 0 z 1

Odpoved’: Rovnost’ matic nastane pre a;3=x=1,X+y=-3 —» y=-4az= -2

~
S
& pPDDA

1 0 O
-2 3 1

Je dand matica A =

0 0 -1

-3 1 -1 0

Uloha 1: Existuje k matici A transponovana matica? Ak 4no, urdite ju.

Uloha 2: Najdite maticu B, ktoré je dana predpisom B = A »; + A'. Je vo vieobecnosti tato
operéacia definovana?

Uloha 3: Pre dani maticu A uréite hodnost’ matice. Aky je najvhodnejsi vodiaci prvok
prvého kroku v Gaussovom algoritme postupnych Uprav?

Kontrolné otazky

Definujte pojem matice a urcite aké rézne typy pozname.

Napiste jednotkovli maticu stupna jedna a tri. Rovnaju sa tieto dve matice?
Je transponovana matica k matici $tvorcového typu opit’ Stvorcova matica?
Akého typu bude transponovana matica k matici A, ktora je 3 x 4?
Definujte pojem hodnost’ matice.

Je totozna hodnost’ s po¢tom prvkov diagonalnej matice?

Vymenujete elementarne riadkove operacie a ich vyznam.

© N o g bk~ w0 NP

Vyslovte postup pri uplatiiovand Gaussovho algoritmu. K ¢omu ho pouzivame?
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5.2 Operacie s maticami

Rovnako ako pre vektory vo vektorovom priestore, tak aj pre matice je ziaduce si definovat’
operéacie s maticami:

Definicia 5.8 - Stcet matic
Sa¢tom matic A = (a;) a B = (bj)) typu m x n nazyvame maticu € = (cj) typu m x n,
ktorej prvky su definované:

Cj=ajj+thby prei=1,2,..,.,mj=12 ..,n.

Poznémka:

1. Sucet dvoch matic, ktoré nie su rovnakého typu sa nedefinuje.
2. Pre sucet matic plati komutativny a asociativny zakon. Teda

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+O=A
kde O je nulova matica rovnakého typu ako matica A.
= Otazka 7:
Je matica € stétom matic A a B, ak st zadané predpismi:
-2 7 0 0O -1 0 3 -2 5
C=|-4 10 -2 0 5/,A=|-2 5 -1 0 3],
3 0 0 21 2 0 -3 1 0

-1 7 -3 2 -5
B=|-2 5 -1 0 2]|?
1 0 3 1 1
Odpoved: Ano, pretoZe pre kazdy prvok matice C plati c;j = a;j + by t.j. plati C = A + B,

Definicia 5.9 — Nasobenie matice ¢islom
Stc¢inom realneho ¢isla o a matice A = (a;j) typu m x n nazyvame maticu € = (cjj)

rovnakého typu m x n, pre prvky ktorej plati:
ci=aa; prei=1,2,.., m;j=12 ..,n.

Operaciu zapiSeme C = a A.

I
Poznémka:

1. Vynasobit maticu ¢islom znamena vynasobit’ kazdy jej prvok ¢islom a.
2. Pre sucin ¢isla a matice plati:
a(BA)=(ap) A
(a+p)A=a A +BA
a(A+B)=a A+aoB
1.A=A
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Priklad 5.7: Uréte maticu €, ktora je dana predpisom C =2 A — 3B, kde

-1 0 3 -2 5 -1 7 -3 2 -5
A= -2 5 -1 0 3|/aB=|-2 5 -1 0 2

2 0 -3 1 0 1 0 3 1 1
RieSenie:

-1 0 3 -2 5 -1 7 -3 2 -5
C=2|-2 5 -1 0 3|/-3|-2 5 -1 0 2|=

2 0 -3 1 0 1 0 3 1 1

-2 0 6 -4 10 3 -21 9 -6 15

= -4 10 -2 0O 6|+ 6 =15 3 0 -6|=
4 0 -6 2 0 -3 0 -9 -3 -3

1 -21 15 -10 25
2 -5 1 0 0
1 0 -15 -1 -3

Definicia 5.10 - Sa¢in matic
St¢inom matic A = (a;j) typu m x n a B = (bjj) typu n x p vtomto poradi nazyvame
maticu € = (cjj) typu m x p, ktorej prvky st definované:

Cij = ai1 blj + a2 sz + ...+ Qi bnj :Zaikbkj pre i=1,2,...m; J =1,2, ..., p,
k=1

o zapiseme C = A B.

R
Poznémka:

1. Schematické znazornenie operacie suc¢inu dvoch matic prezentuje obr. 5.1.

ool
n | GCo !

ool

ooo

=3

O 0 O ool o
Moo ¢ oloco
i [e0 o a|oo|s,
oo 0 olooo
000 0leoo

P

Obrézok 5.1: Grafické znazornenie operacie sti¢inu dvoch matic
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2. Pri su¢ine matic A.B matica A musi mat’ rovnaky pocet stipcov ako ma matica B riadkov.
3. Prvok cjj matice C, pre ktoru plati € = A.B, je skalarnym sa¢inom i-teho riadku matice
A a j-teho stipca matice B (Obr. 5.1).
4. Pre su¢in matic plati asociativny a distributivny zékon:
(A.B).C =A.(B.C)
(A+B).C=A C+B.C
kde matice A, B, C st matice vyhovujlcich typov pre uvedené operacie.
5. Pre kazdu Stvorcovu maticu typu n x n plati:
AE.-E.A
6. Pozor su¢in matic nie je komutativny: A.B # B.A (vo vSeobecnosti) !!

1 -1 9 2 1 -1
Priklad 5.8: Vypo¢itajte su¢in matic A.B, kde A :(O 3 2], B=-|0 -1 3
-2 0 1
RieSenie:
Suc¢in matic je definovany, pretoze matica A je typu: 2 x 3 amatica B je typu 3 x 3,
takZe vysledna matica € bude typu 2 x 3. (Predstavme si zapis §x§ — %)
2 1 -1
AB=[* 7 %llo 1 sl
T lo 3 -2) B -
-2 0 1

12+(-00+2(-2), L1+(-D(-D+20, L(-D+(-D3+21) (-2 2 -2
(o.2+3.0+(—2).(—2), 0.1+3.(-1) + (-2).0, o.(—1)+3.3+(—2).1j_( 4 -3 7)'

= Otazka 8:
Ak matica A je typu 3 x 4 amatica B je typu 2 x 3 je definovany s¢in matic
A B a B.A? Ak ano, akého typu bude vysledna matica?

Odpoved’: Stgin A.B nie je definovany, pretoze pocet stipcov prvej matice sa nerovna poétu
riadkov druhej matice. Su¢in B.A je definovany, pretoZe pocet stipcov prvej matice sa rovna
poctu riadkov druhej matice, vysledna matica bude typu 2 x 4.

A
Poznémka: Spravnost” Vasho vypoctu si skontrolujte prostrednictvom www stranky
(obr. 5.2) Matrix  calculator, ktory je volme dostupny na  adrese:
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?session=1J7940BED7.4&+lang=en&+module=tool%2Fli
near%2Fmatmult.
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s Matr i rultiplier +

€ > wimns.unice. fr fwimsfwims. cgi?session=4SSAE0BOFE. 48+ lang=en&+module=tool % 2F linear %2Fmatmult C

S EDMSHwe  Refeeess  bar
Matrix multiplier

This page is a tool allowing you to rapidly compute the multiplication (or other formula) of two matrices. You have only to enter your matrices, and click!

Enter your matrices (fype line by line, separating the lements by commas):

3,2,-3 [t,2,3
0,-1,2 -1,0,2
3,2,0 0,1,0

A= B=

And the formula te :C=|A-B

Obrazok 5.2: Interaktivna maticova kalkulac¢ka http://wims.unice.fr/wims

= \f%
PDDA

Uloha 4: Zadajte si maticu A. N4jdite maticu B, ktora je dana predpisom B = A + A". Je vo
vSeobecnosti tato operacia definovana?

Uloha 5: Zadajte si dve matice A a B. Vypoditajte ich sucin, zvazte kol’ko moznosti existuje.
O spravnosti sa presvedc¢te pouzitim kalkulatoru na http://wims.unice.fr/wims.

Kontrolné otazky

Je definovana operdcia s¢itania pre 'ubovol'né dve matice?
Existuje sucet matice a k nej transponovanej ak matica je: a) Stvorcového typu, b) m x n?

1
2
3. Objasnite asociativny a distributivny zakon pre matice.
4. Ako je zadefinované nasobenie matice ¢islom?

5

Plati komutativny zdkon pre matice pri operacii: a) scitania, b) ndsobenia matic, c¢) ak
matice su definované tak, Ze dana operacia existuje.

6. Plati vo vieobecnosti rovnost A.B = B.A?

7. Plati vo vSeobecnosti rovnost’ E.B = B.E, ked’ matice st definované, ze operacia suéinu
existuje? Objasnite vyznam matice E.

8.  Ako je definovany stc¢in dvoch matic, objasnite slovne i zapisom.

9. Musi mat’ matica A rovnaky pocet stipcov ako ma matica B riadkov aby bol su¢in matic
A.B definovany?

10. Nech o a B su reélne &isla, plati rovnost’ (o + ) A=a A + A?
11. Nech a je realne ¢islo a matice A a B si rovnakého typu, plati rovnost’

aA+B)=cA+oB ?
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5.3 Vypocet inverznej matice pomocou Gaussovho algoritmu

V avode 8§ 5.1 sme si definiciou 5.4 objasnili pojem Gaussovej matice, tri zakladné
elementarne riadkové operacie (ERO) a postup, tzv. Gaussov algoritmus, ktory umoziuje
prepis matice na ekvivalentni maticu trojuholnikového tvaru. Tato skutocnost’ sa vyuziva aj
pri uréovani inverznej matice. Postup je nasledovny:

1. NapiSeme maticu A typun x n,

2. K matici A zostrojime novt maticu B = (A [E,) tak, Ze k nej na pravu stranu pripiSeme
jednotkovi maticu rovnakého stupiia akého je matica A.

Pre takato maticu pouZzitim elementarnych riadkovych operacii ERO 1 — ERO 3 robime
Gaussov algoritmus Gprav na B "= (E,IC) , tj. na lavej strane sme dostali jednotkova
maticu. Na pravej strane ziskame inverznd maticu A™ = C. Postup si ozrejmime na
konkrétnych prikladoch:

Priklad 5.9: Pomocou Gaussovho algoritmu postupnych tprav ur€ite inverznii maticu
k matici A:

-2 1 1
A= 2 0 -1|
1 2 1
RieSenie:

ZapiSeme si zadanu maticu a k nej na pravu stranu pripiSeme jednotkovi maticu:

-2 1 1|1 0 O
2 0 -110 1 O
1 2 10 0 1

Postup vo vSeobecnosti mozno popisat: Pomocou Gaussovho algoritmu budeme robit
také riadkové operéacie aby prvky pévodnej matice A sme zmenili na jednotkovl maticu
E. Potom prvky na pravej strane st prvkami hl'adanej inverznej matice A, t.j.

-2 1 11 00 1 0 0| a;, a, aj
2 0 =110 1 O, =10 1 0] ay a, ajy
1 2 1/0 0 1 0 0 1 |ay, a, ag

A E E.A"
Konkrétna aplikacia Gaussovho algoritmu Gprav (GA) na trojuholnikovu maticu je:
0. krok GA - Vymenim treti riadok s prvym riadkom, aby sme ziskali vodiaci prvok
-2 1 1|1 0 O

prvého krokua;;=1:| 2 0 -1/0 1 O
12 1/0 0 1
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Priklad 5.9: pokrac¢ovanie rieSenia

1. krok GA: ciel' vynulovat’ vietky prvky v prvom stipci pod prvkom aj;. Prvy riadok
vynasobime (—2) apripoc¢itame ho kdruhému riadku. (Pozor prvy riadok opiSeme
nezmeneny!) Nésledne prvy riadok vynasobime (2) a pripocitame ho Kk tretiemu riadku.

(-2

1 2 10 0 1 1 2 110 0 1
2 0 -110 10 =0 -4 -301 -2|=
-2 1 111 0 0 0 5 31 0 2

2. krok GA: OpiSeme prvy riadok a k druhému pripo¢itame treti riadok, ¢im ziskame
vodiaci prvok az; = 1. Nasledne k tretiemu riadku pripocitame (—5) nasobok druhého
riadku; k prvému riadku pripoc¢itame (—2) ndsobok druhého:
1 2 10 0 1) (2 2 1| 0 0 1 1 0 1| -2 -2 1
0 1 01100 2 o0/ 1 10|20 1 O0f 1 1 0|z
0 5 3/102 (0 0 3|-4 -5 2 0O 0 3 -4 -5 2

1
1

3. krok GA: Treti riadok vynasobime (1/3),éim dosiahneme aby asz = 1. Nésledne
K prvému riadku pripo¢itame (—1) nasobok tretieho riadku:

2 -1 1
1 O 1l -2 -2 1 100??5
0o 1 0 1 1 of=lo 1 0/ 1 1 0=
o 0 1/ =4 -5 2| |0 o 1| =4 -5 2
3 3 3 3 3 3

Na lavej strane Ciary sme ziskali jednotkovi maticu ana pravej strane je hladana
inverzna matica:

2 11 5 i
5 @ 3 4 -

Al= 110:%3 3 0
4 5 2 —4 -5 2
5 @ 3

Skuska spravnosti rieenie:

Ak sme poéitali spravne musi platit A*. A=A ™. A= E, kde je jednotkova matica:

-2 -1 1\(-2 1 1 4+3-4 2+3-5 -2+0+2
% 3 30 2 0 -1 =% (-2).2+4 2.(-1)+5 2-2 =
-4 -5 2 1 2 1 -4 -5 2

4+3-4 2+3-5 —-2+0+2 3 00 1 00
=% (-2).2+4 2.(-1)+5 2-2 =% 0 3 0/=/0 1 0l
-2+6-4 -1+5-6 1+2 0 0 3 0 0 1

Vysledok obdobne potvrdzuje aj vypocet cez IKT (obr. 5.3).
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Matrix multiplier

-2,1,1 -z,-1,1

z,0,-1 a,3,0

1,2,1 -4,-5,2
b= B =

And the formula te 2= | AarB

Obrazok 5.3: Vypocet su¢inu A.B cez kalkulator http://wims.unice.fr/wims

Priklad 5.10: RieSte rovnicu pre neznamu maticu X a urobte skisku:

PR M

RieSenie:
Rovnica je maticova rovnica. Postupujeme rovnako ako pri klasickej rovnici: Cleny
S neznamou maticou dame na jednu stranu:

o ey 2

Vyberieme X pred zatvorku, pricom musime dodrzat’ poziciu matice X na pravej strane
a zapiSeme jednotkovu maticu!

& )i 96 3
REEEHES

2 1 5 6
X= ¢o mozno zapisat’ v tvare
10 7 3

AX=B — ATAX=A'B — X=A'B. Pozor!! nasobim zPava maticu B aj maticu
A maticou A™,

e a=(7 o] e<[2 7).
10 7 3

Najprv uréime A Gaussovym algoritmom:

2 111 O 1 0|0 1 1 00 1 4 (0 1
= ~] :>A= b
1 0|0 1 2 111 0 0 1|11 -2 1 -2
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Priklad 5.10: pokracovanie rieSenia

Urobime skusku ¢i plati A'. A = E:
0 1) (2 1) (10
1 -2)10) (01
0 1 5 6 7 3
X: . =
@26 ol o)

Skusku spravnosti urobime opét’ tym, Zze dosadime do zadanej rovnice :

1 2 0 1 1 2 0 1\(7 3
LS: + X-= + =
el o o b B G [
12) (-9 0)_(-8 2
31 25 3) (28 4)
6 8 6 8 7 3 6 8 ~14 -6 ~8 2
=l =27 4 Ao o) =l 2 G =& 9
10 4 10 4 9 0 10 4 18 0 28 4

> IS =PS.

Priklad 5.11: Rieste rovnicu X.(A —B)=A +B" (1) pre nezndmu maticu X, kde

1 -2 0 -1 .
A = abB = . Urobte skusku:
0 1 1 -2

RieSenie:

C:A—B=(1 _]j' D:A+BT:(1 _2j+(0 1)
-1 3 0 1 -1 -2

*(3 2 )

Schematicky zndzornime operacie pri zvolenom oznaceni:
XC=D—- XCC'=DC*'—> XE=DC'—> X =DC'

Pozor !! ndsobim sprava maticu € aj D maticou C™! Vypogitajme inverznii maticu €™

1 410 (1 -410) (1 -119) |1 0
-1 3j01) (0 2f11) {0 1|55] |0 1
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Priklad 5.11: pokra¢ovanie rieSenia

Urobime skaSku priebezne, ¢i sme spravne uréili inverznii maticu, pretoze pre musi platit’:

3

> (1 _1}(1 O]Hc.c-lzs
111 3

2

0 1
1 - 1 0
X= = :
S i P
Skuska spravnosti do vstupnej rovnice (1):
1 -2y (0 -1)] (1 oY1 -1) (1 -1
0 1)1 -2)| (-2 -1)}-1 3) (-1 1

= 1 -2 0 1 1 -1
PS: A+B = + = —= [S=PS.
0 1 -1 -2 -1 -1

N FRPN |-

NIFPN|w
N|FPN| -

1 0
LS: X.(A-B)= (_2 _J.

o
B

3. 2
#= pDDA

—
|

Uloha 6:

P

re matice A a B z prikladu 5.10 rieste maticov(i rovnicu (A—B).X= A + B' pre nezndmu

maticu X.

Uloha 7:

P

re matice A a B z prikladu 5.10 rieste maticov(i rovnicu AX=2B X+A +B" pre

neznamu maticu X.

Kontrolné otazky

1

2
3
4

. Aky postup rieSenia pozname na urcenie inverznej matice? Vyslovte postup.

. Akt rovnost’ mozno napisat’ pre st¢in matice a k nej inverznej matice (pokial’ existuje)?
. Ktoré zdsady musime dodrziavat’ pri rieSeni maticovej rovnice?

. Odhadnite, ¢i dostaneme rovnaky vysledok v Ulohe 6 ako v priklade 5.10. Svoje tvrdenie
zdovodnite.

Co schematicky zndzornuje:

CE oo EC?
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Kapitola 6
DETERMINANT MATICE

Ucéebné ciele:

- Oboznamit sa so zakladnymi pojmami suvisiacimi s determinantmi Stvorcovej matice a
vediet’ ich definovat’;

- Naucit sa zakladné operacie s determinantmi: sucet, nasobenie determinantu ¢islom,
subdeterminant;

- Vediet ur¢it hodnotu determinantu Stvorcovej matice stupnia n, kde n = 1, 2, 3, ....
roznymi spésobmi (pre n = 3 Sarrusove pravidlo; pre n > 4 rozvojom podl'a 'ubovol'ného
riadku, alebo Upravou na trojuholnikovy tvar);

- Vypocitat’ inverznlil maticu pomocou determinantov;

- Vediet pracovat’ s interaktivnymi apletmi (www stranky na internete a rozne softvéry na
vypocet), ktoré ponukaju rieSenie determinantov pre kontrolu, alebo urychlenie vypoctu.

Klucové slova: determinant Stvorcovej matica, Sarrusove pravidlo, Laplaceov rozvoj
determinantu, algebricky doplnok, subdeterminant, adjungovana matica.

Pozadované vedomosti: znalost’ Gpravy algebrickych vyrazov, pojmov a operacii s maticami.
Zrucnost’ v aplikovani Gaussovho algoritmu a ostatnych poznatkov z predchadzajdcich
kapitol.

Motivacia
V redlnom svete potrebujeme riesit’ realne problémy, ktoré formulujeme podla ich naro¢nosti

do systémov rovnic. S nimi savisi aj pojem determinant matice a jeho vypocet. Tato kapitola
je pripravou na rieSenie systému linedrnych rovnic.

6.1 Determinant matice a vypocet determinantu matice druhého a tretieho
stupia

K pojmu determinantu nés privedie Ovaha, tykajuca sa rieSenia systému rovnic o dvoch
neznamych, ktoru si zapiSeme v tvare:

ai Xy +apXx=hy
do1 X1 T apXo= bz (61)

Hrladajme rieSenie systému (6.1) spdsobmi, ktoré sme sa naucili na strednej Skole, t.j. budeme
sa snazit’ eliminovat’ jednu nezndmu Gpravami rovnice postupom:

1. krok: Vynasobme prvu rovnicu ay, a druhd rovnicu (-a;2) a rovnice séitame:
ai Xy +tapXe=byi/axn +

a1 X1 + Az X2 = b/ (-a12)

(a11 a2 - ap@z1) X1 + (12 822-A12822) X2 = by A2 - bo @12
(11 g2 - @10821) X1 = b1 axp - bra

e— — b1a22 — bza12 (6.2)
18y, — a8y
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2. krok: Vynasobme prvu rovnicu ap; a druht rovnicu (-a;;) a rovnice séitame:
ai Xy +apXe=hbi/axn
+

a1 X1+ apXe=by/ (—an)

(a11 @21 —@11821) X1 + (A12821 — @11822) X2=bg @ — bran
(a12@21 —a1182) X2 = by ax1 —br a1
(ar1822 — a2@2) Xo=hoa;1 — by axn

 E— X, = —bzaﬁ _ blaZl (63)
a;,8,, —a;,8,

Definicia 6.1 — Matica systému

Pod maticou systému dvoch linearnych rovnic o dvoch neznamych, uréenymi rovnicami
(6.1) rozumiem maticu typu 2 x 2, ktorej prvky su koeficienty pri neznamych, pri dodrzani

poradia:
CTRCY
: 6.4

(a’ZI aZZJ ( )

Definicia 6.2 - Determinant Stvorcovej matice prvého a druhého stupiia
Determinant Stvorcovej matice A typu n x n definujeme ako ¢islo, uréené predpisom:
1. pren=1,tj. jednoprvkovld maticu A = (a;;) det A = aj; ¢o mdzeme zapisat’ aj:

| a11| = @11, (Determinant matice A oznacujeme aj symbolom | A |.)

2. pren=2,tj. pre maticu sustavu (a“ a“j ako:
a21 a22

& 8y

aZl a22

D=detA= =88y, — 8,8y, (6.5)

tj. ako rozdiel sucinu prvkov v hlavnej diagondle so sicinom prvkov vo vedlajSej
diagonale.

Vidime, Ze tento vyraz sa nachadza v menovateli obidvoch vyrazov, urcujucich rieSenie
systému dvoch rovnic (6.1). Mozno si polozit’ otazku: Ako ziskame vyraz, ktory sa nachadza
v ¢itateli zlomku v rovniciach (6.2) a (6.3)?

Vytvorme maticu A, ktora vznikne tak, Ze v matici systému A nahradime prvy stipec,
stlpcom pravych stran, t.j. ziskame maticu

A= (bl aﬂ). (6.6)

b2 a22
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b1 alZ

K nej prisliicha Dy = det A 1= =ba,, —b,a,;. (6.7)

2 a22

Rovnako vytvorme maticu A o, ktord vznikne tak, Ze v matici systtmu A nahradime druhy
stlpec, stlpcom pravych stran, t.j. ziskame maticu

A 2= (ail blj . (68)
a‘lZ b2

&, b

K nej prislicha D, =det A 2= =bh,a,-ha,. (6.9)

a, b
Takze hl'adané rieSenie R, ak D #0 modzeme zapisat’ v tvare:
D D
R = iX, X, {= X, =—2%, X,=—2. 6.10
b= =2 =2 (610)

Vidime, Ze rieSenie sustavy dvoch rovnic o dvoch nezndmych tvaru (6.1) mdzeme namiesto
zéapisov tvaru (6.2) a (6.3) zapisat pomocou determinantu ato v tvare ur¢enom vztahmi
(6.10). Tato skuto¢nost’ zovSeobectiuje tzv. Cramerova veta, v ktorej pojedndme pri rieSeni
systému rovnic v nasledujlcej kapitole 7.

% Otazkal:

4
Je determinant matice A =( SJ rovny 23?

Odpoved
_ 3 4
O spravnosti vyroku sa presved¢ime vypoctom 2 5" 3.5—- {4.(—2)} =15+8=23

——> odpoved’ ano.

Definicia 6.3 - Determinant Stvorcovej matice tretieho stupia

8, @,
Determinant Stvorcovej matice A =|a,, a,, a, | typu 3 x 3 definujeme ako ¢islo,

a‘31 a‘32 a‘33
uréené vztahom (6.11), ktoré nazyva sa Sarrusovym pravidlom:
&y d,
det A = a21 a'22 a23 = (a11a22a33 + a’.l.2a23a31 + a13a21a'32 )_ (a31a22a13 + a32a23a11 + a'33a'21a:l.2)
a31 a‘32 a'33

(6.11).

A
Poznémka: Sarrusove pravidlo schematicky znazorfiuje postup na obr. 6.1.
K determinantu z pravej strany pripiSeme prvé dva stipce aurobime suéiny trojic prvkov
pospajanych Ciarami v postupnosti: suiny iduce ,,zI'ava doprava® (oznafené cCervenymi
¢iarami) maju kladné znamienko, suciny iduce ,,sprava dolava® (ozna¢ené modrymi Ciarami)
znamienko zaporné.
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Obrazok 6.1: K vypoc¢tu determinantu treticho stupia

1. Tak isto mozno postupovat’ ak si pod determinant matice podpiSeme prvé dva riadky a
urobime sucet sucinov v smere hlavnej diagondly a odc¢itame sucet sucinov v smere
vedlajSej diagonaly.

2. Na vypocet determinantu matice vysSieho stupiia ako tri, uz neexistuje pravidlo ako pre
treti stupent (n = 3), ktoré by sme mohli pouzit. S vypoctom sa oboznamime neskor.

Prostrednictvom nasledujdcich viet uvedieme vybrané vlastnosti determinantov:

Nech A je Stvorcova matica.

Veta 6.1 Determinant matice A a k nej transponovanej matice sa rovnaju, t.j.
Al = |AT]

Veta 6.2 Determinant matice sa nezmeni ked’ v matici k niektorému jej riadku (stlpcu)
pripo¢itame nasobok iného jej riadku.

Veta 6.3 Ak v matici A je jeden riadok (stipec) nulovy, |A| = 0.

Veta 6.4 Ak v matici A st dva riadky (stipce) rovnaké, |A|=0.

Veta 6.5 Ak v matici A vymenime navzajom dva riadky (stipce), determinant matice
zmeni znamienko.

Veta 6.6 Ak v matici A je jeden riadok (stipec) matice linearnou kombinaciou
vybranych riadkov (stipcov), |A| = 0.

Veta 6.7 Ak v matici A vynasobime 'ubovolny riadok (stipec) ¢islom o réznym od
nuly, tak determinant matice, ktori dostaneme, sa rovna a — nasobku
determinantu matice A.

T
Poznamka:

Vety 6.1 — 6.7 nam umoziujl zjednodusit vypodet determinantu tak, Ze riadky (stipce)
vynasobime vhodnymi &islami a pripo¢itame ich k inym riadkom (stipcom) za Gi¢elom, aby
sme dostali ¢o najviac ntl v riadku a nasledne pouZijeme rozklad determinantu podla tohto
riadku (stipca), ¢o vyuzijeme pri vypoétoch determinantov vyssieho stupiia. Tento algoritmus
vyuziva Gaussovu elimina¢nu metddu, s ktorou sme sa oboznamili v kapitole 5.
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2 -1
Priklad 6.1: Vypocitajte determinant matice | 0 2 3 |.
-1 0 5
RieSenie:
1 2 - 1 2 -1 1 2
0 2 3=02 3 0 2=
-1 0 5 |-1 0 5 -10

[1.2.5+2.3.(-1) +(-1).0.0]-[(-1).2.(-1) +1.3.0+ 2.0.5] = [10-6]-2=2.

4

X
Priklad 6.2: Rieste rovnicu pre neznamux: |3+ e 0
X

RieSenie:
Vypoctom determinantov ziskame kvadraticka rovnicu
3+(x*-4)=0 — X¥-1=0->x=1,x,=-1.

Skuska spravnosti:

prex;=1: IS: 3 +

1 4
=3+(1-4)=0,
11

prex,=-1: IS: |3|+ _1

4
JJ: 3+(1-4)=0 — IS =PS.

2 -6 4
Priklad 6.3: Vypocitajte determinant matice | -7 6 5.
8 -9 1

2 -6 4 1 -3 2
Riesenie: | —7 6 5=21 -3 6
8 -9 1 8 -9 1

1 -3 201 -3
220 0 40 O=
8 -9 1 8 -9

{1.0.10 +(-3).4.8+2.0.(-9)} —{2.0.8+1.4.(-9) + (-3).0.1} =2.(-60) =-120.

Upravy, ktoré sme urobili: - z prvého riadku sme vynali &islo 2;
- k druhému riadku sme pripo¢itali treti riadok;
- od druhého riadku sme odcitali prvy riadok;
- pouzili sme Sarrusove pravidlo.

T
Poznamka:

Sarrusove pravidlo mézeme samozrejme ihned’ pouzit’ na zadany determinant prikladu 6.3:
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2 -6 4 2 -6

-7 6 5 -7 6=[26.1+(-6).5.8+4.(-7).(-9)]-[4.6.8+2.5.(-9) + (-6).(-7).1]=
8 -9 1 8 -9
12— 240+ 252 — (192 — 90 + 42) = —120.

% Otazka 2:
Ktory postup v priklade 6.2 je pre Vas vhodnej$i? Zddvodnite si!

Priklad 6.4: Vypocitajte moment sily F posobiacej v bode A vzhl'adom na bod O, ked’
F=374+47+2k [N], A=(3,1,0), 0= (0,0,0). Suradnice bodov A, Osl dané
vV metroch.

RieSenie:

Nakol’ko moment sily je definovany ako vektorovy suc¢in ramena sily a posobiacej sily,
vyjadrime ho: M =# X F.

Opét mozno vyuzijeme vypocet prostrednictvom determinantu a Sarrusovho pravidla:

Vyjadrime si polohovy vektor 7 = 04 = (A —0) = (3,1,0) a

= (2T + 12 k)-(3k + 6]) =21 — 6] + 9k.

|

Il

=

X

T

[l
xﬁj o~
S -y
e I B

1]
W W ~¢
B S~y
N O &
W W =~y
BSOSy

Priklad 6.5: Rozhodnite, ¢i vektory u, ¥ a Z sU linearne zavislé alebo linedrne nezavislé,
ak@ = (0,2,1), 3= (0,-3,1) Z = (2,3,—1).

Riesenie:

Pri rozhodovani o linearnej zavislosti mézeme vyuzit Vetu 6.6, tj. ur¢ime hodnotu

determinantu a podl'a vysledku rozhodneme. V pripade ak | A | =0, vektory su linearne
zavislé, lebo hodnota determinantu je nulova ak dva riadky su zavislé.

0 2 1 ) 4
0 -3 1|=2(-D¥| 5 ;|=2.@2+3)=10 #0 —= vektorys(
2 3 -1

linearne nezavislé.

Priklad by sa samozrejme mohol riesit’ i cez hodnost’ matice. V pripade, Ze vyjde h =3,
tri zadané vektory su linearne nezavislé.
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Priklad 6.6: Stanovte vysledny moment M sil vzhladom na bod O = (1,1,1), ked:
F, =1+ 27 — 3k [N], posobisko je v bode 4, = (2,—1,3) asily F, = 2f — 3] + k [N]
s posobiskom v bode 4, = (3,5,1). Sdradnice bodov A1, A, O su dané v metroch.

RieSenie:
Nakol'’ko moment sily je deﬁnovan}'/ ako vektorovy sucin ramena sily a posobiacej sily,

vyjadrime ho: M=% xF. Vysledny moment je urceny Vektorovym suctom momentov
obidvoch sil, t.. M= M1 + Mz \Vyjadrime Ml =7 X Fl aMz =7 X FZ

7 =04,=02-1-1-1,3-1)=(1,-2,2)
H» =04,=3-15-11-1) = (2,4,0)

o - A i j ok
M = Ml +M2=?1 XFl ‘|‘7"—2> XF2= "x Ty Tz + |7 T2y T2z
le Fly Flz FZx FZy FZZ
|t 7 k| T T Kk S S
M=|1 Z2 2|+|]2 a4 o|l=Qi+5+ 4k)+ (4i—2]—14k) =
1 2 -3 2 -3 1

M = (67 + 3] —10k).

Priklad 6.7: Urcite vektor okamzitej rychlosti v, ktory je dany predpisom v =@ X 7,
kde vektor uhlovej rychlosti ma stradnice @ = (0,0,2m) v jednotkach [s]. Casova
zavislost’ polohového vektora 7, uréeného v metroch, je v kartezianskej sdradnicovej
sstave dany predpisom 7 = 2AtT + Bt%] + k . Vypogitajte velkost okamzitej rychlosti
pre Casovy okamih t = 3 s. NapiSte v akych jednotkach su urcené konstanty A a B,
vystupujlce v polohovom vektore.

RieSenie:
Vztah medzi obvodovou auhlovou rychlostou je uréeny vztahom v =w X7 .
Vyuzijeme vypocet prostrednictvom determinantu a jeho rozvoja podl'a druhého riadku:

A A 2 I O S S ;
V=0 X7 =|w, w 5|0 0 2r|=21(1D"* 2At B2
Tx ry Ty 2At Bt? 1

v(t) = Bt*T — 2At]

[3(t)] = /(Bt2)? + (—2At)2

v(t =3s) =+/(B32)2 + (—24.3)2 = /(B32)% + (24.3)2 = 3V9BZ + 442 ms~!

Rozmer konstant: [B] = [m.s?], [A [=[m.s™].
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Priklad 6.8: Ur¢ite ako sa zmeni determinant matice A, ak maticu vyndsobime ¢islom
a 0 avieme, Ze matica A, je Stvorcova matica stupiia n.

RieSenie:

Vynasobit’ maticu ¢islom znamena kazdy jej prvok vynasobit’ ¢islom a. Na zaklade V 5.7

si uvedomime opaény postup, z kazdého riadku determinantu matice a A v zmysle
vlastnosti determinantov si vyjmeme ¢islo a. Postup ukazeme na konkrétnej matici 3 x 3.

0 3 1 0 3 1 |0 3 1
A=|1 -1 -1|= detA=|1 -1 -1=/1 -1 -1 :1.(—1)2“? 1JJ:
-1 2 0 -1 2 0 (0 1 -
=(-)[-3-1]=4
0 3 1 0 3a «a 0 3a a«a
aA=a 1l -1 -1l|=| a -a -a|= detcA=|a -a -a|=
-1 2 0 -a 20 0 -a 20 0
0 3 1 0 3 1 0 3 1 B
a -a -al=aal -1 -l=aaa|l -1 -l=a’detA
-a 2a 0 -a 2a O -1 2 0

Priklad 6.9: St dané body A=(0, 1,-1),B=(2,-1,0),C=(1,2,1),0=(0, 0, 0).
Urcite a) objem rovnobeznostena ur¢en¢ho vektormi OA, OB, OC.

b) uhol vektorov OB a OC,

¢) plochu podstavy urcenej vektormi OB a OC.

RieSenie:
Vyuzijeme fyzikalny vyznam zmie$ané¢ho sucinu a jeho zapisu v tvare determinantu, ktory

urcuje objem rovnobeznostena. Vektory umiestnime do spolo¢ného bodu O, takze ich
suradnice su totozné so suradnicami bodov:

0 1 -1 |o 1 -101
a)V=[2 -1 0||=[2 -1 0|2 -1=|(0+0-4)—(1+2)|=|-7|=T7obj.j.
1 2 1| 1 2 1)1 2

b.C 2.1+(-1).2+0.1

b) COSax = —— = =0 = vektory st kolmé
blel /22 + ()2 N1% + 27 41 g
i J k
o P=[2 -1 0 =\—T+4E—(—|Z+2])\ =\—T—21+5R\ = J(-1)? + (=2)’ + (5)? = 54 pj.
1 2 1

Iny spdsob vypo&tu: nakolko su vektory kolmé, jedna sa o plochu obdiznika P = ab.

b|=v22+1=45, [c|=v1+22+1=4/6 ——= P =430=547p,].
B[+ ¥
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Kontrolné otazky

N

Je spravny vyrok ,,Determinant je uréeny skalarom, ak prvky matice su realne ¢isla““?
K akym maticiam existuje determinant?

Co vieme povedat o stupni determinantu S3tvorcovej matice adeterminantu K nej
transponovanej matice?

Mozno vyuzit Gaussov algoritmus elementarnych riadkovych operacii na vypocet
determinantu matice?

Co znamend nasobit’ determinant ¢islom? Ako sa zmeni jeho hodnota?

Majme S$tvorcovii maticu stupnia dva. Ako sa zmeni determinant matice, ak maticu
vynasobime ¢islom dva?

. Majme Stvorcovi maticu stupna Styri. Ako sa zmeni determinant matice, ak maticu

vynasobime ¢islom dva?
Na aky vypocet pouzivame Sarrusove pravidlo? Objasnite ho!

Je spravny vyrok ,,Ak v matici vymenime dva riadky, determinant tejto matice nezmeni
hodnotu“?

10. Viem pouzit' determinanty na urCovanie linearnej zavislosti, resp. linearnej nezavislosti

troch vektorov v 3D? Ak ano, vysvetlite postup.

11. Vysvetlite pojem regularna matica.

;.fd—.-;u'}'
& pPDDA
. ] . sinX  COSX
Uloha 1: Vypocitajte determinant e
—COSX SinX
01 2
Uloha 2: Rieste rovnicu ) +0 x 1]=0
X
2 2 -

. 1 -1 2
Uloha 3: Vypocitajte determinant matice A 2( ] .

0 3 -2

2 1 -1 2 1 -1

Uloha 4: Vypo¢itajte determinant maticeB=| 0 -1 3|-3/0 -1 3.

-2 0 1 -2 0 1
. . . , 2x-1 2x |x-1 x-3
Uloha 5: RieSte rovnicu pre nezndmu x: + =
3Xx—2 3x| |Xx-5 x-7
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6. 2 Vypocet determinantu stupna n, pren >3

Determinant n -tého stupna vo v§eobecnosti mézeme pocitat’ dvomi sposobmi:
a) rozvojom podl'a P'ubovolného riadku alebo stipca,

b) upravou na trojuholnikovy tvar, kedy hodnota determinantu sa rovna suc¢inu prvkov hlavnej
diagonaly determinantu.

Uké&Zzme si obidva spdsoby:
A) Rozvoj determinantu $tvorcovej matice podla riadku (stipca)

Determinant $tvorcovej matice stupfia N > 3 mozno vypocitat' tak, Zze ho rozviniem podla
I'ubovol'ného riadku alebo stlpca. K tomu si potrebujeme zadefinovat’ determinant Aj; , resp.
Ajj, s ktorym pri vypocte determinantov vyssich radov budeme pracovat’.

Definicia 6.4 - Determinant A;j resp. Ai;

Nech A je determinant prislichajici k Stvorcovej matice A stupna n, t.j.

8; 8, 83 . &,
ay . . . 3y,

anl anZ an3 : ann.

Pod determinantom Aj; budeme rozumiet' determinant, ktory vznikne z determinantu
A vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca, t.j. pre i =1 a j =1 (obr. 6.2).

Obrazok: 6.2 K tvorbe determinantu A;;

Napriklad pre determinant A;; dostaneme

a22 a23 ) a2 n

A=

d, a,; . a

(6.12).

nn

7=
Poznémka: Determinant Aj; je stupnia n-1, t.j. 0 stupenl nizsi ako stupen determinantu A.
Rozvoj determinantu podla prvého riadku uréuje veta 6.8:
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Veta 6.8 Laplaceov rozvoj determinantu Stvorcovej matice A podla:

prvého riadku je urceny:

| A= au(-1)"Y Al + ap(-1)"% Aggl +ais(-1)""°) Agg| + ...+ aa(-1)"" A, (6.13)

alebo T'ubovol'ného i-teho riadku:

| A | = an(-1)™ Aul + ap(-1)"7 Apl +ais(-1)"% Agl + ..+ an(-1)" Al =
iZﬂ:(_]-) Jaij‘Aij‘

kdei=1,2,....,n

resp. P'ubovolného j-teho stipca:
| A= ay(-D)™ Ayl + ag(-1) T | Ayl + ag(-l) M Agl + .t ag(-l) "] Ayl =

jzril:(_l)i”aij ‘Aij "

kdej=1,2,....,n.

&
'Poznémka: Nech A je $tvorcova matica treticho stupfia. Determinant matice
&y &y 83

A=|a, a, a, |moznourdit rozkladom :
a3l a32 a'33
a22 a23 aZl a23 a21 a22
|A|=a11 | Air|-a2| A | +az| Az |=an — ap + a3 :
32 3 a’3l a33 a3l a32

Priklad 6.10: Vypocitajte determinant matice A na zaklade rozvoja podl'a vybraného

1 -2 3 1
iadku (stf )0_1 20
riadku (stlpca :
1 1 2
2 2 01

RieSenie:
Vyberieme si rozvoj podla prvého stipca, napriek tomu, Ze Sikovnejsie by bolo podla
druhého riadku. Viete preco?

1 -2 3 1
0 1 o0 1 20 -2 3 1
B 1D 3 -1 2|+0+(-D(=D*-1 2 o+
4 8 % (-1 D)
2 0 1 2 0 1
2 2 01
—2 31
2)(=D*-1 2 0|=3-(-5)-2.(-7)=22.
3 -1 2
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Priklad 6.10: pokracovanie rieSenia

Skuska: O tom, ¢i sme spravne pocitali sa moézeme presvedcit’ vyuzitim IKT. Vyberieme
si  kalkulacku na http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi. Vysledok potvrdzuje nami
vypocitani hodnotu (obr. 6.3).

, http: A fwims unice. fr Awims fwims. cgi

Feferences Help

Matrix calculator

1 —2 3 1
0 —1 2 0
A= (—1 3 —1 2)
2 2 0 1
ranbe(by =4
trace(A) =10

Obrazok: 6.3 Vypocet determinantu pomocou IKT

*z Otézka 3: Preco v Priklade 6.10 je vhodnejsie robit’ rozklad podl'a druhého riadku?

Odpoved’: PretozZe dva prvky sd nulove a teda musime pocitat’ len dva determinanty.

Priklad 6.11: Vypocitajte determinant

1 2 31
2 -1 20

-2 0 1 1|
3 1 -10

RieSenie:

Budeme postupovat’ v zmysle pravidiel viet 6.1 — 6.7 aplikdciou ERO na dosiahnutie
determinantu, v ktorom ziskame jeden stipec (prvy) pod vodiacim prvkom a;; samé
nulové prvky. Po tychto utkonoch moézeme pouzit poznatok vety 6.8 arozvinut
determinant podla prvého stipca, kedy dostaneme determinant treticho stupiia. Ten
vypocitame pouZitim Sarrusovho pravidla. PouZili sme nasledovné Upravy:

1. krok GA

- 1. riadok (R) vynasobime ¢islom (-2) a pripocCitame k 2. R;

- 1. R vynasobime ¢islom 2 a pripoc¢itame k 3. R;

- 1. R vynasobime ¢islom (-3) a pripocitame k 4. R, kedy sme ukonc¢ili 1. krok GA
a vynulovali prvky v prvom stipci determinantu pod prvkom aja;

- rozvinuli sme determinant podla prvého stipca apouzili Sarrusove pravidlo pre
vypocet determinantu treticho stupna:
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Priklad 6.11: pokracovanie rieSenia

1 2 312 |1 2 3 1@ |1 2 3 1|3

2 -1 20+ [0 -5 -4 -2[. |0 -5 -4 -2 B
2 0 11/ . |2 0 1 1|+ |0 4 7 3 B
3 1 -1 0| . 3 1 -1 o|l. [3 1 -1 o+

1 2 3 1
5 -4 -2/-5-4
0 -5 -4 -2

= —OE)* 4 7 34 T-=

0 4 7 3
-5 -10 -3 -5-10
0 -5 -10 -3

=[(=5).7.(=3) + (—4).3.(=5) + (2).(4).(-10)] - [(-2).7.(-5) + (-5).3.(~10) + (—4).(4).(-3)]

=(105+60+80) — (70+150+ 48) = 245268 = —23.
Skuska:

Zadajte hodnoty determinantu do kalkulacky na http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi-
pozri Obr. 6.4. hodnota determinantu.

H

s At mltiplier | +

»

wimns.unice. fr fwd=reply&module =tool%2Flinear %2F matrix.engma

Matrix calculator

1 2 3 1

2 -1 2 0
A_(—Z 0 1 1)

3 1 -1 0

rank(A) =4
£t So
trace(A) =1
The matrix is not symrnetric.

Obrazok 6.4: Skuska vypoctu determinantu
prostrednictvom interaktivnej kalkulacky

% Otézka 4: Akl operaciu sme pri vypoéte mohli eSte urobit, aby sme poditali pri
Sarrusovom pravidle s mensimi ¢islami?

Odpoved’: Napriklad od¢itat’ od treticho riadku prvy. Ziskali by sme jednu nulu.
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B) Vypocet determinantov vysSieho stupiia ipravou na trojuholnikovy tvar

Velmi Sikovnym spOsob pocitania hodnoty determinantu, najmd pre tych, ¢o zvladli
elementarne riadkové operacie, je upravit determinant na trojuholnikovy tvar. O vypocte
hovori nasledujuce veta:

Veta 6.9: Hodnota determinantu Stvorcovej matice n-tého stupia, upravend na
trojuholnikovy tvar, v ktorom kazdy z prvkov a;i # 0 (kde i = 1, 2, ...., n) sa rovna suc¢inu
prvkov hlavnej diagonaly, t.j. det A = a;1. az. ass. ... . am.

JPUOUUC T VyUZTJUITIC vV Oly U. L U T UPTUVITITC UCTTCTTTTITTUN T PUTTTUCUU UUUooUVvVITU TrguTrTuaT o

(GA) a elementarnych riadkovych operéacii (ERO). Postup prezentuje rieSeny priklad:

Priklad 6.12: Vypocitajte determinant Upravou na trojuholnikovy tvar

1 2 31
2 -1 20

-2 0 1 1|
3 1 -10

RieSenie:

Vyuzijeme 1. krok GA rovnaky ako v priklade 6.5:

1. krok GA

- 1. R vynasobime ¢islom (-2) a pripo€itame k 2. R;

- 1. R vynasobime ¢islom 2 a pripoc¢itame k 3. R;

- 1. R vynasobime cCislom (-3) a pripoCitame k 4. R, kedy sme ukon¢ili 1. krok GA
a vynulovali prvky v prvom stipci determinantu pod prvkom aj;

2. krok GA

- 2. R pripocitame k 3. R;

- 2. R vynasobime ¢islom (-1) a pripo€itame k 4. R;

- Vymenime druhy atreti riadok v determinante, ¢im sme dostali vodiaci prvok
2. kroku GA aj; = -1. Pozor pri vymene riadkov podla Vety 6. 3 determinant zmeni
znamienko;

- 2. R vynasobime c¢islom (-5) a pripo¢itame k 3. R, kedy sme ukon¢ili 2. krok GA

a vynulovali prvky v druhom stipci determinantu pod prvkom ay;;
. krok GA
aby sa prvok ass = -1 vynasobime 4. R ¢islom (-3) a pripo¢itame ho k 3. R;

- 3. R vynasobime ¢islom (-6) a pripocitame ho k 3. R, tym sme ukon¢ili 3. krok GA
a mame determinant upraveny na trojuholnikovy tvar;

- Hodnotu determinantu vypocitame podl'a V. 6.9 ako sucin diagonalnych prvkov:
det A = adi1. dyo. A3z, A44a.

W
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Priklad 6.12: pokra¢ovanie rieSenia

1 2 31/(=2) |1 2 3 1/@ |1 2 3 1|3
2 -1 20+ |0 -5 -4 —2|. |0 -5 -4 -2
2 0 11]. 2 o0 1 1|+ o 4 7 3.
3 1 -10 . |3 1 -1 0. |3 1 -1 o+
1 2 3 1|3 |1 2 3 1|. ]1 2 3 1
0 -5 -4 -2 0 -5 -4 -2/ |0 =5 -4 -2|(-1
o 4 7 3. o 4 7 3|+ o -1 3 1.
0 -5 -10 -3/ + |0 -5 -10 -3|. |0 -5 -10 -3| +
1 2 3 1 |1 2 3 1. 1 2 3 1
0 -5 -4 -2/ |0 -1 3 1|5 |0 -1 3 1
0 -1 3 1 |0 -5 -4 -2+ |o 0 -19 -7|+
0 0 -6 -1 |0 0 -6 -1 0 0 -6 -1|(-3)
1 2 3 1 1 2 3 1
B T N L T VNI
0 0 -1 —4|(-6) |0 0 -1 -4
0 0 -6 -1| + 0O 0 0 23

Samozrejme dostali sme rovnaky vysledok ako pri vypocte predchadzajucim spésobom
(pozri obr. 6.4).

Priklad 6.13: Vypocitajte determinant rozkladom podl'a uréité¢ho riadku:

2 1 0 2
3 5 -7 1
4 2 1 3|
-1 0 1 -

RieSenie: Zvolime si rozklad podl'a prvého riadku, lebo je tam jedna nula:
2 1 0 2

3 5 .7 1 5 -7 1 3 -7 1 3 5 -7
A= L o _1 2 =2(-1"2 1 3|+1(-1*|4 1 3|+2(-1"|4 2 1|=
Lo 1 0 1 - -1 1 - -10 1

=2/(-32)+14+66 =16.
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Priklad 6.14: Vypocitajte determinant D a najdite vSetky X, pre ktoré plati D(x) > 0:

x -1 0 O X

0 x -1 0 0
D=0 0 x -1

0O 0 0 x -1

1 0 0 0 O
RieSenie:

Rozvinieme si determinant podl'a piateho riadku a nasledne podra prvého stipca:

-1 0 O
o g 10 0 0 0 x
X —
D=1.(-)"° =)D x -1 O|+x(-D)*x -1 0=
0O x -1 0
0O x - 0 x -
0O 0 x
-1 0 X -
=(-)(-D)(-)** JJ —xX(=D*? “ =1-x*>0
X - 0 x
1-x*=(1- %) (1+x%) >0, (1+x% >0 pre vietky x
1-X)(I1+x) >0 === x>-1(1x<1 = -1<x<1
++U-- 1-Xx<0N1+x<0 == x>1(1x< -1 == 0 mnozina

——=D>0pre -1<x<1

xl’w >
# pDDA

Uloha 6: Vypogitajte determinant a najdite vietky x, pre ktoré plati D(x) = 0

N 4

x 0010
01 000
D=0 0 x 0 1
0 0011
1 00 1 x

Uloha 7: Vypogitajte determinant D z Glohy 6 a najdite v3etky x, pre ktoré plati D(x) < 0.
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6.3 Inverzna matica

Ako je zname, kazdému cislu z mnozZiny R, resp. Kroznemu od nuly existuje také Cislo
redlne, resp. komplexné, Ze ich sucin déva ¢islo jedna. Je na mieste polozit’ si otazku:

*z Otazka 5: Existuje ku kazdej matici A taka matica X, Ze plati A.X = X.A = E?

Po nastudovani tedrie si na niu odpoviete.

Definicia 6.5 — Regularna a singularna matica

Stvorcovd maticu A typu n x n nazyvame regularnou, ak determinant matice je nenulovy,
tj.] A | # 0, ¢o je ekvivalentné vyroku, ze hodnot’ matice A je n. Stvorcovi maticu

A nazyvame singularnou, ak | A | =0.

Priklad 6.15: Zistite za akej podmienky matica je reguléarna, ak a, b, ¢, d st realne ¢isla a

a 1 0 0

-1 b 1 O
A= .

0 -1 ¢ 1

O 0 -14d
RieSenie:

Vyjdeme z Definicie 6.5 — ak je matica regularna | A | # 0. Upravime maticu pomocou
ERO na tvar odpovedajici ukonc¢enému 1. kroku GA:

a 1 0 0 -1 b 1 O -1 b 1 O -1 b 1 O
-1 b 1 0 a 1 0 0 0 ab a ©0 0 -1 ¢ 1
0 -1 ¢ 1 0 -1 ¢ 1 0 -1 1 0 ab a O
0O 0 -1d 0O 0 -1d 0 0 -1d 0O 0 -1d
-1 b 1 O

0 -1 ¢ 1 D [-ad +0—ab]-[abcd]

i —_ + i —_
=(-D.(-D*'jab a O|ab a =- #0
0O ab a O
0 -1 d| 0-1
0O 0 -1d

a(d —b) # abcd === (d -b) # bcd .

Definicia 6.6 - Inverzna matica

Nech A je Stvorcova matica. Maticu X, pre ktoru plati: AX = XA = E nazyvame
inverznou maticou k matici A a oznacujeme ju X = A™'. TakZe plati:

AA'=A'A=E (6.14)
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Stretneme sa s dvomi sp6sobmi vypoctov inverznej matice pomocou determinantov lebo
jednotkovej matice s GA. K prvej z nich je nutné poznat’ pojem adjungovana matica, ktory
objasnuje definicia 6.7.

Definicia 6.7 - Adjungovana matica

Nech A je Stvorcova matica n-tého stupfia. Maticu D nazyvame adjungovanou maticou k
matici A

Dll DZl ' Dnl
D, D D

adjA=| ©* % ", (6.15)
Dln D2n * Dnn

kde Djj = (-1)i+j|Ai,-| prei, j=1,2,..n sanazyvame algebrické doplnky k prvku ajj matice A.

I
Poznémka: Pozor na usporiadanie algebrickych dopinkov!!!" Doplnky prvku i-teho
riadku piSeme do stlpca!

3 4 1
Priklad 6.16: Najdite adjungovant maticu k matici A =|-4 -7 -2|.
6 8 3
RieSenie:
Vyjdeme z definicie 6.7. Vypocitajme si najprv vSetky algebrické doplnky Dj; k matici:
3 4 1
A =|-4 -7 -2|, pre ktoré plati D;j= (- 1)™|A .
6 8 3
-7 -2 4 1
Dy- (-1)** =-21+16=-5 Doi- (- 1)** =—(12-8)=-4
3 8 3
Dis- ( 1)“2_4 2 (~12+12) =0 Dyp-( 1)2+23 1 9 6-3
= 6 3| It 6 3
—4 -7 3 4
Dys= (—1)'*3 =-32+42=10 Dy (-1)**® =—(24-24)=0
13=(-1) 68‘ 23()68( )
Das- (—1)** 4 21++416=-5 Dgy-(-1)*" dol 8+7=-1
33: —4 -7| - - —7 -2 -
1 -5 -4 -1
Dap- (-1)**? s 2‘=—(—6+4)=2 —— adjA = |0 3 2|
10 0 -5
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"F;_\;_\. 7
%' Poznamka:

1. Pozor na usporiadanie algebrickych doplnkov - nastava zamena poradia indexov!

2. Pre praktické poéitanie je vypocet inverznej matice A™ cez determinanty vhodné len pre
matice typu najviac 3 x 3. Pri vyssich stupnoch vyuzivame IKT.

Definicia 6.8 - Vypocet inverznej matice

Nech A je regularna $tvorcova matica, potom inverzna matica A™ k matici A je uréena

predpisom:

a_ 1
Al

kde (Dij)nxn SU prvky adjungovanej matice k matici A uréené predpisom Dy = (—1)™|Aji,

A adj A, (6.16)

ktoré nazyvame algebrické doplnky. Takze inverzni maticu A mozno vyjadrit:

1 1 Dy Dy Dy 1 |A11| _|A21| |A3l|
A'lzwade ZW D12 D23 D32 » TEsp. A-l =|_ _|A12| |A23| _|A32| -(6-17)
D13 Dzs D33 |A13| - |A23| |A33|

Priklad 6.17: RieSte rovnicu pre neznamu maticu X a urobte skusku:

1 2 0 1 6 8
+ X = -2X
(3 1] (1 —ZJ (10 4J
Riesenie:

Rovnica je maticova rovnica. Postupujeme rovnako — ¢leny s neznamou maticou dame na
jednu stranu:

i+ e e

Vyberieme X pred zatvorku, pricom musime dodrzat’ poziciu matice X na pravej strane
a zapiSeme jednotkovu maticu!

(@ 3l 0

[ b S

2 1 5 6 -1 Al -1
10 X= 2 3 ¢o zapiSeme: AX=B=—= A" AX=A"B =—= X=A"B.
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Priklad 6.17: pokracovanie rieSenia

2 1 5 6
kde A= B=
(1 OJ (7 BJ

Teraz uréime A™ Gaussovym algoritmom:

2 111 0 1 00 1 1 00 1 4 (0 1
~] ~ :>A = .
1 00 1 2 11 0 0 1j1 -2 1 -2

Urobime si priebezni skasku: Ak sme spravne poéitali, musi platit A*.A= E:
0 1 2 1) (10
1 -2)110) (01
0 1 5 6 7 3
X = . = ]
1 -2 )\7 3 -9 0

Skusku spravnosti urobime opat’ tym, ze dosadime do pévodnej rovnice:
1 2) (0 1 1 2 0 1 7 3 1 2 -9 0
LS: + X= + = + —
3 1 1 -2 31 1 -2){-9 0 31 25 3
(-8 2
28 4
6 8 6 8 7 3 6 8 -14 -6 -8 2
PS: S2X= -2 = + - .
10 4 10 4 -9 0 10 4 18 0 28 4

>
&= pDDA

Y

L

1 2 2 3 4 1
Su dané matice A = (2 1 —2)‘ B=|-4-7-2|
2 -2 1 6 8§ 3
Uloha 8: Rozhodnite: a) & k matici A existuje inverzna matica. Ak ano ur¢ite ju.
Uloha 9: Pre maticu A rozhodnite o platnosti vyrokova) A=A", b)A*#AT ¢c) B=B™
Uloha 10: Rie3te rovnicu pre neznamu maticu X a urobte skiisku:

1 -1 2 1
X+2 =2X.
2 1 11
Kontrolné otazky

1. Vyslovte podmienku pre existenciu inverznej matice a ako ju mozno vypocitat'.
2. Definujte adjungovanu maticu a jej savis s inverznou maticou.
3. Kde pracujeme s algebrickymi doplnkami D;; k matici a ako st definované?
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Kapitola 7 ) i
SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Ucebné ciele:

- Oboznamit sa so zakladnymi pojmami suvisiacimi so sustavou linedrnych rovnic;

- Naucit sa rieSit’ systém linearnych rovnic viacerymi spdsobmi: s vyuZitim Cramerovej
vety, pomocou inverznej matice a Gaussovym algoritmom postupnych elementarnych
Uprav na zéklade Frobeniovej vety;

- Vediet pracovat s interaktivnymi www strankami na vypodcet ststavy rovnic.

KPiacové slova: systém linedrnych rovnic (SLR), matica systému, matica rozsirena, rieSenie
SLR, Cramerova veta, rieSenie systému, trivialne rieSenie, inverzna matica, Frobeniova veta.

Pozadovaneé vedomosti: znalost’ Gipravy rovnic, rieSenie sustavy dvoch linearnych rovnic
pojmy a operéacie z predchadzajdcich kapitol.

Motivécia

Sotva by sme naSli v histérii matematiky vyznamnejSie meno.
V naSom povedomi sa vybavuje jeho krivka zndzormujica
rozlozenie pravdepodobnosti, s ktorou  nastane ur€ity jav. Nam
vsak odkazal ovel’a viac:

»~Neratajte, ale rozmyslajte.«
O jeho talente sved¢i prihoda z 'udovej skoly:

Ucitel’ cheel ziakov na dlhSie zabavit, a tak im dal zratat’ ¢isla od
jednej do sto. Vsetci zacali pocitat, len devitroény syn miestneho
murara sa zamyslel. V§imol si, ze sti€et dvojice Cisel od zaciatku a

< Carl

¥ Friedrich

% Gauss od konca je vzdy rovnaky (1+100 =101, 2+99 =101). Ked’Ze tieto
stéty sa opakuju 50-krat, namiesto imorného vypoétu staéilo
= vynasobit’ 101 x 50 = 5050 a vysledok bol na svete.

M. B. W. Tent

Obrazok 7.1: Carl Fridrich Gauss *
(1777 - 1855)

V tejto Casti si ukazeme, ako rozhodneme, €i systém rovnic ma rieSenie, pripadne kol'ko ma
rieSeni. Na zaklade znalosti rieSenia sustavy dvoch linearnych rovnic o dvoch neznamych,
s ktorymi ste sa stretli uz na strednej Skole, vieme, Ze moZe nastat’ jeden z troch pripadov:

- systém ma prave jedno rieSenie;

- systém ma nekonecne vel'a rieSeni;

- systém nema rieSenie.
Tieto skuto&nosti mozno zovieobecnit’ aj na systém m-rovnic o n-neznamych. Ulohou bude
rozhodnut,, ¢i systém ma alebo nema rieSenie. Ak &no, tak d’alSou ulohou bude najst’ vSetky
rieSenia systému. Postupne preberieme Styri mozné spésoby rieSenia SLAR, a to pomocou:

1. matic,

2. determinantov, ak m =n,

3. inverznej matice,ak m=nadet A+#0,

4. informacnych systémov.

* zdroj obrazka: http:/Aww.amazon.com/Prince-Mathematics-Carl-Friedrich-Gauss/dp/15688145504reader 1568814550
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7.1 Sustava linearnych rovnic — definicia, pojmy

Je dana sdstava m linearnych rovnic o n neznamych (xy, Xo, ...., Xn), kde a;, 1 =1, 2, ..m,
j =1, 2, ...n, su koeficienty pri nezndmych a b;, kde i =1, 2, ...m su koeficienty na pravej
strane sustavy rovnic (7.1):

A Xy +apXotansXs+ ... +apXs = by
A Xy tapX: + . +amXn = b2 (7.1)

ami X1 tamz2Xo + ... +amnXn = bm.

Zadefinujme si pojmy maticovy zapis SLR, matica systému a matica rozsirena:

Definicia 7.1 — Maticovy zapis SLR
Systém m-linedrnych rovnic o n-neznamych, uréenymi rovnicami (7.1) mozno zapisat’
v maticovom tvare

AX = B, (7.2)
kde maticu A typu m x n nazyvame maticou systému, ktorej prvkami su koeficienty
aij, 1=1,2,...m,j=1, 2, ...n) st realne ¢isla pre pri neznamych X, pri dodrzanom poradi

a B je jednostipcova matica typu mx 1, vytvorena z koeficientov b; (pre i = 1, 2, ....m) na
pravej strane sustavy, ktoré nazyvame absolutne ¢leny:

a, . . a, X, b,
a a X

A — 21 2n , x — 2 , B — 2
aml amn Xn bm

Definicia 7.2 — RozS8irena matica systému
Maticu C, ktora vznikne pridanim stlpca pravych stran k matici systému A, nazyvame
rozSirenou maticou systému linearnych rovnic, ur¢enymi rovnicami (7.1).

a, a, - ,lb

c= a'21 a22 ' aZn EZ ' (73)
) .. Db
a a_|b

ml

Priklad 7.1: NapiSte maticu systému A a maticu rozSirent B systému linearnych rovnic
Vo vSeobecnom tvare, ak m =n = 4.

8y 8, 83 a, &; 8, a; a,|b
R|e§en|e A — a21 a‘22 a23 a24 B= 21 a22 a‘ZS a24 b2
a3l a32 a34 a34 a'31 a32 a'34 a34 b3
a'41 a'42 a43 a'44 a'41 a’42 a43 a44 b4
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T

Poznémka: Pre systém m-linedrnych rovnic o n-neznamych je matica systému A matica
typu m x n amatica vytvorena z neznamych X typu m x 1, t.j. m-riadkova jednostlpcova
matica, ako aj matica B, vytvorena z koeficientov na pravych stranach rovnic.

Definicia 7.3 — Homogénny systém rovnic
System m-linearnych rovnic 0 n-neznamych, ur¢enymi rovnicami (7.1) nazyvame
homogénnym systémom, ak matica B, uréena stlpcom absolutnych ¢lenov ststavy (t.].

koeficienty na pravych stranach) je nulova matica, t.j. bij=0prei=1,2,....,n
A Xy tapXotasXxst ... tapX =0
A Xy tapX + . +anXn =0 (7.4)
ami X1 tamz2Xo + ... +amnXn =0

T
'%Poznémka: Pre homogénny systém m-linedrnych rovnic o n-neznamych sa rovna matica
systému matici rozsirenej.

Definicia 7.4 — RieSenie systému, matica systému

RieSenim (koreniom) systému m-linearnych rovnic o n-neznamych, ur¢enymi rovnicami
(7.1) resp. v maticovom zapise v tvare (7.2), rozumieme usporiadani n-ticu ¢isiel, ¢ize
jednoriadkovi R = (ry, Iy, ... ), (resp. jednostipcovit) maticu, ktora po dosadeni do lavej
strany rovnic systému (7.1) dava rovnost’ Ak rieSenim je nulova matica, t.j. R = (0, 0, ..0)
hovorime, Ze sustava ma trivialne rieSenie.

Priklad 7.2: Pre dan( sustavu linearnych rovnic napiSte maticu systému A a maticu
rozSirend B systému linearnych rovnic:
X1 X2 — X3 — X4 = 2
2X1 =X + X3 +2%X4 =-1
X1 —2Xo+2 X3 +3 X4 =-3
3 X1 + x4 = 1
Riesenie:
1 1 -1 -1 1 1 -1 -12
2 -1 1 2 2 -1 1 2|-1
A= . B= .
1 -2 2 3 1 -2 2 3|-3
3 0 0 1 3 0 0 1|1
Py
& pPpDDA

Uloha 1: Pre dany systém rovnic z prikladu 7.2 uréite hodnost’ matice systému a hodnost’
matice rozSirenej.
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7.2 RieSenie sustavy n-linearnych rovnic o n-nezndmych

e Otazka 1: Ako najdeme riedenie systému rovnic (7.1) a kol’ko ma systém riedeni? Na
tuto otazku budeme vediet’ odpovedat’ po prebrati nasledovnych dvoch podkapitol.

Najprv si ukaZzeme rieSenie systému rovnic, ktorych matica systému A je Stvorcova
matica typu n x n. Pre takato sustavu mozeme pouzit’ tri sposoby, ktoré si postupne ukazeme.

A) RieSenie sustavy nxn pomocou determinantov s vyuzitim Cramerovej vety

S rieSenim dvoch rovnic o dvoch nezndmych, ur¢enych rovnicami (6.1), sme si uz hovorili pri
prezentovani zavedenia pojmu determinant. Jednalo sa o rovnice

a1 Xy +apX=bs

A1 X1+ axnX2=h

Pre rieSenie sme si odvodili vztahy (6.2) a (6.3)
X = b1a22 _bza12 X, = bzan _b1a21
1 T ! 2 '

818y, — 84,8, 38y — 88y

K tymto vzt'ahom mozno dospiet’ s vyuzitim determinantov:

Dl D2

X, Xo f => X =—=, X, =—2%

{ 1 2} 1 D 2 D

kde si definujeme determinant matice sUstavy D a determinant D; resp. D,, v ktorych

prvy/resp. druhy stlpec v determinante ststavy nahradime stlpcom pravych stran: Tento
poznatok pre systém s vys§im po¢tom neznamych zovSeobectiuje Cramerova veta.

Veta 7.1 — Cramerova veta
System n-linedrnych rovnic o n-neznamych, uréeny rovnicami

A Xy +apXotansXs+ ... +apXy = by
A Xy tapX: + . +amXn = b2 (7.5)
aniXgtan2X2 + ... +annXn = by,

ktorej determinant regularnej matice sustavy D # 0, ma prave jedno rieSenie R{xl, Xy e xn}

D D D
R={X,, Xgyooerny X f=> X =2, Xy =—2 v, X, =—", kde
{ 11 2 n} 1 D 2 D n
a; 8p a3 . a, a, a; b a,
a, - S Ay, a, - . b, a,
D = . . . . | F 0 Di =
an1 anz an3 ' ann a'nl an2 an3 b - a

n nn -ty
stipec

D; prei=1,2,...n, jedeterminant matice, ktory A A Dy

vznikne z matice sustavy nahradenim i-teho stlpca D=

stipcom pravych stran siistavy (obr. 7.2).

Obrazok 7.2: K objasneniu pojmu D;
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Veta 7.2 Suastava n-homogénnych linearnych rovnic o n-neznamych ma jediné rieSenie —
totiz nulove (trividlne rieSenie) prave vtedy, ak determinant sustavy je rozny od nuly.

Priklad 7.3: RieSte systém rovnic:

2X1 =3+ 4x3 = 0

X1+ X — X3 =1
—2X1 —Xo+ X3 =3
RieSenie:
Ukazeme si vypocet pomocou Cramerovej vety. Vypocitame determinant matice ststavy
D a presvedcime sa, ¢i je rozny od nuly.

2 -3 4 2\—3 2 -3
A= 3 1 -1| => D=detA= 3/1 3 1=
-2 -1 1 - o

=2+ (-6)+(-12)-[(-8)+2-9)]=-16 +15=-1=0.

Vypocitame si D; az D3 v zmysle vety 7.1:

lﬁ‘-, -3 4 2 ls":r"'.l 4
Di=|[1] 1 -1=9-4-(2-3)=—4 D,=| 3 [1]| -1|=2+36-(-8-6)=52
3/ -1 1 2 B 1
2 -3 o}
Di=| 3 1 (1|k6+6-(-2-27)=41
|1l
2 -1 3
1=& 4 =4, xzz& 52 =52, xgzﬁ "o n
D -1 D -1 D -1

Pre CitateI'nost’ zapiSeme rieSenie v tvare usporiadanej trojici R={4, —52, —41}.
Skuska spravnosti:

Opat’ mozeme si zvolit” dva sposoby: 1. dosadenim, alebo 2. skiskou cez IKT na
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?session=8494D0A307.4&+lang=en&+module=tool%
2Flinear%2Flinsolver.en&+method=coef&+cmd=resume

1.spbsob: (Vhodny spdsob skusky, ktory pouzite na skuske!)

LS1: 2.4-3(-52)+ 4.(-41) =8+156-164=0 = DS1=PSI
[S2: 3.4+ (-52) - (-41) 12-52+41=1 = [S2=PS2
[S3: -24-(-52) -41 -8+52 -41=3 = LS3=PS3

2. sposob: Otvorime si niektord z interaktivnych stranok na internete a urobime si skusku.
Pre dany priklad vysledky zo stranky http://wims.unice.fr prezentuju obrazky 7.3 a 7.4.
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Priklad 7.3: pokrac¢ovanie prikladu

<) Linear solver - Mozilla Firefox

Subor  Upravit  Zobrazit  Histdria  ZalgFky  HNEstroje  Pomocn L3
Sg Linear solver izt
* urice. f =2 AIDDEROIG . 18+ larig =t r = B2 liruaar H2F | hwer, e i rrss i e

Linear solver

This application sohees your Enear systams. You may enter your system by one of the 3 metheds:
= integral methed (tvpe equations in ene block),
= magriz methed (enter the coefficient matrizz and the celumn of constants),
= indiridual method (type coefficients one by one)

'T‘hT menu iz actually under ndividual method Clck on the above hnks to change the method.
3

5?§'L-ILE the coefcients of vour Enens system. (the empty cases will have the valus 0.)

2 x 4|3 »+a z=0
a x4+t k|- ==
2 x+[ »+ r=[3

Solva tho system

Obréazok 7.3: Zadanie systému rovnic do systému na http://wims.unice.fr

Linear solver

Tou have entered the system

Ix+y -=1

2x-3ytd =10
-2x -y +tz=3

This system has a unique solution, which is

{x=4,y=-52,z=-411}.

Obréazok 7.4: RieSenie systému rovnic zo systému na http://wims.unice.fr

& Otazka 2: Je mozné riesit’ pomocou Cramerovej vety (t.j. pomocou determinantov)
zadanu sustavu rovnic?

X1+ Xo — X3 — Xa = 2
2X1— Xo+ X3 +2%X4 = -1
Xy — 2%+ 2X%X3 +3X%4 = =3

Odpoved’: Nie, lebo matica systému nie je Stvorcova matica a teda nie je definovany pre fiu
determinant sdstavy D.

% Otéazka 3: Je ststava homogénnym systémom rovnic?
X1 +Xo — X3 — X4 = 2

2X1— X0 + X3 +2x4 = -1
Xp —2X2+ 2X3 +3%X4 = —3
3 X1 + x4 = 1

Odpoved: Nie, pretoZe koeficienty na pravej strane matice nie s nulové.

T
'% Poznamkal!!!: Ak zistime, Ze matica systému je singularna, t.j. determinant sustavy je
rovny nule, na vypocet pouzijeme Gaussov algoritmus a Frobeniovu vetu, s ktorou sa
oboznadmime neskor.
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Priklad 7.4: RieSte sistavu pomocou determinantov:
2X1 — Xo+4X3= 6

Xy +3%X, — X3 = =3
3X1 + X0+ 2%3 = 1
RieSenie.

Pouzijeme Cramerovu vetu 7.1. Najprv zistime, ¢i matica systému je regularna:
2 -1 -4

D=|1 3 -1=(232+(-1).(-1).3+4.1.1)— (4.3.3+2.(-1).1+(-1).1.2) =
3 1 2

=12+3+4—-(36-2-2) =-13 # 0 = systtmma jediné rieSenie

Vypocitame D; aZz Ds:

6 -1 -4 2 6 -4 2 -1 6
D,=| -3 3 -1-13 D,=|1 -3 -1=0,D,=|1 3 -3=-26
1 1 2 3 1 2 3 1 1
Hradané riesenie je R = {-1,0, 2 }.
Skuska:

LS. 2(-1). 0+42=6 = DS =PS
LS. (-1)+30-2 =-3 = IS =PS
LS. 3(-1)+0+22 =1 = D[S=PS.

B) RieSenie ststavy n x n pomocou determinantov s vyuZzitim inverznej matice

Nech je dana sustava rovnic (7.5) s rovnakym po¢tom neznamych ako rovnic:

a1 Xa tapXet+aiXs+ ... tamXn = by
an Xy tapX + .. +anXn = b (7.5)
an Xy tanaX + +annXn = by

V zmysle definicie 7.1 vieme, Ze sustavu (7.5) mézeme vyjadrit’ v maticovom zapise
pomocou matic:

a; a, . . a, Xy b,
a‘21 a22 ' ' a2n X2 2
. . . a
A — a‘31 3N x — B — ’
a, a, . . a, X, b
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kde sme maticu n-tice neznamych a absoltatnych ¢lenov ststavy vyjadrili ako n-rozmerné
jednostlpcové matice.

Pri rieSeni budeme postupovat’ v nasledovnych krokoch:
1. ZapiSeme si systém rovnic v maticovom tvare (vztah 7.2), tj. AX =C;
2. Vyjadrime si hladani maticu v tvare (vzt'ah 7.6) X = A™'.C;

3. Urc¢ime si inverzni maticu postupom:
1
Al

b) vypocitame det A (ak je # 0 — existuje inverzna matica a pokracujeme);

adjA ;

a) napiSeme si definiciu inverznej matice (vztah 6.16) A™

c) vypocitame si algebrické doplnky matice A potrebné pre adjungovanu maticu;
d) v spravnom poradi zoradime prvky adjungovanej matice;
e) adjungovanu maticu vynasobime ¢islom 1/det A,;
f) urobime skusku spravnosti, t.j. ¢iplati AA'=E;
4. Ur¢ime neznamu maticu X tak, ze maticu € vynasobime zl'ava maticou Al
5. Urobime skdsku spravnosti dosadenim do zadaného systému rovnic.

Postup si ukdZeme na prikladoch:

Priklad 7.5: RieSte pomocou inverznej matice systém rovnic:

2X1 + —X3=1
X1 —-x3 =0
Xo+3X3 = 2

Presved¢te sa o spravnosti rieSenia.

RieSenie:

Budeme postupovat’ podl'a vyssie uvedenych krokov 1 — 5.

Krok1: AX =C
2.0 -1)(x) (1 2 0 -1 1
10 -1|x|=|0— A =10-1, C=]0
01 3)lx) |2 013 2

Krok 2: Vyjadrime si neznamu maticu X = A™".C

Krok 3: Uréime si inverznul maticu:

3a) A* = adjA
A
2 0 ~120

3) A =|1 0 -11 0=-1-(-2)=1#0
01 3l01

3c) vypocitame si algebrické doplnky, pre ktoré plati D;j= (-1)™|A;| prei, j=1, 2, 3
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Priklad 7.5: pokracovanie rieSenia

Dy- (-1)* 0 -1 =1[0-(-)]=1  Du=(-1)**

0 -
. j =(-Dlo-(-p]=-1

3
Dis= (-1)1*2 - = (-1)(3-0)=-3 Dzz-('1)2+22 =6
- 0 3 - 0 3
1 0 2 0
Dya- (-1)1*3 =1 Dys- (-1)%*3 =(=D(2-0)=-2
13- (-1) 01‘ 23()01()( )
2 0 0 -
Das- (-1)%3 =0 Dsi= (-1)% =0
33( ) 1 0‘ 31( ) 0 _

2
D _ _l 3+2
32=(-1) i

:jz—[—z—(—1]=1

3d) v spravnom poradi zoradime prvky adjungovanej matice pomocou vzt'ahu (6.15)

D, D, Dy 1 -1 0
adjA=|D, D, D,|=] -3 6 1
D13 D213 D13 1 -2 0
1 -1 0
3e) adjungovanti maticu vynasobime ¢islom 1/det A :>A'l=% -3 6 1],
1 -2

3f) urobime skusku spravnosti, t.j. & plati A.A™ = E (bud samostatne vypodtom
v pripade skusky, alebo s vyuZitim IKT, ako prezentuju obr. 7.5 a obr. 7.6);

Matrix multiplier

2 0 —1 1 —1 0 1 0 0
4 = i o —1 B = —3 6 1 <= o 1 0
o 1 3 1 —2 0 o 0 1

You can the matrizz | A~ | to the Matrix calculator to make other computations on it

Eesult of the evaluation C=4 5

Enter your matrices (type line by line, separating the lements by commas)

z,0,-1 1, -1,0
1,0,-1 -3,6,1
0,1,3 1,-2,0

b= B =

nd the formula i salue o =larE

Obrazok 7.5: Sucin matic na kalkulacke WIMS http://wims.unice.fr

Taky isty vysledok dostaneme, ked’ si ddme vypocitat’ priamo inverzni maticu (obr. 7.6).
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Priklad 7.5: pokracovanie rieSenia

Matrix calculator

20 -1
4=11 0 -1
01 3

rank(4) =3

det{d) =1

trace(A) =25

The matrix 15 not symnetric.

Obrazok 7.6: WIMS vypocet inverznej matice
http://wims.unice

Krok 4: Uréime neznamu maticu X tak, Ze maticu € vynasobime zl'ava maticou A™tj.
1 -1 0) (1) (x
X=A'C >X=| -3 6 1[.[0]=]x
1 -2 0)(2) |x

1 X,
-1 = | X%, Hl'adané rieSenie R: { x; =1, X, = —=1,x3=1}.
1 Xy

Krok 5: 1. Spdsob : Urobime skisku spravnosti dosadenim do zadaného systému rovnic

2X1+ —x3 =1 LS: 21-1=1 —plati LES=PS
X1 X3 =0 LCS: 1-1=0 —plati LES=PS
X2 +3X3 = 2 LS: -1+3.1=2 —plati LS=PS

2. sp6sob — cez IKT:

Matrix multiplier

1 -1 0 1 1
al=] -2 & 1 c=1]o =] -1
1 -2 0 2 \ 1 )

You can |_send J the matroe | A | | to the Bdatroe calculator to make other compuv;‘hm:

Enter your matnices (type line by line, separatng the lements by commas)

=N =]
Y-

-1,
-3, 6,
-2,

wt

e = c=

Obrazok 7.7: WIMS vypocet sucinu matic
http://wims.unice
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f'-.

'% Poznamka: RieSenie systémov linearnych rovnic pomocou inverznej matice sa najma
vyuziva, ked’ rieSime viacej systémov, ktorych matica systému je rovnaka a meni sa len
matica rozsirena.

Priklad 7.6: Zistite, ¢i existuje inverzna matica k matici daneho systému rovnic
X1 + 2%+ 2x3= 1

2X1 + Xp —2X3= 2

2X1 —2X2+ X3 = 11.

Ak ano, rieSte dany systém rovnic pomocou inverznej matice.

1 2 2
RieSenie: Maticasysttmuije A =2 1 -2/,
2 -2 1
Na zaklade definicie 6.8 budeme pocitat’ inverzni maticu z0 vzt'ahu
) . 1 |A11| _|A21| |A31|
A1=WadJA resp. A'l=w Al (A —[A
|A13| _|A23| |A33|

Vypocitajme si najprv determinant k matici ststavy a nasledne vSetky algebrické doplnky
Djj k matici, pre ktoré plati Djj = (-1)"™|Aj:

1 2 2
A =2 1 -2=1-8-8-(4+4+4)=-27.
2 -2 1

1 -2 2 2

Dy (-1)* =1.(1-4)=-3 Das- (1) =—(2+4))=-6
-2 1 -2 1
2 -2 1 2

Dio- (-1)12 =-(2+4)=-6 Dy (-1)*"? =1-4=-3

12= (-1) 5 1‘ (2+4) 20-(-1) 5
2 1 1 2

Das- (-1)*2 =4-2=-6 Dy (-1)** =—(-2-4)=6

13( ) 2 _2 ‘ 23( ) 2 _2 ( )
1 2 2 2

Das- (-1)**2 =1-4=-3 Daa- (-1)** =4-2=-6

w=(D7 1‘ =07
1 2

Dap= (-1)**2 ——(-2-4)=6

32=(-1) 5 _2‘ ( )
-3 -6 -6 . -3 -6 -6

adjA = | -6 -3 6 :>A'1=7 -6 -3 6|
-6 6 -3 -6 6 -3
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Priklad 7.6 pokracovanie rieSenia Nakol'ko existuje inverzna matica rieSenie vyjadrime

v tvare (7.6)

X=A'C
-3 -6 -6)(1 27 3

X = % -6 -3 6|[2]= %—18 =|-2| == R={3-21}
-6 6 -3/1 9 1

Skuska spravnosti rieSenia:

£LS1: 13 +2(-2)+21=1 = [ES1=PS1
£S2: 23+ (-2)-21=2 = [S2=PS2
£LS3: 23 -2 (-2)+1=11 = LS3=PS3

Kontrolné otazky

1. Co rozumieme pod pojmom maticovy zéapis sustavy m-linearnych rovnic o n-neznamych?

2. Kedy mbéZeme systém m-linedrnych rovnic o n-neznamych rieSit pomocou inverznej
matice?

3. Ako zapiSeme rieSenie m-linearnych rovnic o n-nezndmych pomocou inverznej matice
vo vSeobecnom tvare? Definujte jednotlivé prvky zapisu.

4. Kedy zvolime postup rieSenia systému linedrnych rovnic pomocou determinantov?
Vyslovte jednotlivé body postupu pri rieSeni systému rovnic pomocou inverznej matice.

-~ "f%
2
® PDDA
Uloha 2: Rieste systém rovnic pomocou Cramerovej vety:
—2X1 + Xo +2X%x3= 11
X1— X+ X3= 0
3X1+2X + X3 =-1
Uloha 3: Rieste systém rovnic pomocou inverznej matici:
—6X1 —4Xy — 2X%3= 2
2X1 — X2 — 2X3 =-11
X1— Xo + X3 = 0
Uloha 4: Rozhodnite, ¢i dany systém ma rieSenie. Ak 4no, urcite vietky rieSenia.
Presvedcte sa o spravnosti vasho rieSenia:

6X, +2X, =X +7X, =0
4%, 2X, —3X; +5X, =4
X, X, —=X3  +X, =0
X, + X, =5
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7.3 RieSenie sustavy m-linearnych rovnic o n-nezndmych - Frobeniova veta
Vyjdeme zo vSeobecného systému m-rovnic o n-neznamych, uréeného rovnicami (7.1)

a1 Xy tapXet+aizXs+ ... ta;mXn = by
Ay Xy t+axpX: + . +amX = b (7.1)
am1X1+am2X2 + +a.man = bm

Ulohou bude teda rozhodnat’, ¢ systém ma alebo nema rieSenie. Ak ano, tak najst’ vietky
rieSenia systému. Ukazeme si rieSenie pomocou Gaussovho algoritmu postupnych Uprav, kde
vyuzivame elementarne riadkové operacie s maticou rozSireného systému na Upravu tejto
matice na trojuholnikovy tvar. K tomu si potrebujeme zopakovat’ Definiciu 5.5 — Hodnost’
matice, ktora definuje hodnost’ ako ¢islo, udavajuce maximalny pocet linearne nezavislych
riadkov alebo stipcov v matici. Takze hodnost matice upravenej na trojuholnikovy tvar je
pocet nenulovych diagonalnych prvkov v matici.

Podmienku riesitel'nosti systému m-rovnic o n-nezndmych (7.1) vyjadruje nasledovné veta:

Veta 7.3 - Frobeniova veta:

Nech A je matica systému a B je rozSirena matica systému linearnych rovnic (7.1). Potom
tento system:

1. mé rieSenie, prave ked’ hodnost’ matice systému sa rovna hodnosti rozsirenej matice, t,j.
platl' hA = hB .

a) Ak ha = hg = n poétu neznamych, systém ma prave jedno rieSenie;
b) Ak ha =hpg < n poctu neznamych systém ma nekonecne vel’a rieSeni a pocet n-h
neznamych volime za parameter.

2. nemariesenie, ak ha# /g, t.J. ak hodnost’ matice systému (7.2) sa nerovna hodnosti
rozSirenej matice (7.3).

Prakticku aplikaciu pouZitia Frobeniovej vety prezentuju rieSené priklady:

Priklad 7.7: Pre danu sustavu vyberte pravdivy vyrok/y:

X1 +Xp — X3 — X4 = 2 Slstava: a) nema rieSenie

2X1 —=Xo + X3 +2%X4 = -1 b) ma nekonecne vel'a rieSeni
Xy —2Xo+2 X3 +3 X4 = -3 c) ma jedno rieSenie

3X1 + x4 =1 d) ma trivialne rieSenie

Riesenie:
NapiSme maticu rozSireného systému s oddelenim matice systému zvislou ¢iarou. Uréime
sucasne hodnost’ matice a hodnost’ rozsirenej matice pomocou Gaussovho algoritmu:

1. krok GA aj; = 1. Prvy riadok vynasobime postupne (—2), resp. (—1), resp. (—3) a

pripo¢itame k drunému, tretiemu a Stvrtému riadku:

1 1 -1 -12 1 1 -1 -12

2 -1 1 2|-1 0 -3 3 4|-5
1 -2 2 3|-3 0 -3 3 4|-5
3 0 0 1|1 0 -3 3 4|-5
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Priklad 7.7: pokracovanie rieSenia

2. krok GA - k tretiemu a $tvrtému riadku pripo¢itame (-1) ndsobok druhého riadku
1 1 -1 -12
0 -3 3 4|-5 11—1—1‘2
00000%0—334—5
0O 0 0 00

Po vynechani nulovych riadkov vidime, Ze hodnost h, = hy;=2<4- systtm ma

nekonecne vela rieSeni. Vyrok b) je pravdivy — systém rovnic ma nekonecne vel'a
rieSeni

] =h,=2a hy;=2.

Priklad 7.8: RieSte systém rovnic:

2X1 —Xo+ X3 = 5
X1+Xp — X3 =—-2
X+ X3 =1

Presved¢te sa o spravnosti Vasho rieSenia.
RieSenie:
NapiSeme rozSirent maticu systému:

2 -1 15) (1 1 -4-2) (1 1 -1-2) (1 1 -1 -2
AB=(1 1 -1-2|~|2 -1 1 5|~/0 -3 3 9|0 -1 1 3|=
0 1 1) lo 1 1 1)lo 1 1 1) (0 1
1 1 -1 -2

0 -1 1 3|=h,=3a hy=3=n = slstava ma prave jedno rieSenie.
0 0 2| 4

Na zaklade Frobeniovej vety 7.3, mozno deklarovat, ze systém ma prave jedno rieSenie,

ktoré urc¢ime nasledovnym postupom:

Treti riadok matice, vzhl'adom k tomu, ze as3 je koeficient pri nezndmej X3 mozno zapisat’:
2X3 =4 = X3=2

Druhy riadok zapiSeme:

—Xp+X3 =3 = Xo=X3—-3=-1
Prvy riadok zapiSeme:
X1+ X =X3 = =2 = X1 = =2 -Xot+ X3
Xp = —2+1+2
X1 =1

RieSenie: R = {1, -1, 2},

Skuska spravnosti: Postupne dosadime do jednotlivych rovnic:
£Sl:  2(1) —-(-1)+2 =5 = DIS1=PSI

LS2: 1+(-1) -2=-2 = [S2=PS2

[’S3: -1+2=1 = [S3=PS3
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Priklad 7.9: RieSte systém rovnic a presvedcte sa o spravnosti rieSenia:

2X1 — 3o+ 4x3 = 8
X1+ 5%, — X3 = 10
X1 — Xo+ TX3 = 15

Riesenie:

NapiSme rozSirent maticu systému B. Sti¢asne ur¢ime hodnost’ ako matice systému A,
tak matice rozsirene;j:

0. krok GA - vytvorime vodiaci prvok prvého kroku a;;= 1: od druhého riadku od¢itame
prvy riadok a vymenime druhy za prvy riadok:

2 -3 4|8 2 -3 4|8 1 8 -5|2
3 5 -110|=|1 8 -52|=|2 -3 4|8 |=
7 -1 7]15 7 -1 715 7 -1 7115

1. krok GA — vynulujeme vsetky prvky pod a;; — prvy riadok vynasobime postupne (-2) a
(-7) a pripo¢itame k druhému a tretiemu riadku:

1 8 —5(2
0 -19 14 |4|=
0 -57 42|1

2. krok GA — Druhy riadok vynasobime (-3) a pripoc¢itame k tretiemu riadku:
1 8 -5 2
0 -19 14| 4 |=>h,=2a h,=3.
0O O 0|-11

Nakol’ko hodnost’ matice sa nerovna hodnosti rozsirenej matice systému ( 2 # 3) =
systém nema rieSenie.

Priklad 7.10: RieSte systém rovnic, urobte skusku spravnosti a urcite, ktoré vyroky su
sprévne (doplite, ak bude treba):

X1+ Xo — Xz— X4 = 2
2X1— X2 + Xzt+ 2% = -1
X1 — 2Xo +2X3+ 3% = -3
3 X1 + x4 = 1

Suastava: a) nema rieSenie
b) ma nekonecne vel'a rieSeni
€) ma jedno rieSenie
d) ma trivilne rieSenie
e) ma nekonecne vel'a rieSeni pre parametre ...................
f) pre parametre X3 = X4 = 1 marieSenie x;= 0, x; = 4.
RieSenie:
NapiSeme rozSirend maticu a ur¢ime hodnot’ matice systému a rozSirenej matice:
1. krok GA — a1 =1, vynulujeme vSetky prvky pod ai;. prvym riadok vynasobime
postupne (—2), (—1) a (—3) a pripo¢itame k druhému, tretiemu a Stvrtému riadku, resp.

140



Kapitola 7 Sustavy linearnych rovnic
doc. RNDr. Miroslava Ozvoldova, CSc.

Priklad 7.10: pokracovanie rieSenia

1 1 -1 -1]2) (1 1 -1 -1] 2
2 -1 1 2|-1| |0 -3 3 4|-5
1 -2 2 3/-3|7lo -3 3 4|-5]|"
3 0 0 1|/1) |0 -3 3 4| -5

2. krok GA - prvé dva riadky opiSeme, druhy riadok vynasobime (—1) a pripoc¢itame
k tretiemu a Stvrtému:

1 1 -1 -1]2
0 -3 3 4/-5| (1 1 -1 -1 2

~ —h,=h, =2<n=4
0 0 0 0/0| (0 -3 3 4|5
0 0 0 0|0

Systém ma nekoneéne vel'a rieSeni, (n - h) = 4 - 2= 2 —nezndme volime za parameter.
Zvolime si premennl x4 =t a X3 = u. Z posledného riadku matice vyplyva, Ze plati:

—5-3xs 4xs 5 4

-3 +3X3 HAX4 =5 =D x,=—— T L u+—t
2 3 4 , — : .
_ _ _ 5 4 11
X1 +Xp-X3-X4 =2 =>X1=2-X +tX3+X4=2—-( = +u+—t)tu+tt= x; = ==t
3 3 3 3
1 1,5 4

R=[=-Z=t,=+u+—-t,u,t]
3 3 3 3

Preu=t=1R:[2-1 21122 1,171=100,41,1]
3 3'3 3

Skuska spravnosti:

pst: -l eyt —u -t =2 —  [SI=PSL
373 3 3
£52 2 =-1t) - 24uslt) +ur2t = -1 = DS2=PS2
3 3’ 3773
ps3: f-li o2 3iui4t) +2u+3t=-3 = [S3-PS3
33 37073
IS4: 3(%—%0 Ft= 1 — [S4-PS4

Odpoved’: Spravne vyroky su: Sustava:
b) ma nekonecne vel’a rieSeni,
¢) ma nekonecne vela rieseni pre dva parametre: t, U

f) pre parametre X3 = X4, =1 marieSenie x; = 0, x, = 4.

Priklad 7.11: Zistite, ¢i systém ma netrivialne rieSenie:
Xi+ 2% +3x3+4x4 =0
X1+ Xo +2X3+ 3%4 =0
X1 +5X + X3 +2%x4 =0
X1 +5X, +5x3 +2x4 =0

RieSenie:
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Priklad 7.11: pokracovanie rieSenia:

1 2 3 4/0) (1 2 3 4) (1 2 3 4) (1 2 3 4

1 1 2 30| o -1 -1 -1]]o -1 -1 -1] |0 -1 -1 -1

1 1 2/0/7lo 3 -2 -2/7|lo 0 -5 -5/7|0 0 -1 -5

1 5 2/0) lo 3 2 -2Jlo o -1 -5/ 0 0 -5 -5
1 2 3 4

0 -1 -1 -1
~ = h,=hy=4=n.
0 0 -1 -5
0 0 0 20

Vieme Ze, homogénny systém rovnic ma vzdy riesenie, ked’Ze hodnost’ roz$irenej matice sa
rovna hodnosti matice systému. Zistili sme, ze netrivialne rieSenie nema, ked’ze pocet
nezndmych sa rovna hodnosti. Jediné rieSenie systému je trividlne R = {0, 0, 0, 0}.

Priklad 7.12: Rozhodnite, ¢i dany systém ma rieSenie. Ak ano, urcite vSetky rieSenia.
Presvedcte sa o spravnosti riesenia.

6x, + 2Xx, —X +7x, =0
4%, + 2X, —3%, +5x, =-4
X+ X, X =X, =0
X, + + X%, = g
Riesenie:

NapiSeme rozSirend maticu systému:
0. krok GA - vytyorime vodiaci prvok prvého kroku a;; = 1, tak, Ze vymenime Stvrty riadok

za prvy:

6 2 -1 7 0) (L0 1 03
4 2 -3 5 —4| |4 2 -3 5|4
11 -1 -1 0/[]11 -1 -1]0
101 0 3)162 -1 7|0

1. krok GA — vynulujeme vsetky prvky pod aj;. prvy riadok vynasobime postupne (—4),
(—1) a (—6) a pripo¢itame k druhému, tretiemu a Stvrtému riadku resp.

10 1 0 3

0 2 -7 5 -16
01 -2 -1 -3
0 2 -7 7 -18

2. krok GA — vymenou druhého a tretieho riadku vytvorime vodiaci prvok az =1 a
vynulujeme vSetky prvky pod ay, tym, Ze druhy riadok nasobime (—2) a pripo¢itame
postupne k tretiemu a Stvrtému riadku:
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Priklad 7.12: pokracovanie rieSenia

10 1 0 |3 10 1 0 |3
-2 -1]-3 01 -2 -1 |-3

~ ~
~

7 5 |-16] |0 0 -3 7 L10

0
0
0 -7 7 |-18 0 0 -3 9 12

N N

3. krok GA -k stvrtému riadku pripoc¢itame (-1) nasobok tretieho riadku:
10 1 0] 3

01 -2 -1|-3
0 0 -3 7 |-10
00 0 2 -2

Ziskali sme maticu trojuholnikového tvaru, hodnost’ matice systému aj rozsirenej matice
sa rovna poctu prvkov v hlavnej diagonale, t.j. systém mé prave jedno rieSenie:
Stvrty riadok matice, ked’Ze as4 je koeficient pri neznamej X, mozno zapisat’

2X4= =2 = X = -1

Treti riadok zapiSeme:

Ba+Tx= 10 = 3x= 10 - Txs = &:Wzl
Druhy riadok zapiSeme:
Xo =2X3 —X4= -3 = X= -3 +2X3+Xy = X =-3+21 -1= -2

Prvy riadok zapiSeme:
X1t X3 =3 = X =3 -X3=>Xx =3-1=2
RieSenie zapiSeme v tvare jednoriadkovej: R = {2, -2, 1, -1}.

Skuska spravnosti:
IS1: 6.2+ 2(-2) -1 +7(-1) =0 =1LI[S1=PSl

£S2: 42+ 2(=2) —-3.1 +5(-1) =-4 = D[S2=PS2
S3: 2+ (-2) -1 —(-1) =0 = IS3=PS3

£S4: 2+ . +1 . = 3 = [S4=PS4
~

g

& pDDA

Uloha 5: Rieste systém rovnic. Najdite v3etky riesenia systému atiez parcialne rieSenie,
ktorého druha suradnica x, = 1.

X1 —2% + X3+ X4 = 1
X1 —2X + X3 —X4 = -1
X1 —2%Xo + X3+5x4= 5

Uloha 6: Rieste systém rovnic:
X+ Xo —2X3 +4Xs —4%Xs =1
2X1 —Xo+ 7X3 —3X4+5Xx5=2
X1+ 3Xo —2X3+5xX4 —7X5 =3
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3X1 —2Xo +7X3 —5X4 +8Xx5=3

Uloha 7: Rieste systém rovnic a urobte skusku:

X—-y+z+u=0
X+y—-z-u=2
2Xx—-y 4+u=3
3X +z-u=0

Uloha 8: Rozhodnite, ¢i dany systém ma rieSenie. Ak ano, urdite vietky rie§enia. Presvedéte

sa 0 spravnosti vasho rieSenia.

6x, +2x, —-X; +7X, = 0
4x, +2X, —3X, +5x, =-4
X\, +X —X +x, = 0
X, . + X, : = 9

Uloha 9: Su dané vektory &=(2,-1,0), b=(-1,11), ¢ =(-1, -4,-1),d=(2,3,0). Na

zéklade vasho vypoctu vyberte spravne tvrdenie:
A) a, b, ¢,d - systém vektorov je lineérne zévisly a jeho hodnost h =3

B) @, b,d -systém vektorov je linearne nezavisly a jeho hodnost h =3
C)d, ¢, d - systém vektorov je linedrne nezavisly a jeho hodnost' h =3
D)b,c, d - systém vektorov je lineérne zavisly a jeho hodnost' h = 2.

Kontrolné otazky

1.

~N OO o1 B~ W

Kedy ma systém m-linearnych rovnic o n-neznamych rieSenie a ktora veli¢ina tto
skuto¢nost’ podl'a Frobeniusa urcuje?

. Ak ma systém m-linearnych rovnic o n-neznamych rieSenie, ¢o vypoveda o pocte jeho

rieSen{?

. Objasnite slovne ako néjdeme rieSenie SLAR.

. Kedy ma homogénny systém rovnic netrivialne rieSenie?

. Vyslovte a napiSte Uplné znenie Frobeniovej vety. Skontrolujte si ju!
. Kedy systém linearnych rovnic nema rieSenie?

. Co vieme povedat’ o systéme m-linearnych rovnic o n-neznamych, ak hodnost’ matice

systému a hodnost’ rozSirenej matice sa rovnaju, ale je mensia ako pocet neznamych?

. M0zZe nastat’ pripad pre systém m-linearnych rovnic o n-neznamych, kedy hodnost’ matice

systému je vacsia ako a hodnost’ rozsirenej matice?

. Co vieme povedat’ o systéme m-linearnych rovnic o n-neznamych, ak hodnost’ matice

systému a hodnost’ rozsirenej matice sa rovnaja?

10. Aka musi byt hodnost’ homogénneho systému m-linedrnych rovnic o n-neznamych, aby

mal netrividlne rieSenie?
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7.4 RieSenie sustavy linedrnych rovnic s parametrom

O sustave rovnic s parametrom, hovorime vtedy ak sustava linearnych rovnic (7.1) obsahuje
miesto niektorého koeficienta (koeficientov) parameter, v naSom pripade ho budeme
oznaCovat o. Parameter je redlne Cislo, ktorého hodnota nie je jednoznacne zadand, ale
rozhoduje o rieSitel'nosti a rieSeni daneho systému. Tieto ulohy rozvijaju logické myslenie
a ukazuju, ako Citatel’ porozumel latke a vie svoje vedomosti aplikovat’ v konkrétnej situdcii.

Priklad 7.13: Urcite: a) pre ktoré a ma systém rovnic rieSenie:

2X1 - Xo + X3 + X4 =1
X1 + 77X —4Xx3+11x4 = a
X1+ 2Xo =Xz + 4X4 =2

b) ktory/€) vyrok/y) je (su) pravdivy/é a doplnte
SUstava: a) nema rieSenie pre o

b) ma nekoneéne vel'a rieSeni nezavisle na parametri a;
¢) ma jedno rieSenie pre o = .....;
d) ma trivialne rieSenie;
¢) ma nekonecne vela rieSeni pre parameter o= ......

c) Pre dané o najdite rieSenie, ktorého Stvrta sdradnicajenula. R={...., ..., ...,.....}.

Riesenie:
a) Vymenime riadky tak, aby sme vodiaci prvok 1. kroku Gaussovho algoritmy mali

jednotku. Pokial’ je to mozné, volime taky riadok, kde sa parameter nevyskytuje
a riadok s parametrom presunieme ako posledny riadok :

2 -1 1 1)1 1 2 -1 4)|2
1 7 -4 1laj=2 -1 1 1|1
1 2 -1 4|2 1 7 -4 1llla
Uskuto¢nime elementarne operacie: prvy riadok vynasobime (—2) a pripo€itame
k druhému riadku a nésledne prvy riadok (—1) a pripo¢itame k tretiemu riadku:
1 2 -1 4| 2

0 -5 3 -7/ -3
0 5 -3 7|a-2
1 2 -1 4| 2
0 -5 3 -7/-3 *)
0 0 0 O0le-5

V 2. kroku Gaussovho algoritmu pri¢itame druhy riadok k tretiemu riadku:
Dostali sme trojuholnikovi maticu s parametrom v rozSirenej matici: Urobme
diskusiu poslednej matice (¥*) v zmysle Frobeniovej vety: Nakol’ko v matici systému
A posledny riadok je nulovy, h, =2.

Hodnost’ rozsirenej matice zavisi od parametra:
Aka#5 hy=3= h,# h; = systém nema riesenie pre o # 5.

Aby systém mal rieSenie musi platit, ze hy =2 a -5=0 = a =5.
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Priklad 7.13: pokracovanie rieSenia:

Ked'Zze h <n, systém ma nekone¢ne vela rieSeni, pofet neznamych n—-h=4-2=2,
volime za parameter, t.j. dve nezndme — napriklad x3 =t a X4 = u m6zu nadobudat’
I'ubovol'né hodnoty.
Z druhého riadku matice (*) po dosadeni dostaneme:
5%, = -3-3X3+ X4
_3+3t-7u

5
Z prvého riadku vyjadrime neznamu Xj.
X1 =2— 22Xy + X3 -4X4

23+3t -7u) _, _10-6-6t+14u+5t—20u
5

2

X, =2—

4—-t—-6u
4-t—-6u 3+3t-7u

] , L, ut.
5 5 }

RieSenie zapiSeme v tvare jednoriadkovej matice: R = {

Urobime skdsku: Dosadime do prvej rovnice:
4-t— +3t -7 1
LS1: t5 6u+2.3 S u—t—|-4u=€0:2 —_— LCS1=PSl1
b) Slstava: a) nema rieSenie pre o # 5 — spravny vyrok;
b) ma nekoneéne vela rieSeni nezavisle na parametri o;— nespravny vyrok;
¢) ma jedno rieSenie pre o = .....— nespravny vyrok;
d) ma trivialne rieSenie — nespravny vyrok;
¢) ma nekoneéne vel'a rieSeni pre parameter o = 5 — sSpravny vyrok.

€) Pre dané a najdite rieSenie, ktorého Stvrta stiradnica je nula. Do vypocitaného
vSeobecného rieSenia zvolimeza X, = u = 0 a dostaneme hl'adané rieenie:

. , ., 4-t 3+3t
Zistili sme, Ze systém ma rieSenie ma len pre a =5, ato: R={—, c

1,0}

Priklad 7.14: Zistite, pre ktoré o. ma systém netrivialne rieSenie

1-0)x +x3=0
2X1 +(2+a) X2 =0
2Xy +X3 =0
A ndjdite také rieSenie, ktorého x3 = 0.
Riesenie:

Mozny spOsob rieSenia sustavy je svyuZitim vlastnosti determinantov a pomocou
Gausssovho algoritmu. Ako prvé zvolime rieSenie s vyuZzitim vlastnosti determinantov:
Aby homogénny systém mal netrividlne rieSenie riadky (stipce) musia byt linearne
zavisle, t.J. determinant sa musi rovnat’ nule:

1-«o 0 1
2 2+a 0=0 =(l-a)2+a)+4=0
0 2 1
2+a-2a-a’+4=0
14+ 1+
0’+ g-6=0 oy, = 1_\/21+24= 12_5 ~ =24 a,=-3.
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Priklad 7.14: pokracovanie rieSenia:

Hodnost’ h =2 pretoze subdeterminant druhého radu je # 0, pretoze
- 0] -1 0
2 2+a| |2 4

n-h=3-2=1neznamu volime 'ubovolne, t.j. X3 =t.

Pre o =2 dostaneme z prvej rovnice (1-o)X; +x3=0

=—4+0 prea=2

X1 =—=X3 = X1=X3=> X =t
Z druhej rovnice po dosadeni za o = 2:
=25 =% t

2X1 +(2+2) X, =0 =X, = 5 >

. T -t
V3eobecné rieSenie | : R = {t, > t}

RiesSenie, ktorého x3 =0 bude: R = {0, 0, 0}- trivialne
Pre a,=-3 dostaneme (1+3)x; + X3 =0 =X, :_TX3 = —%
2X1 +(2-3) x, =0 =>X,=2X = 2,(—%) :_%

Vseobecné rieSenie Il : R = {—tz, _%’ t}

RiesSenie, ktorého x3 =0 bude: R ={0, 0, 0} - trivialne rieSenie. Netrivialne rieSenie
s tret'ou nulovou stiradnicou neexistuje.

Iny spdsob rieSenia je pomocou matic:

g 2122 4] [ it ot
l-« 0 1 l-a 0 1 2 a 2 a
2 2+a Ol~| 1 1+% 0|%| 1 1+%oz1 1+%oz
0 2 1 0 1 0 2 1 0 2 1
, .1 -4y 11 -1
a g o a g a
at+a -2 i ~lo a+a” -2 11
2a o 2
0 2 1 2 1
, , , a+a’-2
Aby hodnost’ h =2 musi sa rovnat’ prvky az; = as, T=2
_-}-‘/ 1+
a’+a—-6=0 =>a,,= 1+ 21+24= 12_5 = g=2a a,=-3.

Dostali sme rovnaky vysledok, ¢o sme ocakévali.
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Priklad 7.15: Zistite, pre ktoré oo ma systém netrivialne rieSenie
X1 + 2% =0
X1 — Xo — X3 =0
X1+ 5% +axz3 =0

RieSenie:

1 2 O 1 2 0 1 2 0

1 -1 -1{=/0 -3 -1(=|0 -3 -1 |=h,=3ak -5+3a#0
0 5 « 0 5 « 0 0 -5+3«x

a systém ma trivialne rieSenie;

Ked h, =3, ale ~5+30#0 — a%

5 .
Ak a = 3 h, =2 ——= systém ma nekone¢ne vela rieeni.

Priklad 7.16: RieSte systém rovnic v zavislosti od parametra a:

2%+ 9%+ 2X3 = 7a —4
3X1+3X,+ 4x3 = 3a —6
41 —6Xy +2%X3 = —a —8

Riesenie:
2 9 2 T7a-4 2 9 2 T7a-4 2 9 2 Ta-4
3 3 4 3@a-6|=~|0 -21 2 -15a|=|0 —-21 2 -15ka

4 -6 2 —-a-8 0 -24 -2 -15a 0 -3 -4 0
2 9 2 7a-4) (2 9 2 T7a-4
~|0 0 30 -15a 0 -3 -4 0 |=h,=hy;=3 pravejednorieSenie
0 -3 -4 0 0 0 30 -15a
30x3=—-15a == X3= —a/2 3 + 4X3 = 0 === Xp = —4x3/3= 2a/3

Q

2X1 + 9%+ 2X3 = 7a-4

2Xp = — 9%- 2x3+7a-4
X1 =(—9.2a/3) — 2(-a/2) +7 a-4)/2
X1 =(—6a +a+7a-4)/2= a-2

Systém ma rieSenie usporiadanu trojicu: R: {a—2, 2a/3, —a/2} pre vSetky hodnoty
parametraa € R.

Skoiska:

[S1:2(a-2) +9(2a/3)+ 2(—a/2) = 2a—4+6a—a=7a -4 —— [S1=PSI1
S2: 3(a—2) +3(2a/3) + 4(—a/2) = 3a—6 —— [S2=PS2
[S3: 4(a—2) —6(2a/3)+2(—a/2) = —a—8 —— DS3=PS3.

VyuZitie sUstavy rovnic na rieSenie problémov realneho sveta je mnohoraké. Ukazeme si
aspon jeden priklad, s ktorym sa stretnete v zdkladnom kurze fyziky.
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Priklad 7.17: Vypocitajte prady vo vSetkych troch vetvach zapojenia podl'a obrazku 7.8,
ked U1 =2,1V, Ue=19V,R1=45Q,R,=10Q,R3=10Q..

Ua: L i Usz

Obrazok 7.8: Schéma zapojenia
RieSenie:
Vyuzijeme platnost’ Kirchhoffovych zdkonov pre obvody. Predtym ako si napiSeme
rovnice, musime si:

1. Uvedomit kol'ko neznamych pradov mame — teda aky systém linearnych rovnic
budeme riesit’. V zadanom priklade n = 3;

2. Urcit' polaritu zdrojov: smer elektromotorického napétia jednotlivych zdrojov —
konvencia vo fyzike: smer bude kladny v symbolike od zapornej elektrody ku
kladnej, t.j. od mensej k vicse;j;

3. Ur¢it’ pocet n — 1 okruhov, pretoZe jednu rovnicu vyuZijeme rovnicu platnd pre
prudy »11, = 0; To znamena ze pri troch neznamych pradoch zvolime dva obvody
a v nich smer postupu; vol'ba je nezavisla. My sme zvolili postup v smere
hodinovych ruéi¢iek, ako ukazuje obr. 7.9 v obidvoch vybranych obvodoch rovnako.

4. Uvedomit, Ze ak je smer postupu totozny so smerom elektromotorického napétia —
bude mat’ Us znamienko kladne, proti smeru — zaporne;

5. Ak je smer postupu totozny so smerom prudu bude znamienko ohmického napétia
kladné, proti smeru — zaporné;

6. NapiSeme rovnice na zéklade I. a Il. Kirchhoffového zékona.

Obrazok 7.9: Urcenie polarity zdrojov, vyber okruhov a smer postupu v nich

Pri zvolenom oznaceni na obr. 7.9 nam pre dva obvody platia prvé dve rovnice, tretia
vychédza z prvého Kirchhoffového zakona: sucet pradov v uzle je nulovy:

Rils +Rala+ = - Uet
-Rily + - Rals = Ueg
|1 = |2 = |3 = 0
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Priklad 7.17: pokracovanie rieSenia

Ststavu budeme riesit’ pomocou determinantov cez Cramerove pravidlo:

D D D
=l =1 | =—2 | =2
D' D' D

kde

RR, R, 0| |45 10 ©
D=|-R, 0 =—Ry=|-45 0 —10/=-100-(450+ 450)=—1000

1 -1 -1 1 -1 -1

U, R, 0| |F21 10 0
D,=| U, 0 -RJ|=[19 0 -10/=—(-21-19)=40
0 -1 -1/ |0 -1 -1

R, -U, 0 45 -21 0
D,=|-R, U, -Ry=|-45 19 -10/=(-4,5.19)+21—(-45.21)=30
1 0 -1 |1 o -1

R, R, -U, |45 10 -2
D,=|-R, 0 U,|=|-45 0 19|=19-2145-(~19.45)=10
1 -1 0| |1 -1 o0

—i:—0,04A, |2:i:_0'03A; |3:i:_0,01A

=1 =
' 1000 —1000 —-1000

Zaporné znamienka znamenajl, Ze smer prudu je opacny ako sme si ho zvolili na obr. 7.9.
Spravny smer pradov prezentuje obr. 7.10.

Obrazok 7.10: Spravna orientacia pradov v obvodoch na zaklade vypoctu

*z Otazka 4: Bola moznost zvolit si iné okruhy v priklade 7.17? Ak ano, napiste aké.

Odpoved’: ano:
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L'_I__ T
Ro Ri 1. . R> Ry

R; ;
. : L I
TR l N : T ;

a) b)
Obrazok 7.11: Volba inych moznych okruhov z prikladu 7.17

Kontrolné otazky

U. L (3, Lo v _L . 1,

Aplikujeme Frobeniovu vetu na systém rovnic s parametrom?

v v

1
2
3. Je Uprava popisana v bode 2 vZdy nevyhnutna?
4

Ak mame v diagonalnom prvku vyraz s parametrom, ako prebieha diskusia tykajuca
sa hodnosti matice?
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Kapitola 8
REALNA FUNKCIA JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

Ucebné ciele:

- Zvladnut' pojmy suOvisiace so zakladnymi elementarnymi funkciami jednej reélnej
premennej,

- Zopakovat' si urcovanie definicného oboru, oboru hodndt funkcii, ich vlastnosti a
zostrojenie grafu funkcii: linearnej funkcie (priamka), parabola, hyperbola, exponencialna
funkcia, logaritmickéa funkcia a goniometrické funkcie a iné;

- Pochopit’ pojem limita a spojitost’ funkcie, ich vyznam avediet vypocitat’ limity
vybranych funkcii a vediet’ sa vysporiadat’ s problémom nekonec¢no.

Kruacové slova: funkcia, graf funkcie, prostd funkcia, zlozena funkcia, typy funkcii:

linearna, racionalna, kvadratickd, lomena linearna, goniometrické, cyklometrické, funkcia

uréend parametricky, explicitne a implicitne; inverznd funkcia, spojitost’ a limita funkcie.

Pozadované vedomosti: stredoSkolskd matematika z oblasti funkcie jednej premenne;j.

Motivacia

E

OO0 Mt

FOSARBZ pm

340 ki LAS

|

Phase 1 Phase 3 Phase 5

sec 20 % 5 = 20- 25 s T 20

Obrazok 8.1: Parabolicky let (http://cs.wikipedia.org/wiki/Parabolick%C3%BD _let)

SI0zi k vytvaraniu beztiazového stavu najmé pre vycvik kozmonautov, vedecky vyskum
alebo v poslednej dobe na rozne efekty do filmov. Myslienku parabolického letu ako prvi
publikovali aviatici Heinz a Fritz Haberovci v roku 1950. Princip parabolického letu spociva
V tom, Ze Gcastnici letu sa pohybuju po rovnakej drahe ako lietadlo a vznasaju sa v Utrobach
lietadla v beztiazovom stave. Ak sa lietadlo pohybuje po inej ako parabolickej krivke,
nenastane stav beztiaze, ale moze nastat’ znizenie gravitacie. Takto sa d4 simulovat’ gravitacia
napr. na Marse (gravitaéné zrychlenie g = 3,7 m/s), & na Venusi (g = 8,6 m/s?), alebo na
Mesiaci, kde je g = 1,62 m/s?, &o je priblizne jedna Sestina zemského tiaZového zrychlenia.
Parabolicky let zaCina stupanim pod uhlom 47", pri ktorom je pretazenie 1,8 g. Po dosiahnuti
urcitej letovej hladiny sa zacne lietadlo pohybovat’ po krivke odpovedajticej Sikmému vrhu,
kedy zacina beztiazovy stav, resp. mikrograviticia, resp. znizena gravitacia pocas 25 s.
Klesanie sa realizuje pod uhlom 45 alebo mensim a trva obvykle 20 s. Tento proces sa
mnohokréat zopakuje.
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8.1 Zakladné pojmy

Pri skimani prirodnych javov h'adame suvislosti medzi premenlivymi veli¢inami, ktoré tieto
javy charakterizuju. Stadium pozorovanych zékonitosti, najmi pri fyzikalnych procesoch, ¢i
ekonomickych zavislostiach, malo vplyv na utvorenie pojmu funkcie, ako jedného
z najdoéleZitejSich pojmov matematickej analyzy. V beznom Zivote skimame teplotu ovzdusia
ako funkcia ¢asu. Hovorime o redlnej funkcii jednej realnej premennej (obr. 8.2).

%z Otazka 1: Ktor( z premennych na obr. 8.2 nazyvame nezavisle premennd a ktord
zavisle premennou? V akych jednotkéach su dané veli¢iny v pravom a 'avom grafe uvedene?

_*z Otazka 2: V ¢om sa lisia uvedené dva grafy na obr. 8.2? Vieme, ¢o je to ziZenie

funkcie?

Trmava Unbversiry in Trmava, Faoubty of Fduestion, Deparmment of Plivies

Trnava Undversiy b Trnava, Faruliy of Fducation, Depaniment of Pliysies

Environmental Monitoring in Trnava - Slovakia Environmental Monitoring in Trnava - Slovakia
[ Pressure racards Jf Sunshine records | | Sunshine records |
Reened of lasi 7 daye'ar choswes masmaly' = the fakle Recond of laei 7 dwvn 'ar chosres mamaly m the tabile
|/ Tnise
Haia 1 I ngn Hns I 1 ek
From | o 18°C SR . ' o 1.8°C
1 * T i 1
|

Obrazok 8.2: Zavislost’ teploty ako funkcia ¢asu http://remotelabl.truni.sk/

Poznémka:

Operacia zuzenia funkcie spoc¢iva len v ohraniCeni jej definicného oboru. Z tohto pohladu
obr. 8.2 ndm predstavuje ta istd funkciu — zavislost’ teploty T ako funkciu ¢asu t, t.j. T = T(t),
ale na zUZenom intervale, t.j. na posledné dva dni z meranych siedmych dni — graf pravo
na obr. 8.2, ¢o potvrdzuje i priebeh teploty.

-

o

| F
AN
E'z PDDA

Uloha 1: Objasnite slovne v&om sa li§ia grafy na obr. 8.2. Popiste ich slovne &o
najdetailnejSie.
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Definicia 8.1 - Funkcia, defini¢ny obor a obor hodnot

Realna funkcia jednej realnej premennej definovand na mnozine D (podmnoZine realnych
Cisel) je pravidlo (predpis), ktorym kazdému prvku x z mnoziny D priradime jediny
prvok y z mnoziny H (hodnota funkcie v bode x). Zapisujeme y = f(x), resp. f: D—H.

MnoZina D sa nazyva defini¢ny obor funkcie. MnoZina vSetkych hodnét funkcie H sa
nazyva obor hodnot funkcie.

Zo skusenosti vieme, Ze existuje niekol’ko sposobov ako vyjadrit’ vzt'ahy (zavislosti) medzi
veli¢inami (premennymi):

- ilustracia tabul’kou,

- algebricky (vztahom),

- grafom,
- slovne.

f'..
'§Poznémka: Funkciu f m6Zeme povazovat za Ciernu skrinku, do ktorej vchadza x
a vychadza z nej nie¢o iné dané predpisom f(X).

X

S =~

Obrazok 8.3: K vykladu pojmu funkcia

T
Poznémka: Ak nie je defini¢tny obor dany a funkcia je dana vztahom, tak jej
definiénym oborom rozumieme ,,prirodzeny* defini¢ny obor, t.j. mnozinu vSetkych Cisel, pre
ktoré ma dany vztah zmysel.

Definicia 8.2 - Graf funkcie

Geometrickd interpretacia funkcie y = f (x), kde x € M je mnoZina usporiadanych dvojic
Cisiel, t.j. mnozina bodov [X, y] v rovine, pre ktoré plati y = f (x). Tuto mnoZinu bodov
nazyvame grafom funkcie y = f (x) (obr. 8.4).

A
Poznémka: Grafy nam dovol'uju rychlu vizudlnu prezentaciu udajov alebo vztahov
medzi dvomi premennymi. TaktieZ ndm grafy mnohonasobne ul'ah¢uji pochopit’ zlozitejSie
veci. Napriklad fyzika, matematika, ¢i ekonomika by bola bez grafov a tabuliek omnoho
zlozitej$ia na pochopenie. Mnoho slov mozno nahradit’ jednym grafom. Ale aby tomu tak
skuto¢ne bolo, musime grafu porozumiet’ a pochopit’ ho.
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Priklad 8.1: NapiSte predpisy funkcii, ktorych grafy si zobrazené na obrazku 8.4.

u

=1 1 2

Obréazok 8.4: a) Grafy nezndmych funkcii
Riesenie:
Oznaéme si cerveny graf ako f; a modry ako f, a od¢itame z grafu:
fi(x) :prex; =0 f1(0) =3

prexp =2 y, =f(2) =7.

Nakol’ko sa jedna o linearnu funkciu jej explicitné vyjadrenie jey = kx + q
Pre dva body plati: y; =kx; +q— k0+q=3 —>q=3
Yo=kxp+q— k2+q=7—>2k+3=7—>k=2

Hladané explicitné vyjadrenie funkcie je fi(x) = 2x+3.

4]

Obrazok 8.4: b) Urcenie explicitného vyjadrenia grafov zadanych funkcii

Rovnako uré¢ime rovnicu priamky pre funkciu f,(x). RieSenie necham na citatel'ovi.

Definicia 8.3 - Rovnost’ dvoch funkcii

O rovnosti dvoch funkcii fa g hovorime vtedy, ked”: a) obidve funkcie maju rovnaky
obor definicie, t.j. plati Ds = Dg a b) pre kazdé x € Ds plati

f(x) = 9(x). (8.1)
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Definicia 8.4 - ZlozZena funkcia
Nech f(z) a u(x) su funkcie. Ak funkcia u priradi kazdému x e D(u) = <a, b> hodnotu
funkcie u(x) =z e<a, >, v ktorom je funkcia y = f(z) definovan4, tak funkcia

y =f[u(x)]

sa nazyva zlozenou funkciou z funkcii z=u(x) a y =f(z), (f sa vola vonkajSou zlozkou a
u sa vola vnatornou zlozkou zloZzenej funkcie.

Funkcie mozu byt aj viacnasobne zlozené. Prikladom je: y = 41++/X+1, Xe <-1, )
y= Jz ,z=1+ Ju, u=1+x, y =f{z[ u(¥)]}.

Definicia 8.5 - Krivka a jej parametrické vyjadrenie

Nech poloha bodu P v rovine je uréena v kartezidnskej stradnicovej sustave P = (X, y). Ak
je dana funkcia (zobrazenie) F, moézeme pomocou nej definovat’ na intervale J dve reélne
spojité funkcie ¢ a ¥ reélnej premennej tak, zet € J

x=go() (8.2)

y = ¥(b)
ak F(t) =(x,y). Mnozinu K vSetkych bodov P {¢(t), #(t)} roviny, kde t € J nazyvame
krivkou. Dvojicu ¢ a ¥ nazyvame parametricke vyjadrenie krivky v tejto sdradnicovej
sUstave a t - nazyvame parametrom.

Funkcie, ktoré ndm vyjadrujd krivku mézeme mat’ zadané rozne:

- explicitne — analyticky, (pozri
http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Explic.htm)

- implicitne (pozri http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/lImplic.htm)

- tabul’kou (pozri http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Table.htm)

- slovnym opisom (pozri obr. 8.5).

e Otazka 3: Plati rovnost medzi funkciami f (x) a g (x), ak st uréené predpismi:

f= =

2
— g(x)=x+27?
Odpoved’: Nie, funkcie sa nerovnaju i napriek tomu, Ze ak funkciu f(x) zjednodusime
a zistime, ze plati f (x) = g (x), pretoze ich defini¢né obory s D = R-{2} a Dy =R,
e tJ D # Dg .

Priklad 8.2: Ur¢ite defini¢ny obor a obor hodnét zlozenej funkcie: y= +/x+1,
RieSenie:

Uréime Dy: x+1>0 — Xe < -1, o). Zvolme u(x) = x + 1; potom y = /u . Interval
< -1, o) sa zobrazi funkciou u na interval < 0, ) a funkciou y = +/u nainterval < 0, o).
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Definicia 8.6 - Funkcia uréena explicitne

Eliminaciou parametra t z parametrickych rovnic (8.2) prejdeme k vyjadreniu krivky v
tvare

y="1(x). (8.3)
Hovorime, Ze mame zadanu funkciu explicitne (v explicitnom tvare).

Definicia 8.7 — Funkcia uréena implicitne
Ak je funkény predpis krivky tvaru

F(x,y) =0, (8.4)
krivka je dand v implicithom tvare a hovorime o implicitnej funkecii.

FUNKCIA ZADANA
SLOVNYM OPISOM

Definujme funkciu h & definifngm oborom D{h)=A0 4A) taktc:

ku kaZdému Eishu ula0.A) priradime také islo v, ktoré ca rovnd pofty vietkfch
prvotizel mensich alebo rovnapicich sa &slu . Clsla 1 nepovabyeme ra prvaéislo.
Lahleo mafeme urfit’ usponadané dvopce, ktoré patna fnlecn b

IliZeme pousil’ 1 tabullow pr fvel, ale e 2

uriteni fmkcie obmedaA?” iba na slowng opis Amkocie

Obrazok 8.5: Vyjadrenie funkcie slovne, resp. opisom — nespojita krivka
http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Slovne.htm

T
Poznémka:

- Vidime, Ze na obr. 8.5 sa nejedna o spojita krivku vyjadrenu vyssSie uvedenym opisom.
- Najjednoduchsie vyjadrenie parametrickych rovnic mozno zapisat’ v tvare:
x=t, y=F(@)), teJ

2 Funkcia zadana explicitne - Mozilla Firefo>

Soubor  Upravy Zobrazeni  Historie Zalofky  bDastoje  HMapowsSda

- = - = it Afsis.science. up is. sk rmabe matik adan iz=o i
] Fumnkcia zadans explicitne

Eeae] [EE=na] [Eosai=a
FONKCIA Z ADANA EXPIICTIiNE

Alc je funleEng predpis v tvare y—f(x), howvorfme. ¥e funlcia je dans
v ErErfrortirocrr Eviarre Bz iicirae) a hovorime o explicitne] funds cii

Pailclods Frazale cii:

—rt_ = E

F——
=V,

Obrazok 8.6: Priklad funkcie zadanej explicitne
http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Explic.htm
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Priklad 8.3: Nech funkcia f(x) je dana predpisom: f (x) = x_+; Urcite: a) jej defini¢ny

obor; b) funkéni hodnotu v bode x=35; c¢) funként hodnotu v bode x =-2; d) f(2x);

e) f(2); f) f(f(x)).

RieSenie:
a) Defini¢ny obor: X € D: (-0, 2) U (2, ),
5+1 6
b) fB)=——=—=2;
) f(5) =
-2+1 -1 1
c) f(-2)= ==
) 12 -2-2 -4 4
2x+1
d) f(2x)= :
) f(2x) o
z+1
e) f(z2)=——=;
) f@)="=3
x+1 X+1+x-2
2+1 X—2 2x -1
_ X— _ — _ :
N f(f(x))_x+1_2_x+1—2(x—2)__x+5’ X#3
X—2 X—2

Priklad 8.4: Ur¢ite defini¢ny obor funkcii f(x) a g(x) danych predpisom

f(x):«/x—5,g(x):‘/§—j .

Riesenie:
f(X)=vx=5, D(f): x-5>0 —x>5 Dg <35, )

X—3

X) =, |—r0,
9() X+1
Nakol’ko sa jedna o druht odmocninu, pod odmocninou nesmie byt zaporné ¢islo, t..
X—_i > 0. Zlomok bude kladny, ak ¢itatel’ aj menovatel’ budu stcasne kladny, alebo
X+

r sow A v . L% 4 + - 5 .
zaporny, ¢o mdzeme vyjadrit’ nazorne ako: —u —, resp. nerovnost’ami:
+ =
[x-320nx+1>0]u[x-3<0Nx+1<0] —_—

[x>3nx>-1]u[x<3nx<-1] > x>3Ux<-1 === D, :(-0,-1) U< 3,00).
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X% +2x
5X— X2

Priklad 8.5: Ur¢ite defini¢ny obor funkcie f(x) =

Riesenie:
Jednd sa o racionalnu fiunkciu, ktora v menovateli nesmie mat’ nulu. Preto rieSime

nerovnost’
5X-X*#0 > X (5-X) #0 > x#0 N X #5 ——= Dx: R -{0, 5}.

Priklad 8.6: Nech f:y=sinxag:y= NS N4jdime funkcie : a) F1(x) = f (g(x)),

b) Fa(x) = g(f(x)).

RieSenie:

a) Podl'a zadania Fy(x) = f (g(x)) = f(y/X) =sinv/x , Dri: (0,0)

b) Fo(x) =g(f(x)) = g(sin X) = +/sinx . Dp: <042k 7, Rk+1) > k=0, +1,+2,.......

Priklad 8.7: Ngjdite definicné obory funkcii a) f (x) = +/x—4, g(x) = L4 x—4

RieSenie: .

a) f(x)= m D(f): x—=4>0 —x>4 Ds. <4, »)

) 9% = = VX—4 D(H= D(f) N D(f), ke fi= —— afy= Vx—4 -
{(-0,4) U (4, ©,)}N <4,0) X>4 ——= Dy: (4, ).

Kontrolné otazky

Objasnite pojmy funkcia, defini¢ny obor a obor hodnot.

Akymi sposobmi mozno zadat’ funkciu? Vymenujte ich.

Uved'te priklad funkcie zadanej implicitne

Uved'te priklad zadanej explicitne.

O akej funkcii hovorime, ak vieme Ze nezavisle premenna priamolUmerne s ¢asom rastie?
O akej funkcii hovorime, ak vieme Ze nezavisle premenné priamoUmerne s ¢asom klesa?

N o g bk~ w DR

Objasnite pojem zlozen funkcia a ako uré¢ime jej defini¢ny obor.
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8.2 Niektoré vlastnosti funkcii

V tejto Casti si formou definicii si uvedieme niektoré zakladné pojmy a vlastnosti, ktoré
budeme potrebovat’, ked’ skimame vlastnosti jednoduchych funkcii v zavislosti od hodn6t
argumentu, t.j. ked’ budeme skumat’ priebeh funkcie.

Definicia 8.8 - Funkcia parna, neparna
Ak funkcia f ( x) spifia pri zmene znamienka argumentu nasledovné vlastnosti:
1. pre kazdé x Dy aj —x € Ds

2. a) f(-x) = f(x) funkcia sa vola parna; (8.5)
b) f (-x) =-f(x) funkcia sa vol& neparna. (8.6)
W 3_X2

% Otazka 4: Viete zistit, &i funkcia f(x) = je parna alebo nepéarna?

Odpoved”: Urc¢ime si Dy, aby sme zistili, ¢i je splnena 1. podmienka Definicie 8.8 ——
Df = R-{0}, t.j. ku kazdému ¢islu X € Dy aj —-x € Ds . Pocitajme:

2 2
f(-x) = 8-(=)° _ _3-x = —f (x) == funkcia je neparna.
—X X

Priklad 8.8: Zistite, ¢i funkcia F(X), ktora vznikne stétom funkciiy; =f (x) ay, =f (-x) je
parna, alebo neparna, ak obidve funkcie su definovane na R.

RieSenie:

Dana funkcia je definovana na R, takze vzt'ah (8.8) je splneny. Overime platnost’
podmienky uréenej vztahom (8.9):

F(x) = f (x) + f (-x) .Pocitajme: F(—X) = (X) + f [ (-X)] === f (-X) + f (X) = F(X) je

Definicia 8.9 - Funkcia jedno-jednoznacna (prosta)

Ak funkcia f (x) pre kazdu dvojicu takd, Ze x; # X, plati, Ze f(x1) #f (x2), funkcia sa vola
jedno-jednoznacna (prosta).

*z2 Otézka 5: Viete rozhodnut’, & funkcia f (X) =—2— —5 je jedno-jednozna¢na?

X+1
Odpoved: Ur¢ime si D = R —{~1} Pre kazdé dve x; a x; € Dy, pre ktoré plati x; # X, mozno
pisat’™:
X1 7 X2
X1+ 1#Xx+1
3? 3
X +1 X, +1
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3 5 3

- -5
X, +1 X, +1

f(x1) #f (X2) ——=funkcia je jedno-jednoznacna.

Definicia 8.10 - Monoténnost’ a rydzomonoténost’ funkcie

Ak pre kazdu dvojicu x;, X, € Ds = <a, b>, splitujucu nerovnosti:
1. x; <xp plati f(x;) <f(xz), hovorime, Ze funkcia f(x) je na intervale <a, b> rastlca;
2. X1 < xp plati f (x1) > f (x2), hovorime, Ze funkcia f(x) je na intervale <a, b> klesajlca;
3. xp < xp plati f(x1) <f(x2), hovorime, Ze funkcia f(x) je na intervale <a, b>
neklesajlca;
4. X1 <Xy plati f(x1) = f (x2), hovorime, Ze funkcia f(x) je na intervale <a, b>
nerastuca;

Ak funkcia f(x) je na intervale <a, b> bud’ rasttica alebo klesajuca, hovorime, Ze je na
intervale <a, b> rydzomonotdénna.

Poznémka:

LAKX-X1=AX F(X)-T(X) =y2—y1=Ay f(x) < f(xx)) >Ay=>0 atedai—z>0 -

Ze funkcia f(x) je na intervale <a, b> rastuca. S touto skutocnost’ou budeme pracovat’
neskor pri derivaciach a priebehu funkcie.

2. Kedze x;<x, Ax>0 ateda i—z < 0 - Ze funkcia f(x) je na <a, b> klesajuca.

Veta 8.1 Kazda rydzomonotdénna funkcia je jedno jednoznacna.

Definicia 8.11 Ohranicena funkcia (zdola, zhora)
Ak existuju ¢isla a a b, Ze pre kazdé x ¢ M plati:
1. f(x) = a, hovorime, Ze funkcia f (X) je zdola ohrani¢end na mnozine M,
2. f(x) < b, hovorime, Ze funkcia je zhora ohrani¢end na mnozine M,
Funkcia je ohranicena, ak je ohrani¢ena aj zdola aj zhora, t.j. existuje také c¢islo a, Ze pre
kazdé x e M plati |f(x)| = a.

%2 Otazka 6: Je funkciay:1 na intervale (0; o) ohranigen4?
X

Odpoved: Z grafu funkcie na obr. 8.7 vidime, Ze vSetky body grafu leZia nad osou x, takze
y > 0 a teda je ohrani¢ena zdola. Ale ak pozrieme na okolie bodu x = 0, ku ktorému sa blizime
sprava, vidime, Zze funkéna hodnota nadobuda nekoneéne velké hodnoty. Z toho vyplyva Ze
nenajdeme ziadne také Cislo K, pre ktoré by funk¢na hodnota bola mensia ako toto ¢islo K.

Hovorime, Ze funkcia nie je zhora ohrani¢ena ,funkcia na (0;00) je neohranicena.

%= Otazka 7: Co vieme povedat o tej istej funkcii y = l, ale naintervale <1;)?
X

y =£§ 1,tj. je zhora je ohrani¢end na <1;o0).
X
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Odpoved: Nakol'ko funkcia je ohrani¢ena zdola i zhora, hovorime, Ze je ohranicena.

Obrazok 8.7: Graf funkcie y:1 na intervale (0; o)
X

Definicia 8.12 — Inverzna funkcia
Ak rovnica y = f(x) definuje na mnoZine M prostd funkciu (Definicia 8.8) aN je
mnozina hodnot tejto funkcie, tak vzt'ah

x=o(y), (8.7)
ktory prirad'uje kazdému ¢islu mnoziny N to ¢islo mnoziny M, pre ktoré plati
y = f(x), definuje na mnozine N funkciu ¢, ktort volame inverznou funkciou k funkcii f
a oznacujeme f* (obr. 8.8).

Obrazok: 8.8: K pojmu inverzna funkcia

*e Otazka 8: Je funkciay = x sama sebe inverznou funkciou?

Odpoved’: Ano, pretoze zamenou osi sa funkcia nezmeni.(Pozri Poznamku 2 nizsie.)

Priklad 8.9:

Ukazte, Ze funkcia f (x) = 2x — 4 je prosta a najdite vypoctom Kk nej inverznu funkciu.
RieSenie:

Vyjdeme z Definicie 8.9 funkcie prostej: Uréime si jej Dy : definicnym oborom funkcie f
je mnozina vSetkych realnych Cisel R. Ukazeme, ze pre kazdu dvojicu réznych cisel x; a
X2 €R t]. X1 # Xy, plati: f(x1) # f(x2).
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Priklad 8.9: pokracovanie rieSenia
X1 # X2
2X1 £ 2Xo
2X1 -4 # 2X2-4 — f(X1) # f(X2) === je jednojednoznacna funkcia
Postup ako najdeme inverznu funkciu:

NapiSeme zakladnu funkciuy = 2x—4 av nej vymenime X =——= y
a dostaneme:

X=2y-4
Vyjadrime si zavisle premenndy: 2y =x + 4
f'lj y:ﬂ, Df'1: R.

Poznémka:

1. Vysvetlenie najdenia inverznej funkcie Citatel’ najde aj zaujimavo na www.

http://www.mathsisfun.com/sets/function-inverse.html (Obr. 8.9, 8.10 a 8.11).

2. Akbod A = (a, b) je bodom grafu funkcie y = f(x), tak bodom grafu x = ¢(y),resp. po

vymene x — y dostaneme bod grafu M"= (b, a). Body M a M" st sUmerne zdruZené
podla priamky Yy =X, t.j. osi I. a lll. kvadrantu (Obr. 8.10).

Sibor  UprawE  [obrac Heidra Téghr  lgetoe  Poroonk
Wwarmd petracens (Lebei) - W, - | A lverse furetens =
* [T e P

-]

rrveryion Lnchon

b T

Inverse Functions

A varie SUNCEon QORT 0 Ehe OOROSIe ChnecEion
EESTE with B gocsmgd

he Aanciion I{M) = Tm+3, wntien a5 & fow dagran

el MAUEHply [y T e A 3 I--—-----:Il-

The Invarss Functicn gt goss the other way

"i—l Divide by I pelf—] Subtract § pelf—

Obrazok 8.9: Postup urcenia inverznej funkcie
z http://www.mathsisfun.com/sets/function-inverse.html
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¥ou could plot them both in terms of ® ... 50 it is now £1(x), not F10y).

W f(xy and (%) are like mirror images
r {flipped about the diagonal),

I, In other words:
AR

s ; The graph of f{x) and £ 1(x) are symmetric across the line
s : ¥=x

Obrazok 8.10: K inverznej funkcii —ukazka symetrie podl'a osi prvého kvadrantu
http://www.mathsisfun.com/sets/function-inverse.html

Example: Square and Square Root {continued)
First, we restrict the Domain to x = 0:

o {32 | =03} *~ squared such that x s greater than or equal to zero”
e {vu | ® =0} “square root of x such that x is greater than or equal to zero®

//’/f;/

And you can see they are "mirror images"
of each other about the diagonal y==.

Mote: we could have restricted the domain to x £ 0 and the inverse would
then be F1{x) = -vx:

o Ik | x=D%
e {-vVu|x=0%

Which are inverses, too. — er

Obrazok 8.11: K pojmu inverzna funkcia ku kvadratickej funkcii

-h.lfj. \Fg.

"'.

By,

i
& PDDA

. -2
Uloha 2: Ur¢ite pre funkciu f (x) = w : a) funk¢ntt hodnotu v bode 2 a 1
X+
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b) defini¢ny obor.

Uloha 3: Je dana funkcia ¥(t) = ta', kde t e (- 0. ). Urtite W(0), ¥(1), ¥(- 1) a ¥(1/a).
Uloha 4: Urgite: a) na ktorom intervale je funkcia y = x° rast(ica.

b) Zistite, i existuje k funkcii y = x* funkcia inverzna.

c) Nakreslite grafy funkcie a jej inverznej funkcie.

Uloha 5: Uréite defini¢ny obor funkcii: a) f(x) = 1- Inx, b) 21 :
X" =X

c) f(x) = In(x*-9)
Uloha 6: Uréite defini¢ny obor funkcie f(X) = In(v/X—4 ++/6—X)

_ 2
Uloha 7: Urtite definiény obor funkeie f(x) = +/In(2—

).

Uloha 8: Rozhodnite, ¢&i existuje inverzna funkciu k funkcii y = €. Ak ano, nakreslite ju.

2
Uloha 9: Rozhodnite na zaklade vypoétu, &i funkcia f () = 3 1
X+

—5je parna, alebo neparna.

Uloha 10: Otvorte si stranku http://wims.unice.fr/wims a overte si interaktivne svoje
vedomosti z oblasti grafov funkcii. O elementarnych funkciach sa Citatel’ taktiez
docita na strankach: http://mathonline.fme.vutbr.cz/Zakladni-elementarni-
funkce/sc-60-sr-1-a-34/default.aspx a http://www.analyzemath.com/calculus.

Uloha 11: Zistite, ¢i funkcia F(x), ktora vznikne rozdielom funkcii y; = f (x) ay, = f (- x) je
parna, alebo neparna, ak obidve funkcie su definované na R.

Uloha 12: Najdite inverzna funkciu k funkciam: a) f (x) =2 x, b) f (x) = 1-3x,

-5

% Otazka 9:

Co vieme povedat’ o symetrii neparnej funkcie? Uved'te priklad neparnych funkcii.
Odpoved: Je symetricka podl'a pociatku suradnicovej ststavy. Priklad: f(x) = x, f(x) = sin x.

= Otézka 10: Je funkcia y = i—x inverzna funkcia sama k sebe? Rozhodnite vypoctom.
+X
L S

= Otazka 11: Na obrazku 8.12 st zobrazené dve funkcie y = f(x). Ktora z funkcii
zobrazuje graf funkcie a) y = - f(-x), b) y = f(- x)?

163


http://wims.unice.fr/wims
http://mathonline.fme.vutbr.cz/Zakladni-elementarni-funkce/sc-60-sr-1-a-34/default.aspx
http://mathonline.fme.vutbr.cz/Zakladni-elementarni-funkce/sc-60-sr-1-a-34/default.aspx
http://www.analyzemath.com/calculus

Kapitola 8 Realna funkcia jednej realnej premennej
doc. RNDr. Miroslava OZvoldova, CSc.

EGraphic functions | + I

Graphic functions

Flxd

2

1

Here is the graph 4
of a function 7 (x).

-1

-2

-2 -1 o 1 2

Question. Ameong the following figures, which one represents the function - (-x)7 Click on it.

T

-2 -1 0 1 2 -2 -1 o 1 Z -2 -1 0 1 Z

o
MRS RN

a) Change the funchion,

Graphic functions

Fixe

Here is the graph
of a function f (=)

Question. Among the fellowing fgures, which one represents the function #{-x)7 Click on it

NN

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 z -2 -1 o 1 2z

o
(SRS XY

o
MR DR N

b)

Obrazok 8.12: Interaktivna vyucba: Ur¢i k danej funkcii hl'adané grafy funkcii
http://wims.unice.fr/wims/wims.cgi?session=9ED404A7F6.6&lang=en&cmd=new&module=
H5%2Fanalysis%2Fgraphfunc.en&listype=1&repeat=1

Kontrolné otazky

1. Co je nutnou podmienkou aby funkcia mohla byt’ parna alebo neparna?

2. Jefunkcia F(x) = e + cos x + & * parna, alebo neparna?

3. Definujte funkciu zlozenl a uved'te dva priklady zlozenych funkcii.
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8.3 Grafy vybranych funkcii

Ciel'om tohto paragrafu je zopakovat’ si zakladné funkcie, s ktorymi sa vo fyzike ¢asto
pracuje a je dolezité, aby ste ich pri aplikaciach bezproblémovo zvladali.

A) Goniometrické funkcie:

Definicia 8.13 Goniometrické funkcie

Goniometrickymi (tieZ trigonometrickymi) funkciami nazyvame funkcie:

y=sinX,y =Cos X, y=1tg X, y =cotg X, y = Sec x ay = C0Sec X, z ktorych sa naj¢astejSie
pouZivajd prvé styri. Pre ostry uhol (0< a< 90 °) definujeme tieto funkcie pomocou
pravouhlého trojuholnika (obr. 8.13):

sina = E, t.j. pomer protil'ahlej odvesny ku prepone, Ds= R, Hy = <-1, 1> (obr. 8.14);
C

cosa =E, t.j. pomer pril'ahlej odvesny ku prepone, Di= R, Hf = <-1, 1> (obr. 8.14);
c

tga = % = % , t.j. pomer protil'ahlej odvesny ku prilahlej odvesne,
X
Ds=R/(X # 2k+1)n/2), pre k=0, 1,..., Hf = (-00, 0); (obr. 8.15);

cotga = % — B95X ;. pomer prirahlej odvesny ku protiahlej odvesne, Dy = R/(x # k,
Sin X

pre k=0, 1,..., Hf = (-0, 00); (obr. 8.16).

b

Obrazok 8.13: Pravouhly trojuholnik
v

- s — — Y o yesimx pocese
P E P - L r kS Y / \ )

o _gn _j;ﬁ‘\. :E -.-—.'Zl’jr —3#_‘ —JI."-_l _“_E
=

N
o
3
by
ol
5y
=X
-~

AR AN

P e M e

| | ) = ol
| y y=iga y | llJ' cotg x

Obrazok 8.15: Graf funkcie y = tg x Obrazok 8.16: Graf funkcie y = cotg x
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S goniometrickymi funkciami sa viaze vlastnost’ periodi¢nost’ funkcie, ktoru si definujme.

Definicia 8.14 — Periodicka funkcia

Nech y = f(x) je funkcia s Dra | je kladné realne ¢islo. Nech:
1. prekazdé x e Ds aj x £ 1 € D¢ (8.8)
2. f()=f(xxl) (8.9)

funkcia sa nazyva periodicka. NajmenSie kladné realne ¢islo I, pre ktoré platia vy3Sie
uvedené podmienky, sa nazyva zakladna perioda funkcie.

*o Otazka 12 : Su funkciey =sin xay = cos x periodickymi funkciami? Ak &no, s akou
najmensou periédou?

Odpoved’: Ano, pretoZe zamenou x — x+ 27 sa hodnota funkcii nezmeni. Najmensia peridda
jel=2mx.

*o Otazka 13 : St funkcie y = tg x, y = cotg x, periodickymi funkciami? Ak &no, s akou
najmensou periédou?

Odpoved’: Ano, pretoZe zamenou x — x+ © sa hodnota funkcii nezmeni. Peridda | = .

Priklad 8.10: Zistite, ¢i funkcia y = cos (2x-1) je periodicka funkcia s periodou 2.
RieSenie:
Dana funkcia je definovana na R, takze vztah (8.8) je splneny. Overime platnost’
podmienky urcenej vztahom (8.9):
cos (2x-1) < cos [2(x+27)-1] *)
Vztah (*) upravime pouzitim vzt'ahu pre kosinus stétu, resp. rozdielu dvoch uhlov:
cos (o£ ) =cos acos B + sin asin B, takze dostavame:
cos [2(x+2m)-1]= cos [(2x-1)+4m)] = [cos (2x-1)] cos 4x - [sin (2x-1)] sin 41t =
[cos (2x-1)] .1 - [sin (2x-1)] .0 = cos (2x-1) === c0s (2x-1) je periodicka s periddou 2.

Priklad 8.11: Zistite, ¢i funkcia y = sin (3x/2) je periodicka funkcia. Ak ano, urcite jej
zakladna periodu.

RieSenie:

Dana funkcia je definovana na R, takze vztah (8.8) je splneny. Zistime, za akej podmienky
pre periodu | plati :

sin (3x/2)= sin[3(x+1)/2 , t.j. budeme pocitat’ sin[3(x+l)/ 2] - sin (3x/2) = O
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Priklad 8.11: pokracovanie rieSenia

Pocitajme pouzitim vztahu pre rozdiel goniometrickych funkcii:

sin a - sin B = 2[cos (a+ B)/2 Jsin(a- B)/2,

takZe dostavame:

sin[3(x+1)/ 2] - sin (3x/2)= 2[cos (3x+3l +3x )/4 ]sin3l/4 = 0 *)
Aby sa prava strana rovnala nule vo vzt'ahu (*) musi platit’

sin3l/4 = 0 === 3l/4 =kn pre k € Z. Pre zakladnt periodu k =1, takze: | = 47/3
Funkcia je periodicka so zakladnou periodou 4m/3.

Dalsie priklady mozZete &itatel’ najst' na http://pdf.truni.sk/pokorny/mpi/index.htm. Pre rychle
vypocty vo fyzike ¢asto treba poznat’ hodnoty goniometrickych funkcii niektorych uhlov a je
ich dobré vediet’ naspamaét’. Ich hodnoty uvadza Tabul'ka 8..

Tabul’ka 8.1: Hodnoty vybranych hodndt goniometrickych funkcii

Uhol/funkeia o° 30° (%) 45° (%) 60" (Z) | oo (%)
g 0 ? 1 V3 defri]ris)flzny
cotg & def?;?)f/eany V3 1 g 0

T
Poznémka:

1. Ak si uvedomime, Ze sin x je posunuty vzhladom na funkciu cos x 0 90", hodnoty
kosinusu dostaneme z druhého riadku tabulky, ak budeme postupovat’ z pravej strany
do T'avej, pocitajuc od nulovej hodnoty stupna.

2. Grafy funkcii si mozete interaktivne zostrojit aj na interaktivnej stranke:
http://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php.

Goniometrické funkcie nie su prosté, preto ak chceme urcit’ k nim inverzné funkcie, musime
z0zit' definiény obor na taky interval, v ktorom je funkcia prosta (rastica, alebo klesajlca).

. . . . T T . . , .
Pre funkciu sin o berieme interval < x E>’ na ktorom je funkcia rastuca a nadoblda

funkéné hodnoty <-1, 1>. Ak vymenime x ==y dostaneme inverznu funkciu:
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B ) Cyklometrické funkcie:

V predchadzajiacej Casti sme si ukazali, Ze trigonometrickymi funkciami prirad'ujeme
ur¢itému uhlu a odpovedajucu hodnotu y prisluSnej trigonometrickej funkcie. M6Zeme
nastolit’ obratenti ulohu: Najdenie uhla a, ktorému prislicha dana hodnota y prislusnej
trigonometrickej funkcie. Toto rieSenie zapisujeme vtvare x = arcsin y, X = arccos Y,
X = arctg y a x = arccotg y. Tieto cyklometrické funkcie (inverzné trigonometrické funkcie)
maju jednoduchy vyznam: arcsin y je arkus uhla, ktorého sinus je rovny y.

Definicia 8.15 - Cyklometrické funkcie

Inverzné funkcie ku goniometrickym funkciam existujd na takom zdzenom intervale, kde
su prosté (monotonne) a nazyvame ich cyklometrické funkcie:

arkussinus: y =arcsin x pre x € <-1, 1>, He =< % %>, (obr. 8.17 a) je inverzna

funkcia ky =sin x,
arkuskosinus: y=arccos x prex € <-1,1>, Hf =<0,7>, (obr.8.17b) je inverzna
funkcia k 'y = cos X,

arkustangens: y = arctg x pre X € (-0, ), H =( % %), (obr. 8.18) je inverzna
funkcia k y =tg x,
arkuskotangens: y =arccotg x pre X €(-o0, o), Hf = (o, %), je inverzna funkcia k

y = cotg X.

f
| ymarcsins

/y=x 15N

A y =sinn . 2

Obrézok 8.17: Graf funkcie a k nej inverznej funkcie a) y =sin x ay = arcsin x
b) y = cos x ay = arccos x
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y =arctgx

08—

-05 — -

- atan(x)

_ __tan(x)
1'5‘I....I ........ e e T e e T T L

Obrazok 8.18 : Graf funkciey =tg x a k nej inverznej funkcie y =arccotg x

C ) Exponencialna a logaritmicka funkcia:

Definicia 8.16 - Exponencialna funkcia

Exponenciélna funkcia v najjednoduchSom tvare je mocnina s konstantnym zékladom a
a premennym exponentom
y=a"
s nasledovnymi vlastnost'ami (Obr. 8.19):
1. Pre kazdé realne x a pre kazdé a >0 plati a*>0, graf leZi nad osou x,
2. Prekazdéa>0 saa’=1,prex=1lay=a'=a,
3. Akxi<x:pria>1 a’;<a’,-funkcia je rastica,
pria<l a’;>a’;-funkcia je klesajlca,
pria=1 - funkcia je konstantna.

Obrazok 8.19: Grafy exponencialnych funkcii pre rézny zaklad a
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Definicia 8.17 - Logaritmicka funkcia

Exponencialna funkcia a* (a>0 , a # 0) je prosta, preto existuje k nej inverzna funkcia,
ktor( volame logaritmicka funkcia pri zaklade a:

y=logax ,
kdex>0 (a>0,a# 1) (Obr. 8.20).

) b
Obréazok 8.20: Grafy exponenciélnej a k nej inverznej funkcii-
logaritmickej pre:a)a=2,b)a=1/2

Z grafov na obr. 8.20 vidiet, ze graf logaritmickej funkcie je sumerne zdruZeny
s exponencialnou krivkou s tym istym zakladom podrl'a osi prvého a tretieho kvadrantu (y =x).
Vlastnosti logaritmickej funkcie vyplyvaja z vlastnosti exponencialnej funkcie:

1. Je definovana len pre x > 0, preto sa graf funkcie nachadza napravo od osi y,
prechadza bodmi [1, 0] a [a, 1]. Os y = x je asymptotou grafu.
2. Jerastuca pre a > 1, klesajuca pre 0< a<1.
3. Grafy funkciiy =1og 4 x ay =109 12 X st simerne zdruzené podl'a osi X.
Pri vypoCtoch sa najcastejSiec pouziva dekadicky a prirodzeny logaritmus. Dekadicky
logaritmus méa zéklad 10 apiSeme ho bez zakladu, t.j. log x. Vo fyzike sa vSak Casto
stretneme s logaritmami, ktorych zakladom je iracionalne ¢islo e = 2,718..., ktoré sa nazyva

Eulerove ¢islo. Tieto logaritmy sa nazyvaju prirodzené a namiesto loge x piSeme In x, ¢o je
odvodené z logaritmus naturalis.

f'..
'ﬁPoznémka: Casto potrebujeme najst’ log x ak pozname In x a obratene. Ich sivis si
ukazeme Upravami :

y=Inx (1) — x=e¢’ (2

Rovnicu (2) logaritmujme so zakladom 10: logx=yloge =Inxloge ,
kde sme zay dosadili vzt'ah (1) azaloge =0,43429 , takZe priblizne plati: In x = 2,3 log x.
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& pPDDA

Uloha 13: Zistite, aké grafy st na obrazku 8.21 a napiSte ich matematické vyjadrenie.

Obrazok 8.21: Grafy hl'adanych funkcii

Uloha 14: Na obrazku 8.22 st znazornené grafy zavislosti vel’kosti rychlosti ako funkcia
Casu pre tri Castice (A), (B), (C), pohybujuce sa priamociaro réznou rychlost'ou.
Urcuje priesecnik grafu s osou zavisle premennej pociatocnu rychlost’ jednotlivych
Castic? Objasnite vyznam priesecnikov grafov s 0sami a priese¢nikov grafov.

Uloha 15: Na obrazku 8.22 st znazornené grafy zavislosti vel’kosti rychlosti ako funkcia
Casu pre tri Castice (A), (B), (C), pohybujuce sa priamociaro réznou rychlostou. Je
poradie telies (B), (A), (C) v ¢asovom intervale (7 , t3) zoradené podl'a rychlosti
tychto telies od najmensej po najvacsiu? Zorad'te Castice podla stupajtcej rychlosti
Vv jednotlivych ¢asovych intervaloch.

[

()]

£is)

Obrézok 8.22: Grafy zavislosti velkosti rychlosti ako funkcia ¢asu t pre tri Castice A, B, C

Uloha 16: Nakreslite graf funkcie y = cotg x a k nej inverznej funkcie .

Uloha 17: Néajdite, na akom intervale existuje k funkcii y= x* funkcia inverzna. Nakreslite!

3 —
Uloha 18: Zistite, ¢i funkcia f(x) =§i je parna, alebo neparna.
X - sinx

Kontrolné otazky

1. Uved'te, ktoré funkcie sme uviedli v ¢asti 8.3. Ur¢ite ich Dy, Hy a nakreslite ich grafy.
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8.4 Limita funkcie

_942
Skamajme funkciu y = f(x) = % Funkcia je definovana pre vietky x # 1. Upravme si

tvar funkcie, tak aby sme mali v ¢itateli klesajice mocniny :

y=f(x)=

—2x24x+1 _ —(2x?—x—1) _ 2x%?—x-1 _ (x—1)(2x+1)
1-x —(x-1)  x=-1 x—1

Pre x # 1 mézeme zlomok vykratit™:

_ (x—1)(2x+1)

- x—1

f(x) =2x+1.

Keby nebolo ,,zakdzaného* ¢isla X # 1, dana funkcia by bola klasickou linedrnou funkciou
a jej grafom by bola priamka (obr. 8.23). Ako sa zmeni graf, ked’ mame ,,zakdzany* bod x=1?
Teraz sa pozrieme na to ako sa sprava funkcia v okoli ¢isla x = 1.

v

71

Obrazok 8.23: Graf linearnej funkcie y = 2x+1

Aby sme zistili ako sa sprava funkcia v okoli ¢isla X = 1, zostavme si tabul’ku.

v okoli bodux =1

Tabulka 8.2: Spravanie sa funkcie f(x) = —(x_lx)iﬁl)

X 0,9 0,99 0,999............ 1,0001 1,01 11

o= G D@D 2,8 298 2998 ... 3,002 302 32

x—1

Z Tabulky 8.2 vidime, Ze hodnoty funkcie f(x) su blizke ¢islu 3 (st v okoli ¢isla 3), ked’
hodnoty premennej x sa malo liSia od ¢isla 1 (hovorime, Ze su z okolia ¢isla 1).

Definicia 8.18 - Definicia ¢ -okolia bodu

Pod ,,0 -okolim* ¢isla (bodu) a rozumieme otvoreny interval (a —o, a +0), ktory obsahuje
Cislo a, pri¢om J > 0 ( je to tzv. symetrické okolie).

Zvol'me si 'ubovolne malé ¢islo € >0 (napr. &€ =0,001) a h'adajme, pre ktoré hodnoty
premenne x padnu prislusné hodnoty funkcie f (x) do okolia (3-¢,3 +¢) Cisla 3 (t.j. e-0ové
okolie bodu 3). Zrejme musi platit’

() -3|<e
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|2x+1 -3|=|2x-2|=2|x-1|<¢
Ix-1]<<=0.
2

Hodnoty premennej X musia byt’ z okolia ( 1- -, 1+ —) Cisla 1, pricom X # 1. Pre ¢ = 0,001

hodnotyf (X) budu v intervale (2, 999; 3 001) ked’ x bude z intervalu (0,9995; 1,0005).
Cim mengie &islo € >0 si zvolime, tym mensie je prislugné ¢ = —) Hovorime, Ze funkcia

ma v bode x = 1 limitu 3 a piSeme

f(X) (ax—1)( 2x+1)_ 2X+1

x—1
x—1)(2x+1
lim( ) ): lim(2x+ 1) =3
x—1 x—1 x =1

Definicia 8.19 - Definicia limity

Ak Kk T'ubovolne malé ¢islo € >0 existuje také kladné ¢islo 6 > 0, Ze pre vSetky
X # a vyhovujlce nerovnosti | x - a |[< J plati

[f(x) -b| <e,
Hovorime, Ze funkcia f (x) ma v bode a limitu b, ¢o piSeme lim,._,, f(x) = b.

Poznamka:
(x=1)(2x+1)

Aky ma priebeh funkcia fe)=""5 so zakdzanym bodom jedna? Dozvieme sa to,
Vv nasledujucej kapitole, ked’ preberieme derivacie funkcie a prejdeme na priebeh funkcie.
Nezabudnite si urobit’ jej priebeh!

Jednostranné limity :

O jednostrannych limitach hovorime, ked’ sa bliZzime sprava alebo zl'ava k bodu a. Hovorime
0 limite sprava, ked’ sa blizime sprava t.j. x — a+, resp. bliZime sa z 'ava x — a’, hovorime
0 limite zl'ava.

Veta 8.2 : Existencia limity

Ak plati pre jednostranné limity rovnost, t.]. lim g £ () = limq f(x) =
potom existuje limita funkcia f(x)v bode a rovna &islu b, o piseme Mx—af (x) =b.
o vlastnej limite vo vlastnom bode, ak a aj b su koneéné ¢isla.
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Definicia 8.20 - Vlastna a nevlastna limita
Ak plati: a) lim f(x) = b hovorime o vlastnej limite vo vlastnom bode, ak a aj b st
xX—a

koneéné &isla, t.j. (a, b € R);

b) lim f(x) = oo, hovorime o nevlastnej limite (b = o) vo vlastnom bode a;
xX—a

¢) lim f(x) = oo, hovorime o nevlastnej limite (b = o) v nevlastnom bode
X —>00

a—o0;

d) lim f(x) = b, hovorime o vlastnej limite (b € R) v nevlastnom bode a—oo.
X —00

Vyznam pojmov z definicie 8.20 si ukdZeme na priklade:

Priklad 8.12: Rozhodnite, ¢i funkcia f(x) = % méa nevlastnu limitu a v akom bode.
Urcite akého typu su tieto limity.
RieSenie:
Uréime defini¢ny obor f(x) = % ktory je R -{0}, ¢o znamena, Ze nie je definovana len
vV bode nula. Vypocitajme nasledujuce limity:

a) lim,HOJr% = 400 — jedna sa o nevlastnd limitu sprava vo vlastnom bode O;

Pomocka: Znamienko nekone¢na uré¢ime, Ze zo znamienka podielu , ked’
dosadime 'ubovol'ne mali hodnotu blizku k nule z pravej strany, napr. 0,001,
takZe dostavame

. 1 . 1 1 +
lim - =+00 —lim —=——=—=40 ;
xo0+y = 1 x>0+ S o001 7 TP
. 1 C e
b) lim,_,_—- = —oo, — jedna sa o nevlastnu limitu zl'ava vo vlastnom bode 0;
X

Pomocka: Znamienko nekonecna ur¢ime, ze zo znamienka podielu , ked’
dosadime T'ubovol'ne mali hodnotu blizku k nule z I'avej strany nuly, t.j. napr. -
0,001, takze

1 1 +

= 20001
c) Nakolko limx_>0+§ =400 #* limx_)o_i = —oo, podla Vety 8.2

limxﬁoi A (neexistuje);

. 1 _ L
d) lim,_ o -= == 0; jedné sa o vlastnu limitu v nevlastnom bode «;

RIRL R |-

. 1 . P
e) lim,,_,-= —= 0; jedné sa o vlastnu limitu v nevlastnom bode -o;

1

. 1 v g 2 T
f) lim,_, ~=-,pre vietky x € R,x # 0, jedna sa o vlastnu limitu vo vlastnom

bode a.
g) Naznacené vypocty graficky prezentuje obr. 8.24:
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Obrazok 8.24 Graf funkcie y = 1/x

Priklad 8. 13: Ur¢ite jednostranné limity v bode nula pre funkcie: a)f (x) = xiz , b)

flx)=— xiz a rozhodnite, ¢i limita v bode nula existuje. Ak ano, uréite ju a nacrtnite

grafy. Nakreslite grafy funkcii.

RieSenie:

a) f(x)= x% limx_mJ,;—z =+oo a limx_,ﬂ,_%i2 = +oo, pretoze Stvorec ¢isla je vzdy kladna
veli¢ina. Nakolko plati limx_,ﬂé = limx_,ﬂ_i2 = +0oo — limx_,o%i2 = +oo . Jednd sa

X
o nevlastu limitu vo vlastnombode.

1 . 1 . 1 v wr . .
b) f(x)=—= lim,o —= = — alim,,_— = —oo, pretoZe stvorec ¢isla je vzdy
X X X
, e ) . . , . . -1
kladna veli¢ina a celkové znamienko zlomku je zaporné. Nakolko platilim, o — =
X

. -1 .
llmx_,ﬂ_; = —00 = llmx_,ﬂx—2 = —00.

Grafy skimanych funkcii prezentuje obr. 8.25:

Obrazok 8.25: Graf funkcie f(x) = iz (vlavo)a f(x) = —xiz(vpravo)
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Veta 8.3

Ak funkecie f{x) a g(x) maju v bode ¢ limity: lim,_, f(x) =b, lim,_, g(x) = c, tak platia
nasledovné vlastnosti:

a) lim,_ [f(x)+g(x)] = lim,_,f(x)+ lim,_,g(x)=b *c,

b) lim,_.[f(x).g(x)] = lim,_, f(x). lim,_,g(x) =b.c,

__’H"

() limfix)

xX) = - -
=22 __ =_ ak lim,_.,g(x)=c #0.
[

¢) lim,., — =a
glx)  limglo

d) lim,_q "“xﬂ =1

x242x-3

Priklad 8. 14: Vypocitajte  lim,_,; 1|

Riesenie:
Priklad budeme riesit’ pre dva intervaly: a) x > 1,kedy |x —11=x—1

a) x<l,kedy |x—1|=—(x—1).
RieSme pripady postupne obidva pripady:

- . x%42x-3 . x24+2x-3 . (e=1D(x+3)
a)tj. prex>1  lim,_; = lim,_,; = x—»ﬂn — = 4
. x24+2x—3 . x2+2x—3 o {x—=1)(x+3)
b) lim,,,_——— = lim, ,,_——— = limm————* = 4
[x—1] —{x—1) r—=l— —({x-1)

V zmysle vety 8.2 vidime, Ze limita funkcie sprava sa nerovné limite funkcie zl'ava, takze
limita v bode 1 neexistuje.

= Otazka 14: V ktorych bodoch ma funkcia f(x) = :

1—x2

nevlastné limity?

RieSenie: Funkcia nie je definovana pre x # +1. V tychto bodoch vypocitame limity:

lim L= : =f-». lim L= ! == o
X=>l=q9 22 710992~ + O ° oty 2 T 1-1,092 T - T '
lim L= ! == _». lim L= ! =l=w

xo-l=g 2 T (c)2 T - ' o-lt g 42 T 1092 T F '

Vypocet limit ndm ulah¢i poznanie nasledovnych viet:
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Veta 8. 4

Ak funkcie f{x) a g(x) maji v bode a limity: lim,_, f(x) =b, lim,_, g(x) = c, tak platie
nasledovné vlastnosti:

a) lim,_ [f(x)£g(x)] = lim,,f(x) £ lim,_,g(x)=b=xc,

b) lim,_[f (x).g(x)] = lim,_, f(x). lim,_, g(x) = b.c,

Y . ‘I" (%) llﬂfil b .
¢) lim,—==4—=- ak lim,_,g(x)=c¢ #0.
.} X=a glx) I'ngar.-; & ' = g{ }
A=
T T simx
d) lim,_, —=1

X

Poznémka:

Vlastnosti, ktoré urcuje veta 8.3 mozno za istych podmienok aplikovat’ aj pre nevlastné body
aaj nevlastné limity. Napriklad pre:

1. lim,_., f(x) = oo, lim,, g(x) = ¢, potomlim,_,[f(x)+ g(x)] = o0 +c = oo,

2. lim,_,f(x) = oo, lim,_,g(x) =co, potom lim,.,f(x)g(x)= co.co =co .

Ak robime operacie sdvomi funkciami, pre limity mdzeme dostat’ vyrazy typu: oo - oo,

w 0
oo Vetu 8.3 v tychto pripadoch nemdzeme pouzit. Limity tychto typov pocitame

vhodnou upravou, alebo pomocou tzv. L Hospitalového pravidla, s ktorym sa v pripade
zaujmu, Citatel’ moze oboznamit’ v literatare. (Napriklad Hic P., Pokorny M.: Matematika pre
informatikov a prirodné vedy, PdF TU, http://pdfweb.truni.sk/pokorny/mpi/index.htm)

PouZitie L"Hospitalovho pravidla si ukazeme v nasledujucej kapitole, po prebrati derivacii.

X2 =2x+1
Priklad 8.15: Vypoditajte: lim————
Y X 2 11

Riesenie:
- 2x+1 . (x—1)2 _ (x — 1)° . 1 1

lim —————=1lim——— = lim = s =lim——==—.
xo1xt —2xf+ 1 xoln?2 1y Aol —1)T(x+1)° xoi(xe+ 1) 4

2

Priklad 8.16: Vypo¢itajte: lim ——

X ——00 2x2+1

RieSenie:
2
X— X 1

o x—x? . z o5 1

lim = lim = = lim = ——,
xo—02x2 +1 x-5-o0 2x%+1 x——om o 1 2

Z L
x
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Priklad 8.17: Vypocitajte: lim sin2x
X— X

RieSenie:
i sin 2x — i 2 sin 2x =9
x—-0 X x—>0 2x

B2
; v .. v (sin®x)cos x
Priklad 8.18: Vypocitajte: Im#.
x-0  Xsin2X

RieSenie:

_(sin®x)cosx .. (sin?x)cosx .. sinx 1
lim - =lim - =lim ==
x>0 Xsin 2x x>0 X.2sinXCoSX x0 x.2 2

. T
Priklad 8.19: Vypocitajte: lim _COSX.
x>0 Xsin 2X
Riesenie:
. 5, X . . X . X
1-cosx | 2(sin“ =) sin“ — sin— sin—

) ) ) 1 . ] .
lim=— lim - 2 =lim 2 lim =lim 2 lim 2 lim =
x>0 XSIN2X x>0 X.2SINXCOSX x>0 X 27 x>0 COSX x>0 X x=0 e X x-0 COS X

sin5 1
“1lim—2 1-"[im

00 2sintcost 470 cos X
2 2 2

L A=

NP

Priklad 8.20: Vypoitajte: lim -1 X

x—Z (T 2
=X
2(2 )

RieSenie:

2
] 1z .1z
el _ 2sin?{ = (£ —x sind = (= —x
1-sinx . 1mCsC-x) G791 MG
|Im”—=|lmﬂ_—:||m pm :E ||mﬂ.— :E
X2 L _x 2 xsZ L _x 2 x> T x 2 s 7y
2 (5 ) 2 (2 ) 2 (2 ) 2 (2 )

——

N

Pri definicii prirodzenych logaritmov sme si uviedli, Ze ich zéklad je ¢islo e. Toto Cislo je
limitou postupnosti Iim(1+1)n =e. Ak nahradime limitu postupnosti limitou funkcie, mozno
n—o n

dokazat’, Ze plati aj vztah:

Veta 8.5 11

Iim(1+£)X =e, azneho odvodeny tvar: Iim(1+g)X =e”

X—0 X X—0 X
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Priklad 8.21: Vypoéitajte: lim(1+ 1)2’“3.
X—>00 X
Riesenie:

1 1, 1
lim(l+=)%"° = {Iim(1+—)x} liml+=)° =e®.1=¢?
X—»00 X X—»00 X X—>00 X

Priklad 8.22: Vypocitajte: lim(1+ 4i)”1.
X—>0 X

RieSenie:

1 1.4 1 1oale, 2

Zx 4 =
lim@+-—)>" =3 lim@+-—)* + lim@+=)" = lim@+-—)" ¢ 1=e*.
X—>0 4% X—>0 4x X—>0 X X—>0 4%
Poznamka. Pre niektorych je vyhodnejsi spdsob zavedenia substiticie vyrazu v menovateli
zlomku:
z z -1

dx=7—x=2 Iim(1+i)*X+l = Iim(1+£) . Iim(1+1) 4 Iim(1+l) =e*
4 4X Z—®© Z Z—®© Z Z— Z

X—>00

Priklad 8.23: Vypocitajte: Iim(ﬂ)T.
x>0 3X 4 2

RieSenie:
1
- _9o_g _ 3 _g 1
“m(3x—4)3 :|im(w)3 ={limL+ D YL lim(L+ )P =
x>2"3X + 2 x>0 3X+2 x>0 3X+2 x>o"  3X 42

3

s ; £
lim(1+ ! ) ={|im(1+1)<-ﬁz-2>/3 }3 :{“m(“l)z }3 |im(1+l)-2/9 ot
X—0 u X—>0 Z X—>00 7 S 7

-6
V postupe sme zaviedli substituciu: BX“;Z =7 _ x=(-62-2)/3 a dosadili.

Dalsie priklady najdete napriklad na adrese:
http://www.analyzemath.com/calculus/limits/find limits functions.html.

Kontrolné otazky

1. Objasnite pojem spojitej a nespojitej funkcie a uved'te tri priklady.

2. Objasnite pojem limita funkcie vo vlastnom bode a nevlastnom bode. Uvedte priklady.
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3. Vysvetlite na priklade vyznam nevlastna limita vo vlastnom bode.

4. Vysvetlite na priklade vyznam nevlastna limita v nevlastnom bode.
5. Vyslovte zakladné vety, ktoré pouzivame pri vypocte limit funkcii.

6. Uved'te priklad znamej limity funkcie pre X — oo, ktorej hodnota je e.
7. Vysvetlite pojem okolie bodu a zapiSte ho kvantitativne.

~d .\'Fg.
o
& PDDA

Uloha 19: Uré¢ite Df a Hy funkcie a nakreslite jej graf: a) .y = -3x* + 6x + 2 b)

b) f:y=2x*—6x+4
Uloha 20: Urgite defini¢ny obor funkcie y = arccos%x +In(3x-2)

Uloha 21: Zistite, &i funkcie v/sinx a sin® su periodické a uréite ich periddu.

Uloha 22: Zistite, & st ohraniGené funkeie: a) f(x) = Vsinx , b) g(x) = sin’x,
¢) F(x) = x*+ sin’x

Uloha 23: Urgite inverzna funkciu k funkeii f: y = 3x — 2.

2 3 2 4
Uloha 24: Vypoéitajte limitu: a) Iimw, b) "m4n3—nZ'
e 10n° +9 nox o n®—3

Uloha 25: Vypog¢itajte limitu: a) lim 10M, b) Iim(x—_lJ .
X—>00 \/; +2X x—oo\ X +1

&) limx 2 (x + 175, d) 1im 9%, ¢) 1im SN 3X
X—>00 x>0 X x=0 5N 2X

,b) lim

x—>1\/;_1.

Uloha 26: Vypog¢itajte limitu: a) lim

X—>00

(1_gjx+5 3{/;_1
X
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Kapitola 9
DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

Ucebné ciele:

- Zvladnut pochopenie zakladnych pojmov suvisiacich s diferencialnym poc¢tom.

- Vypocitat’ derivacie elementarnych, zloZzenych a vybranych funkcii jednej premenne;j.

- Vediet urcit’ derivacie vyssSich radov a pochopit’ ich vyznam.

- Byt schopny vyuzit diferencialny poc¢et na skimanie priebehu funkcie.

- Vediet aplikovat’ diferencialny pocet pre vyuzitie vo fyzike a v praxi.

- Naucit' sa vyuzivat' interaktivne WWW stranky na kontrolu svojich vypoctov ana
konstrukciu priebehu funkcii.

Kriacové slova: Spojitost funkcie, derivacia funkcie, geometricky a fyzikdlny vyznam
derivécie, zakladné pravidla pre derivaciu vybranych funkcii, derivacie vysSich radov,
stacionarny bod, lokalne a globalne extrémy funkcie, konvexnost' a konkavnost’ funkcie,

inflexny bod, asymptoty grafu funkcie, priebeh funkcie.

Pozadované vedomosti: Znalost’ zakladnej matematiky z oblasti funkcie jednej premennej.

Zéklady diferencialneho poétu polozil koncom 17. Storo¢ia Isaac Newton - anglicky
matematik, fyzik aastronom anemecky filozof a matematik Gottfried Wilhem Leibnitz.
Zavedenie pojmu derivacie zohralo vyznamnu ulohu ako v matematickej analyze, tak i vo
fyzike, kde ktomuto pojmu prispelo Stuadium pohybu po priamke. Bolo totiz Ziaduce
zadefinovat’” okamziti rychlost’ a okamZité zrychlenie. Uvidime, Ze pojem derivécie je
Specialnym pripadom limity.

Motivécia

1 [
: } ;
Sir Isaac Newton | .mﬂ F o sn ot 4y {1 nom teml GUW, Leibnitz
(1664-1727)* e Yo (1646 — 1716) **
JUE : :

Obrazok 9.1: Grafu ¢asovej zavislosti polohy pri priamoc¢iarom pohybe.
Mozno ur¢it’ rychlost’ s akou sa pohybuje objekt v jednotlivych ¢asovych intervaloch?

*http://www.google.sk/imgres?imgurl=http://scienceblogs.com/startswithabang/files/2011/02/newton.jpeg&imgrefurl=http://scienceblogs.co
m/startswithabang/2011/02/24/what-newtons-3-laws-can
**https://www.google.sk/search?q=Gottfried+Wilhem+Leibnitz+picture&ie=utf-8 &oe=utf-
8&aq=t&rls=org.mozilla:sk:official&client=firefox-a
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9.1 Spojitost’ funkcie

Definicia 9.1 - Spojitost’ funkcie v bode
Hovorime, Ze funkcia f(x) je spojita v bode a, ked’ plati

limi(x) ., = f(a) 9.1)

T
Poznémka: Funkcia f(x) je spojita v bode a, ak ku kazdému l'ubovolne malému ¢islu
€ > 0 existuje také cCislo 8 > 0, Ze pre vSetky Cisla X, ktoré spliiaji nerovnost’ [X — a |< ,
plati |f(x) —f(a)| < € (obr. 9.2).

Aa)+e
Aa)
Aa)-e

Obrazok 9.2: K objasneniu pojmu spojitost’ funkcie

V predchadzajucej kapitole sme si ukézali, Ze kym pre existenciu limity hodnota funkcie
f(@a) nehra ziadnu ulohu (nezalezi, ¢i je kone¢na, alebo dokonca, ¢i je vtomto bode
definovana), pre spojitost’ funkcie v bode a je dbleZité, aby funkcia v iom bola definovana
a jej limita sa rovnala hodnote funkcie v bode a. Nazornu predstavu o spojitosti funkcie ndm
umoznuje graf tejto funkcie. KaZzda nespojitost’ funkcie sa prejavi preruSenim jej grafu. Na

obrazku 9.3 vidime body nespojitosti funkcii: a) y:il b) y= 21 R
X — X —
a) b)
. o 1 1
Obrazok 9.3: Grafy funkcii a) y=———b) y=
y )y="70Yy="ry

Definicia 9.2 - Spojitost’ funkcie na intervale

Hovorime, Ze funkcia f(x) je spojitd v ur¢itom intervale, ak je spojita v kazdom bode tohto
intervalu.
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-_/_41_}.
@ PDDA
Uloha 1: Rozhodnite, ¢i dana funkcia na obrazku 9.4 je spojita a vyjadrite ju matematickym
zapisom. Vedeli by ste priradit’ v realnom svete realny dej popisany funkciou uréenou

graficky?

v

t1 t

Obrazok 9.4: K tlohe 1

Uloha 2: Na zaklade grafov na obrazku 9.3 ur¢ite, ¢i dané funkcie st spojité na intervale:
a) (_001_3)1 b) (—OO’ 0)! C) (05 OO), d) (37 OO)
Uloha 3: Meteorologicky balén so zatazou stipa v atmosfére. Pozorovatel’ meria jeho pohyb

vzdialene. Nameria data pre polohu y a rychlost’ vy stipania vyjadrené grafmi nizsie (obr. 9.5).
Moze takuto skutoénost’ v realite pozorovat'? Ak ano, z akého dévodu.

A

dpya

Vy

v

Obrazok 9.5: K tlohe 3

Uloha 4: Biliardova gula leti konstantnou rychlostou. Pruznou zrazkou (bez straty energie)
narazi na stenu a odrazi sa kolmo do opa¢ného smeru (t.j. rovnakou velkostou rychlosti).
Graficky znazornite ¢asovu zavislost’ rychlosti biliardovej gule. Zvazte, ¢i sa jedna o spojitd,
alebo nespojitd funkciu.

Kontrolné otazky

1. Rozhodnite, ¢i dané funkcie na obrazku 9.3 st spojité, resp. uréité body nespojitosti.

2. Akymi funkciami je mozné popisovat’ fyzikalne deje, ktoré su funkciou ¢asu? Svoju
odpoved’ zdovodnite. Uved'te priklad.
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9.2 Derivacia funkcie jednej premennej, jej fyzikalny a geometricky
vyznam
Uvazujme funkciu y = f(x). Spojnica bodov A aB vytvara se¢nicu (obr. 9.6a). Rovnicu
priamky prechadzajucej bodmi A a B v smernicovom tvare mozno zapisat’:

Y = Yo = K(X —Xo),
kde k je smernica priamky, ur¢ena vzt'ahom

k = Yy — Yo .
XX
Ak budeme posuvat’ bod B smerom k bodu A, diZka se¢nice uréena spojnicou bodov AB, sa
skracuje, ako prezentuje obr. 9.6b. V limitnom pripade x—uxo, se¢nica prejde na doty¢nicu
(obr. 9.6c) adostavame sa k pojmu smernica doty¢nice prostrednictvom derivéacie, ktoru
urcuje definicia 9.3.

y =1 y=flx)

b)
Obrazok 9.6: K objasneniu pojmu derivacia

Definicia 9.3 - Derivécie funkcie
Nech funkcia f(x) je definovana v bode xo av istom jeho okoli, a ked’ existuje vlastna
limita

lim, ,,, L0 (9.2)

X—X0

vola sa tato limita derivacia funkcie v bode Xy ¢o mozno i zapisat’

limy, o LR (9.3)
Ay dy

m —_— —
x-xg Ax  dx
Geometricky vyznam derivacie uréuje vztah

. A
lim, _,, ﬁ = ﬁ =tgR =Kk, (9.4)

t.J. derivacia urcuje smernicu dotyénice ku grafu funkcie v bode Xo a B je uhol, ktory
zviera doty¢nica grafu funkcie f(x) v bode X0 s 0sou x (obr. 9.7).
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Fxg) y = F(x)

i

-

Obréazok 9.7: Geometricky vyznam derivécie funkcie v bode xo

T
Poznémka:

1. Z existencie derivacie v bode X, vyplyva, Ze funkcia f(x) je spojitd v tomto bode. Keby totiz
neplatilo f(x) — f(Xo) — 0, ked’ x— xo, vlastna limita (9.2) by nemohla existovat’ a funkcia by
nemala v bode x, derivaciu.

2. Z definicie derivécie vyplyva, Ze limita (9.2) musi byt taka ista, ked’ x— xo sprava aj zl'ava,
¢o oznacujeme (xy+) a zlava (xy—).

I f)—flxo) . fx)—f(x)
im —————= lim ————— =
x-xot X — X X—2X0— X — Xy

b.

Veta 9.1 — O existencii derivacie

Funkcia f(x) definovana na intervale (a, b) ma v bode x, € (a, b) derivéciu, ak pre vietky
xe (a, b) bliziace sa sprava k bodu xo (t.j. x— Xo"y ma funkcia jednostranni derivéciu
sprava f'(xo)+ a pre vSetky xe(a, b) bliziace sa zlava kbodu xo (t.j. X— Xo°) ma
jednostrannu derivaciu zl'ava f"—" a tieto jednostranné derivacie sa rovnajui, ¢o zapiSeme:

[F (0] o+ = [F (9] %0 = [F (%) ] xo-

Ozrejmime si vyznam tejto vety na priklade funkcie y = |x|.

Priklad 9.1 Zistite, ¢i existuje derivacia funkcie y = [x| v bode nula.
Riesenie:
Funkcia y = || je definovana na celej mnoZine R predpisom:

1. Prex e (0, ) je funkcia y = |x| definovand: y= x.

2. Prex € (—,0)je funkciay = |x| definovana: y =—x.

3. Pocitajme jej jednostranné derivacie v bode nula:

o S0 —x=0
Col, =lim_ :f—o = lim xx—o =-L
i fG =) x=0
LGl =lm ————=lim — =1 IR VA €9) Iy €] P

a teda v zmysle vety 9.1 derivécia funkcie y = |x| neexistuje, napriek tomu, Ze v tomto
bode je funkcia spojita.

Pojem derivacie hra vyznamnu ulohu nielen vo fyzike, ale iv prirodnych a technickych
vedach. Stretdvame sa s nim v mnohych pripadoch. K jeho zavedeniu viedlo Stadium
jednoduchych priamociarych pohybov. Uvazujme hmotny bod pohybujici sa rovnomerne po
priamke (obr. 9.8). Jeho poloha v ¢asovom okamihu tj je ur¢ena stradnicou bodu A, ktora sa
rovna vzdialenosti bodov OA, resp. v t; vzdialenosti bodov OB. Suradnica bodu urcuje

187



Kapitola 9 Diferencialny pocet funkcie jednej realnej premennej
doc. RNDr. Miroslava OzZvoldova, CSc.

v nagom pripade dizku drahy hmotného bodu s, ktora je uréena dizkou polohového vektora
r(t), ktory je funkciou ¢asu t.

Obrazok 9.8: Poloha hmotného bodu

Za casovy interval At = t;—ty presiel hmotny bod drahu As = s;—Sp. Ked’ je pohyb
rovnomerny (s = vt) podiel

_ E _ S(tl)—S(tO) (9 5)
At t,—t, '

uruje priemernt rychlost’ pohybu za ¢asovy interval At, ktora vSak nezavisi od Casu. Ak
chceme ur¢it’ okamzitl rychlost hmotného bodu musime casovy interval At zmenSit' na
infinitezimalne maly Casovy interval, t.j. musime pocitat’ limitu

v = limAS _ jjm S0 =St) _ds

, (9.6)
A0 At A0t -t dt

kedy vlastne prejdd prirastky Ar a At na diferencidly dr adt. KedZe rychlost’ je

vektorova veli¢ina okamzita rychlost’'V je definovana ako limita podielu prirastku polohového
vektoru AAT =T (t)—T(t,) r = r—ry aprislusného prirastku Casu At =t,- t;

_ . AT - T r
V= I|m—:I|m1—°:d—. (9.7)
A0 At a6 -t dt
Vztah (9.7) ¢itame: okamZzitd rychlost je urcend derivaciou polohového vektora podla casu.
S mnohymi d’alsimi aplikaciami sa stretneme postupne v zdkladnom kurze fyziky. Ako
priklad vyuzitia derivacie vo fyzike mozno uviest’ vztah pre prad, ktory vyjadrime ako
AQ

derivéciu ndboja Q podla ¢asu: | = lim—, resp. vykon P = IimM, ako derivaciu prace
At—0 At A0 At

W podrla casu. Niektoré d’alSie si ukaZeme na vybranych prikladoch.

Priklad 9.2: Graficka zavislost’ okamzitej polohy

x
(m)

gul’6¢ky ako funkcia €asu je zndzornena na obrazku. ol

Urcite: .

a) smer pohybu gul'6&ky; o ;

b) ¢asovu zavislost’ polohového vektora r gul'ocky; S

C) jej rychlost’ v bodoch A a B; <M\_Ly e KRR

0 15

. 7 4 0] A W .
d) pr{ememu ryChIOSt gul OCky’ Grafické zavislost’ okamzitej polohy
e) zrychlenie gul'ocky. aulcky ako funkeia Gasu
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Priklad 9.2: pokracovanie rieSenia

a) Z oznacenia osi zavisle premennej je zrejmé, Ze pohyb prebieha v smere o0si x.
Polohovy vektor gul'ocky v kazdom casovom okamihut je uréeny rovnicou
r(t) = x(t)i, kde i je jednotkovy vektor v smere osi x. Trajektoriou pohybu je priamka
leZiaca v smere 0si X.

b) Casovu zavislost’ polohového vektora uréime z grafu tak, Ze uréime smernicu priamky
k zavislosti suradnice x = x(t) =kt , kde

k= tga:ﬂzz—m:O,S m.s*
At 4s
Polohovy vektor gul'6¢ky je uréeny rovnicou r(t) = x(t) i, =kti=0,5t1.
c) Rozmer [m.s™] smernice priamky x = x(t) naznacuje jej fyzikalny vyznam. Smernica
priamky, resp. tg « uréuje okamziti rychlost’ gul'6¢ky v danom bode grafu. Tato je
rovnaka pre vSetky body grafu a je ur¢ena rovnicou

v=v(t)= w(t)i =051
Velkost rychlosti guldcky v bodoch A i B je rovnaka a rovnasa 0,5 m.s*
d) Nakol’ko ide o pohyb rovnomerny priemerna rychlost’ gul'dcky sa rovna jej okamzitej

rychlosti v, =v,=0,5 m.s™.

e) Zrychlenie gul'6cky a = L 0, pretoze rychlost’ pohybu sa nemeni.
At

Priklad 9.3: Dievcéa vykro¢ilo po priamej ulici v smere juh - sever. Graf jej zavislosti
vzdialenosti od domu ako funkcia ¢asu t je znazorneny na obrazku. Kvalitativne
a kvantitativne vyhodnot’te, akym pohybom sa dievca pohybuje v jednotlivych ¢asovych
intervaloch a zistite:

a) priemernu rychlost’ diev€at’a pocas prvej polovice celkového casového intervalu;

b) priemernu rychlost’ v siedmej a Strnastej minate pohybu.

(m)
B
SEVER 10—
A 1 "
I B i i
H — 1 [
i B o
i - oA/
: 5 i :
| L i :
: ' :
| - i i
- i : @
o 1 . ©
—
0 T 1T 1T T T 17T 17T 1T TT [ .
: ~ 5 4 t" 10 20 t(min)
| B e
i 3 I
Jlr-l Graf zavislosti polohy ako funkcia ¢asu
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Priklad 9.3: pokracovanie rieSenia

Kvalitativne hodnotenie mozno uskuto¢nit’ uvahou: V kazdom Casovom intervale poloha
dievcata je linearnou funkciou ¢asu s rdéznou smernicou, resp. sklonom priamky. To
znamend, ze dievéa sa pohybuje rovnomernym pohybom s rdéznymi rychlostami.
NajrychlejSie péjde v tom ¢asovom intervale, v ktorom smernica priamky, resp. tg a je
najvacsia (<t, t,>). Ak je priamka rovnobezna s ¢asovou osou nezavisle premennej t,
zmena polohového vektora dievéata sa rovna nule, t.j. dievéa sa nepohybuje. Zaporna
hodnota smernice uruje zmenu smeru pohybu. Presved¢ime sa o tom kvantitativne pre
jednotlivé intervaly:

e Ati=ti—ty je vi =As/At; = (10/360) m.s'=0,027 ms*;

Aty = t - t1 je v, =0 m.s'l;

At3=t,—t je vs=tga, =(-10/180) m.s* =- 0,055 m.s™ (dievéa sa obratilo
a kraca rychlejsie ako doteraz smerom na juh);

e Atyu=t3 —t, v4 =-0,016 m.s'l;

o Ats=t, —t3 Vs=(2/240) m.s* = 0,008 m.s* smerom z juhu na sever;

e Aty =18 min= 1080 s sa diev¢a opit’ nachadza na mieste, z ktorého vyslo.

a) Oznaéme At” dizku ¢asového intervalu <0, t” >, kde t'= 9 min, t.j. polovica z celkovej
doby pohybu t; = 18 min, ur¢eného z grafu. Nech <0,t" > je siétom dvoch
intervalov <0, t;>a <ty, t,>, ktorych dizka je At” = Aty+ Aty. Z grafu urime Ciselné
hodnoty At'= 9 min =540 s, At; = 6 min = 360 s a At, = 3 min = 180 s. Priemernu
rychlost’ ur€ime zo vztahu
_As s+,

VvV, = ]
POAY AL +AL,

kde s; je dizka drahy, ktoré dievéa preslo za ¢asovy interval <0, t;>a s, je dizka
drahy, ktoré dievca preslo za ¢asovy interval <ty, t,>. Z grafu vidime, Ze s,= 0 (dievca
oddychovalo). Velkost priemernej rychlosti v prvej polovici ¢asového intervalu
vypocitame po dosadeni
10m _
V,==——=02ms™.
540s
b) Z grafu k prikladu je zrejmé, Ze pocas siedmej minuty rychlost’ dievéata bola nulova,
tj. vp7r =0 m.s™. Tento vysledok mozZno uréit’ i zo skutoEnosti, 7¢ zmena polohového
vektora pocas siedmej minuty je nulova. Rychlost’ pocas $trnastej minaty uréime z grafu

_AX_ 1 ost—001660 mst.

V.., =
P4 At 60

T
Poznémka:

Vsimnite si pouzivaného oznacenia vektorovych fyzikéalnych veli¢in. Zdmerne bolo zvolené
ako oznacovanie so Sipkou nad veli¢inou (v teoretickej Casti), tak hrubo napisané kurzivou
(boldom) v priklade 9.2.
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Priklad 9.4: Urcite okamzité rychlosti objektu v bodoch A, V a M, ak ¢asova zavislost’
pohybu v smere 0si X je urCena grafom na obrazku.

X
(m) N
N
N
\\D
10" " I IL N mmm e e
- Vo
N
- ] N
i N
L | \
| N
| N
- I N\
5 A E M
- H N
—--4A ' N
4 ' .
=1 ! a < 80 -«a
V. : N
LT T T T 1T T T 1T T T T T T T T CTT
o! atA’ 5 D’ 10 15 B 5t®

Graf zavislosti polohy ako funkcia ¢asu
RieSenie:
Ked'ze nemame zadanu exaktnii rovnicu zavislosti X ako funkciu ¢asu t, nemo6zeme dat’
preciznu odpoved, pretoze nepozname (dx/dt )a, resp. v bodoch V a M. Odpovedat’ na

otazku nam pomoéze nakres dotycnice ku grafu funkcie v danom bode. Smernica
doty¢nice v tomto bode urcuje okamzitu rychlost’ objektu v skimanom bode grafu.

(d_Xj = tga = 2X
dt ), At

Po &iselnom dosadeni hodnét odgitanych z grafu dostaneme va = 2 ms™. Bod V je
maximom funkcie x = x(t). Doty¢nica v tomto bode je rovnobezna s ¢asovou osou, t.j.
smernica resp. derivacia funkcie v bode V sa rovna nule. Objekt sa v bode V zastavi.

v:(d—xj =0
dt ),

Obdobne ur¢ime okamzita rychlost’ v bode M z trojuholnika BDD'.

AX 10
v, =k=1t9(180° —a)=— tga=——=—-"—"ms™..
M a( ) g T

Zaporné znamienko hovori, Ze objekt sa pohybuje v zdpornom smere 0si X .

Kontrolné otazky

© 0k~ D P

Viete napisat’ spravne definiciu derivécie ?

Formulujte nutni podmienku existencie derivacie funkcie v bode?
Aky je geometricky vyznam derivécie funkcie.

Je spojitost’ funkcie postacujicou podmienkou pre existenciu derivacie?
Ako vyuzivame derivéciu pri definicii vektora rychlosti a zrychlenia?

AKy vyznam ma derivacia pre fyziku? Stretli ste sa i s d’al§imi prikladmi vyuzitia
derivacii?
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9.3 Pravidla na vypocet derivacie funkcie

Nech su f(x) a g(x) funkcie, ktoré maju v uréitom intervale (a, b) derivacie f""(x) a g"(x). Pre
derivécie funkcii, ktoré su suctom, rozdielom, su¢inom a podiclom danych funkcii platia
nasledovné vztahy, urené vetami 9.2 az 9.4:

Veta 9.2 Zakladné pravidla pre derivéacie
Nech f(x) a g(x) pre vSetky x e R maju derivacie, potom plati pre derivaciu suctu, rozdielu,
sucinu a podielu:

1. Derivacia sactu funkcii: — y(x) = f(x) + g(x) y(x) =f7(x) + g"(x)

2. Derivacia rozdielu funkcii: y(x) = f(x) — g(x) y(x) =f"(x) — g"(x)

3. Derivacia su¢inu funkcii:  y(x) = f(x).g(x) y(x) =17 (x) g(x) + f(x) g"(x)
4. Derivacia podielu funkcif: y(x) =22 y(x) = (&0 705'@

g(x) [g (x)]?

5. Derivacia st¢inu konstanty k a funkcie: y(x) =k f(x) y(x) =k f"(x).

Veta 9.3 Derivacia zlozenej funkcie

Nech y = f [u(x)] je zloZend funkcia z funkcii z = u(x) a y = f(z), kde f je vonkajSia
zloZzka a u je vnatorna zlozka zlozZenej funkcie, definovana pre x € Dy (pozri definiciu
8.3). Derivacia zloZenej funkcie je uréend predpisom:

y" = [fue)=f7(u). (u()’,

t.j. je urena su¢inom derivacie vonkajsej zlozky (v nezmenenom argumente!) a derivécie
vnutornej zlozky.

v
'§Poznémka: Schematicky si derivaciu zloZenej funkcie mozno nacrtnit pomocou
zatvoriek, kde hranatd zatvorka nam reprezentuje vonkajSiu zlozku a gulata zatvorka
vnutornu zlozku zlozZenej funkcie:

[O1=0" 0

Priklad 9.5 Vypogitajte derivaciu funkcie f (x) =5x° +4x+3

RieSenie :

Jedna sa o0 sucet elementarnych funkcii (mocninnych), takze plati, ze derivacia sucétu sa
rovna suctu derivécii:

f,(x): fl,(X)+ fz’(x)"' f3'(X),

a vyuZijeme, e derivécia [k f (x)]'=k [ f(x)] a funkcie (x")'=n x"*:

£(x) = 5(¢) +4(x) +(3) =5-3x2 +4-1+ 0 =15 + 4.
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Zakladné vzorce pre derivaciu, mocninnych, goniometrickych, logaritmickych a
cyklometrickych funkcii uvadza veta 9.4.

Veta 9.4 Zakladné vzorce pre derivovanie vybranych funkcii

Nech f(x) je definované pre v3etky xe Dy, potom pre jej derivaciu plati:
. Derivacia konstanty sa rovna nule! y =f(x) =k y=(k) =0
Cy(x) =f(x)=x" (n=12,.... celé &islo) pre kazdé x € R plati: y = (x")'=nx"!
. y(X) =a*, a>0 ,tak pre kazdé x € R plati: y =(a*)" = a*lna

1
2
3
4. y(x) =e* (Specialnepre a=¢e), takprekazdex e R y =(e*) = e*lne = ¢*
5)
6

. y(X) =sinx, akprekazdéx € R y" = (sin x)"= cos X

. y(X) =cos x, takprekazdéx € R y" = (cos x)'= —sin x
7.y(x) =tgx, takpretie x € R, kde cos x #0 y = (tgx)'= m
8. y(x) =cotgx ,akpretiex e R, kdesinx#0 y’ = (cotg x)'= — ﬁ
9. y(x) =log;x ,akz>0,z#1tak pre vietky x >0 y =(log;x)" =——
10.y(x) =Inx, (Specidlneprez=¢e) y =(Inx)'= x}ne: %
11.y(x) = arcsin x, tak pre vSetky xe (—1,1) y'= (arcsinx)” = ﬁ
12. y(x) =arccos X, tak pre vietky xe(—1,1) y = (arccosx)” = — 1ix2
13. y(x) = arctg x, tak pre vSetky xeR y'=(arctgx) = o2
14. y(x) = arccotg X, tak pre vSetky xe R y = (arccotg x) = — 1+1x2

Priklad 9.6 Vypogitajte derivaciu funkcie f(x)=3e*+1tgx+ x" +5sin x

Riesenie:

Uvedomime si, Ze funkciu méZeme zapisat’ ako sucet funkcii, pricom konstantu dame pred
funkciu:

f(x)=3f,(x)+ f,(x)+ f,(x)+5f,(x),

a vyuzijeme, Ze derivacia stctu sa rovna suctu derivacii
7 (x)=3f(x)+ f,/(x)+ f,(x)+5f,(x),

f'(x)= 3(ex)’ +(tg x)’ +(xr )’ +5(sin x)’

1

COSZ.X

f'(x)=3e* + +nx"1 + 5cosx
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Priklad 9.7: Vypogitajte derivaciu funkcie f(x)= (In x)(tg x) .

RieSenie:
Uvedomime si, ze sa jedna o suc¢in dvoch funkcii a derivujeme podl'a vzt'ahu pre sucin:

£/(x)=(Inx) (tg x)+ (In xtg )

f() = (19 )+ (nx)———

*e Otazka 1: Zmenil by sa vysledok z prikladu 9.4, ak by sme zéatvorky pri funkciach

<
nenapisali, takze zéapis by bol f(x)=Inxtgx?

Odpoved’: Vzhl'adom k tomu, Ze prednost ma sucin, znamena to, Ze argument logaritmickej
funkcie by bol x tgx, t.j. jednalo by sa o zloZzenu funkciu. Z dévodu jednoznac¢nosti zadania, je
vhodnejsie zatvorky napisat’ aj vtomto pripade f(x)=In(xtgx). RieSenie takto zadaného

prikladu si ukazeme neskor.

_1+Inx

Priklad 9.8: Vypogitajte derivaciu funkcie: f(x)= .
X

Riesenie:
Jedna sa o podiel funkcii, pouzijeme vzt'ah pre podiel derivaciu podielu funkcii:

£1(x) = (L+Inx) -x—(@+Inx)-x' ;~x—(1+|nx)~1_1_1_|nx _Inx
- NG - NG - X2 - X2

Priklad 9.9: Vypotitajte derivaciu funkcie f(x)=tg2x.

RieSenie:

Uvedomime si, Ze sa jednd sa o derivaciu zloZenej funkcie. Pouzijeme vzt'ah pre derivaciu
zlozenej funkcie, t.j. zderivujeme vonkajSiu zlozku funkcie, t.j. tg (..) avynasobime
derivaciou vnutornej zlozky funkcie (..) . Schematicky postup mézeme znazornit’:

[tg(.)]'=[tg 01 C.)’

1y _ ) = 1 X'= —1
F(x)=[tg(ex)] cosz(2x)(2 ) cosz(2x)2'

= Otazka 2: Ako objasnite postup pri derivécii zloZenej funkcie?

Odpoved: Uvedomime si, ktora je vonkajSia a ktord vnutornd zlozka funkcie. Ako prveé
zderivujeme vonkajsiu zloZku pri nezmenenom argumente a vynasobime derivaciou vnutornej

zlozky.
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Priklad 9.10: Vypogitajte derivaciu funkcie f(x)=e™ .
Riesenie:
Jedna sa o derivaciu zloZenej funkcie

fU=EJu =" f=e*(x=e*(-)=—e".

Priklad 9.11: Vypogitajte derivaciu funkcie f (x)=sin x?.

Riesenie:

Jedna sa o derivaciu zloZenej funkcie, t.j. sucin derivacie vonkajsej zlozky vynasobime
derivaciou vnutornej zlozky zloZenej funkcie:

f'(x)= [sin(xz)I = [cos(xz)sz)' = [cos(x? )] 2x.

Priklad 9.12: Vypo¢itajte derivaciu funkcie f(x)=sin’x .
Riesenie:
Jedna sa o derivaciu zloZenej funkcie

f'(x)=[sin x]z': 2[sin xJ*(sin x) = 2[sin x]cos x = sin 2x.

Priklad 9.13: Vypo¢itajte derivaciu funkcie f(x)=sin?(5x+3) .
Riesenie:
Jednd sa oderivaciu zlozenej funkcie f(u)=u?, kde uje opit zlozena funkcia:

f'(x)= [sin(5x+3)]2,: 2[sin(5x + 3)]2* (sin(5x + 3)) = 2[sin(5x + 3)]cos (5% + 3)[5]

Priklad 9.14: Vypoéitajte derivaciu funkcie f(x) = Inx + 6x3 — xa? + 5xIn 1, kde a je
realne ¢islo.

RieSenie :

Jedna sa o sucet funkcii, pricom si uvedomime, Ze a je realne cCislo, teda konStanta, ktora
dame pred derivaciu. Posledny scitanec je sucinom, priCom druhy c¢len, ked si
uvedomime, Ze sa jedna o logaritmicku funkciu v bode x =1, je nulovy a nemusime ho
ani uvazovat. Pre nazornost’ ho vsak este uvedieme:

f(x)=(nx) +6(x3)" —a’*(x) +50n1) (x)

] 1 1
f(x)=;+ 18x2—az+5.0.1=;+18xz—a2
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Priklad 9.15: Vypogitajte derivaciu funkcie f (x) = (3x* +4x 9] .
RieSenie:

Jedna sa o zlozenu funkciu zloZena funkcia): f(u)=u*

£(x) = [(3x2 +4x—9)“[= 4(3x% + 4x -9 (6x+4).

Priklad 9.16: Vypotitajte derivaciu funkcie f (x)=/x* cotg® .

RieSenie:

Jedna sa o derivaciu suc¢inu, pricom kazdy Cinitel’ je zloZena funkcia

i ( )= f(u)-u(x)=(u 4) U= 4u®- (3% + 4x —9)' = 4(3x% + 4x — 9 - (6x + 4)

3 !
( )cotg X+ X [cotg x ) I:gxz_lcotgzx+\/g2(cotg x)*(cotgx) =

_3 2 ot X 1
=X cotg X ++/x* 2(cotg x ) penciod

Priklad 9.17: Vypo¢itajte derivaciu funkcie f(x)=In(Inx) .
RieSenie:
Uvedomime si, Ze sa jedna sa o derivaciu zloZenej funkcie. Pouzijeme vzt'ah pre derivaciu

zloZenej funkcie, t.j. zderivujeme vonkajSiu zloZzku funkcie, t.j. In(..) avynasobime
derivaciou vnutornej zlozky funkcie (..). Schematicky postup moézeme zndzornit:

[IN()1=5 ()"
)= ny={ 2

In x

Priklad 9.18: Vypogitajte derivaciu funkcie f(x)=sin’4x.
Riesenie:
Jedna sa o derivaciu zloZenej funkcie, ktora je eSte zloZenéa funkcia:

f'(x)= {[(sin 4x)]2}’ — 2[(sin 4x)P"(sin 4x) = 2[(sin 4x)[cos(4x)](4x)’ = 2(sin 4x)(cos 4x )4

Priklad 9.19: Vypoditajte derivaciu funkciu f(x) = 2x3Ine.
RieSenie:

Jednd sa o derivaciu sucinu funkcie s konstantou:
f(x)=2Ine)(x*)" = (2Ine)3x? = 6x?
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Priklad 9.20: Vypogitajte derivaciu funkeiu f (x)=In(x tg x).
RieSenie:
Uvedomime si, ze sa jedna o zlozenu funkciu, pricom vnutorna zlozka zlozenej funkcie je

uréena stcinom dvoch funkcii. Pouzijeme vzt'ah pre derivaciu zlozenej funkcie a vnutornu
zlozku derivujeme podl'a vzt'ahu pre su¢in dvoch funkcii:

)-

f 1
f(x)=|In(xtg x)|.(xtgx)' =——.(L.t
(xf=[In(xtg x)] .(x tg x) xtgx( QX+ X

Obréazok 9.10 prezentuje zaujimavu www strdnku s interaktivnymi appletmi s grafickou
derivaciou http://www.analyzemath.com/calculus/First derivative/First derivative.html.

M Darivative of Functions - www.analyzemath.com

X +1

Uloha 5: Vypogitajte derivaciu funkcie f(x)= e 2*tg?3x + —

sin2x
Uloha 6: Vypo¢itajte derivaciu funkcie f (x) = (e '?) arctg (L+ X) + v x* — x? [%} :
n2x
Uloha 7: Vypotitajte derivaciu funkcie f (x) =arctg (1+ x) + (™ )W x® - X2 + [ Sm23X } :
C0S 3X

Kontrolné otazky

Napiste vztahy pre derivaciu zdkladnych elementarnych funkcii a skontrolujte si ich.
Napiste vzt'ah pre derivaciu su¢inu dvoch funkcii jednej premenne;j.

NapiSte vzt'ah pre derivaciu podielu dvoch funkecii.

Napiste vzt'ah pre derivaciu zlozenej funkcie a aplikujte na konkrétnom priklade.

Awn e
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9.4 Derivacii vyssich radov funkcie jednej premennej

Definicia 9.4 Derivacia druhého a vysSieho radu

Ak funkcia y = f(x) je spojita funkcia na intervale (a, b) a ma na tomto intervale derivaciu
prvého radu, derivacia druhého radu tejto funkcie (f ) je definovana ako derivacia
funkcie f(x)", ¢o zapisujeme:
y =t =091

Derivacia tretieho radu funkcie y = f(x) je definovana ako derivécia druhej derivécie
funkcie, t.j.

y =00 =001
Derivécia n-teho radu funkcie y = f(x) je definovana ako derivacia (n-1)derivacie
funkcie, ¢o zapisujeme:

y =000 = [f 0] "

T
Poznémka:

VSimnime si, Ze pre derivaciu tretieho radu eSte pouzivame zapis 2/= f "(x), kym pre
derivacie tvrtého radu a vyssie, uz pouzivame zépis f“(x), ......... f W(x)., tj. horny index -
v zatvorke Cislo, urcujtce rad derivacie.
Derivéacie vysSieho rddu maju vyznam v mnohych oblastiach, ako v matematike, fyzike , v
ekonomii ainych. Ukazeme si to pri priebehu funkcii. Predtym si zadefinujeme, kedy je
funkcia rastuca, klesajuca, kedy ma extrém a ¢o je konvexnost’, konkavnost’ a inflexny bod,
ako ho urc¢ime.

¥z Otazka 3: Aky vyznam ma vo fyzike druha derivacia polohového vektora?
Odpoved
Prva derivacia polohového vektora na zaklade vztahu 9.7 urcuje okamzit rychlost’. Ak tento
vztah derivujeme eSte raz

s = 2
g4V _dfdr :d_g (9.8)
dt dtldt) dt

dostaneme dolezita fyzikalnu veli¢inu - okamzité zrychlenie.

Priklad 9.21: Hmotny bod sa pohybuje tak, Ze jeho polohovy vektor r zavisi na ¢ase
podla vztahu r(t) = At i +Btj + C k, kde A=1ms® B =5ms", C= —3 m. Urcite:

a) velkost’ polohového vektora rychlosti v ¢asovom okamziku t; = 2 S;

b) polohovy vektor rychlosti a jeho velkost v ¢asovom okamziku t; = 2 S;

c) polohovy vektor zrychlenia rychlosti a jeho velkost’ v ¢asovom okamziku t; = 2 s.
RieSenie:

a)r(2s)=1.2%i+5.2j —3=8i+10j —3 [m],

Ir(2s) = /82 +10? + (-3)> m =+/64+100+9 =173 =1315m
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Priklad 9.21: pokraCovanie rieSenia

b) polohovy vektor rychlosti je definovany vztahom (9.7) ako casova derivacia
polohoveho vektora.

dr _d(At’i+Bt +Ck)
dt dt

v(t)==3.12°i+5=12i+5 [m_s-l]
V(2s) = V12% +5m.st = 144+ 25 ms ™ =13m.s Y

c) polohovy vektor zrychlenia je uréeny vzt'ahom (9.8) ako druh& derivécia polohového
vektorar :

v(t) = =3At%i +Bj,

oz d’r _ d(3At’i +Bj)
dt? dt

d’r  d(3At2i +Bj)
a(t) =— =
t) dt? dt

= 6ALti

=12i [m.s'z], la(t,)| =12 m.s?.

Priklad 9.22 Vypocitajte vietky derivacie do piateho radu funkcie f(x)=5x®+4x+3
RieSenie:

Vychadzame z definicie druhej derivécie (definicie 9.2) a prikladu 9.1, kde sme vypocitali
prvu derivaciu rovna :

£()=5-(¢) +4-(x) +(3) =5-3x¢ + 414 0=15x* + 4
£7(x) =15(x) +(4) =30x

£ (x) =30(x)" = 30

f9x) =0, f9x) =0.

¥

;w ~
&= pDDA

Uloha 8: Vypoéitajte druht derivaciu funkcii:

a) f(x)=arctg(l+Xx). b) f(x)=e™;c) f(x)=vx*—x> d) f(x)= sin’.

Kontrolné otazky

1. Vysvetlite vyznam prvej derivéacie polohového vektora podla ¢asu.
2. Vysvetlite vyznam druhej derivacie polohového vektora podl'a ¢asu.
3. Vysvetlite vyznam prvej derivacie vektora rychlosti podl'a ¢asu.
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9.5 Vypocet limit pomocou derivacii —L."Hospitalovo pravidlo

Pri vypocte limit sa ¢asto stretavame v tzv. neurcitymi vyrazmi, teda limitami funkcii, ktoré

vedu k vyrazom %,2, 0.00,1”,0°% 00 —o0. V tychto pripadoch je vhodné pouzit’ L "Hospitalovo
o0

pravidlo, ktoré uvadzame ako nasledujucu vetu:

Veta 9.5 - L"Hospitalovo pravidlo
Nech maju funkcie f(x) a g(x) v bode x = a limity: |im f(X)=0 a lim g(x)=0 resp. [

X—>a X—>a
lim f(X)=o a lim g(x)=«] a maju vokoli bodu a ich spojit¢é prvé derivacie
X—>a X—>a
(popripade i vysSie derivacie), potom limita z podielu funkcii sa rovna limite z podielu
derivacii funkcii:

jim 100 LT 9.9)

x—>ad g(x) x—>a[g(x)]'.

V pripade, Zze sme opitovne ziskali neurcity vyraz 0/0. resp. oo/ pokracujeme
v derivaciach dalej, t.j. plati:
U O ) SR £ ¢3) 18
lim = lim lim

IO A IO RN T

'Poznémka: VSimnite si, Ze v pripade L Hospitalova pravidla, sa nejedna o derivaciu
podielu funkcii, ale podiel derivovanych funkcii, ¢o je rozdiel!

Vybrané jednotlivé pripady, kedy mozno pouzit L'Hospitalovo pravidlo, si ukdZeme na
rieSenych prikladoch.

2
Priklad 9.23 Vypoditajte limity funkci: &) lim —=.b) lim ~ot %,
x—>0+\/; x—>0X ~bX
V1+2x -3 - x* -1 X—a In x
¢) lim \/——,d) lim —— e) lim d) lim ———, 9 lim —.
X—4 VX=2 x 1 Inx X—>w € x—>aX ~a X — o
Riesenie:
0 [x] 1 s
a) lim ——===lim [—PZ lim ——= Ilim 2x*=0;
x—>0+\/_ x—>0+\/; x—>0+1x_E x—>0"
D lim X2 +7x 3 i (C+7x) 7x) _2x+7 -7,
x—0X —6x (X —6x) X—>02X_6 6
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Priklad 9.23: pokracovanie rieSenia

1 2
1+2x-3 0 (W1+2x-3Y . 2.1t2x . 2Ix 4
c) lim ————=" lim ————= lim 11 lim S,
x—4 Vx-=2 x4 (x-2) X—>4 e x - 4¥1+2x 3
X
2 ° x> —1) 2X
d) lim =% |im ( ) = lim === lim 2x% =2,
X_>1Inx X—>1 (Inx) XxX—>1=- x->1
X
X -1 2 (- Xz = g 6
e) lim =* lim = —=" lim —="lim —X=—=0.
X—>o0 € X—>o (7)) x—>we X —>o0e X —> e ©
0 -
X = X—a 1
f) lim ———=" lim %: lim ——5=—7
X — a x—>a(X —a')" y_ g na
= Inx)’ 1 1
g lim —=" i ( ) = |lim —=—=0.
X —> 00 X —> 0 X—>ooX *
) . . eX_1 sin 2x
Priklad 9.24 Vypocitajte limity funkcie f(x): a) lim — ,b) lim :
X_)Osm2x X — 0 3X
9 lim x—sslnx,d) lim tg5x’ lim In(sinx)
Xx—0 x — 097X " x 5o In(tgx)
RieSenie:
X 4 0 X eO 1
a) lim ——=" lim = ==
X_>Osm2x X_>020052x 2c0s2.0 2
D lim sin2x o i €052 _1
x—0 3X x—>0 3 3
9 M x—sinx o i 100X 2 i SINX 1
3 - 2 - PN Y
X—0 x—>0 3X x—0 0 6
. 5
tgbx - 2 5
d) lim =0 |im S0 5X 2,
x—>0MW07X x50 7
cos? 7x
icosx
e) lim In(sinx) _~- lim silnx—1: lim cos®x=1.
x—0 Intex) x50 1 x—0
tgx cos’x
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T
Poznémka: Pri prikladoch sa ¢asto vyuzivaju nasledovneé identity:

e  prepis sudinu dvoch funkcif na podiel: f(x).g(x)=¥: g(lx) ,
g(x)  f(x)
1 1
e prepis rozdielu funkcii na podiel: f(x)—g(x)= M
f(x)g(x)
Priklad 9.25 Vypocitajte limitu funkcie |jm (1—sin x)tgx .
x%%
RieSenie:
- 9 _
lim (1—sin x)tgx =" lim 1—sl|nx:0 ——2 = |im (sin®x)cosx=1.0=0
X—7 O X>5———— X3
ctgx sin“x
. T . 1 1
Priklad 9.26 Vypocitajte limitu funkcie |im (——-=)
X -0 SiNX X
RieSenie:
0
1 1. .. . Xx-sinx2 1-cosx o —(—sin x
lim (—--)= lim ——— %= lim —————— =i ( ). =
X —so SINX X X —so XSINX X —3 o SIN X+XCOSX ', C€OSX+COSX—Sin X
= 0 =0.
1+1-0

Dal'sie rieSené priklady mozno najst napriklad v praci: Hricisdkova D.: Matematika — A,
Trencin 2011, ISBN 978-80-8075-508-9, str.137-141

Sy
- .
& pPDDA
2
Uloha 9: Vypoditajte limitu funkcif: ) fim ~—=,b) im ~—o2X.
Xx—>1%X~ x—>0 X

Kontrolné otazky

1. Objasnite znenie a vyznam L" Hospitalovho pravidla, kde a v akych pripadoch ho
pouZivame?
2. Mozno sucin (resp. rozdiel) dvoch funkcii prepisat’ na podiel? Ak &no, tak ako?
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9.6 Monotonnost’ funkcie a extrémy funkcii

V tejto Casti si ukazeme ako suvisi monotdénnost’ funkcie s jej derivaciou ahladanim
extrémov funkcii. Vyjdeme z definicie 8.10 monotonnosti funkcie a nasledujucej poznatkov:

Ak pre kazdu dvojicu Cisel X1, X € Dy nachéddzajlcich sav intervale < a, b > plati:
1. x; <X apouzijeme oznacenie

AX = Xo—X1 a Ay= (X)) — f(x).

Ak nam plati, ze f(x;) <f(x2),tj. Ay>0 a tedai—i >0 — Ze funkcia f(x) je

: . . . A ,
v intervale <a, b > rasttca. Ak si napisSeme lim, ,_ ﬁ >0->f(x)>0.

2.Kedze X1 <Xz, Ax>0a ak nam plati f(x;)>f (xp), teda
22 <0 5 limy,g3o< 0 > f (1) <0 - f () <0, Ze funkeia (x) je

na <a, b> klesajlca.

Tieto skutoCnosti prezentuje nasledovné vety :

Veta 9. 6 - Monotéonnost’ funkcie

Nech funkcia f(x) je spojitd v intervale (a, b) a nech v kazdom vnutornom bode tohto
intervalu ma derivaciu. Potom plati:

1. ak f"(x) > 0, potom f(x) je na intervale (a, b) rastuca,

2. ak f"(x) <0, potom f(x) je na intervale (a, b) klesajuca, (obr. 9.8).

y =11 oy =1x)
7 _ z

o

X X

Obrazok 9. 8: Monotonnost’ funkcie
(Hic. P., Pokorny M.: http://pdfweb.truni.sk/pokorny/mpi/index.htm)

% Otazka 4:

Aka je smernica doty¢nice grafu funkcie, ak funkcia je na intervale (a, b) a) rastdca,
b) klesajlca, ¢) konstantna?

Priklad 9.27: Zistite pomocou derivacie funkcie, na ktorom intervale je funkcia
y(x) = In (4 —x) rast(ica a na ktorom klesajtica.

RieSenie:
Uré&ime si definiény obor funkcie y(x) = In (4—x%). Vidime, Ze sa jedna o zloZend funkciu,

ktorej vonkajSia zlozka je In u. Vieme, Ze logaritmicka funkcia je definovana len pre
kladny argument, t.j. u>0, resp. 4—x*>0

—x*> —4
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Priklad 9.27: pokracovanie rieSenia
x> <4
[Xx]| <2 — D(f) = (-2, 2)
Vypocitajme prvu derivaciu:
1
4-x?

Funkcia bude rastuca f’(x)>0 na tom podintervale defini¢éného oboru (-2, 2), na ktorom

1

f/(x) =[In (4-x)]" = p

(4-x7)=

(-2x).

i (-2x) > 0, t.j. musi platit”:
-X

—2x>0 N 4—x*> 0 pre vetky xe D(f) >x € (-2, 2).
x<0n (-2,2)—(-2,0) je rastica.
Obdobne mozno ukézat, e funkcia y(x) = In(4 —x°), bude klesajica na tej ¢asti D(f), kde

£/(x) <0 , tj. —(2x) <0,
4-x

Citatel si vypo&tom preveri, Ze je to doplnkovy podinterval, t.j. (0,2).

V nasledujucej casti si ozrejmime pojmy lokalny a globalny extrém funkcie y = f(x)
v intervale (a, b), ktory je podmnozinou defini¢ného oboru D(f) a ukazeme si, ako h'adame
lokalne extrémy, t.j. lok&lne maxim4, resp. lokdlne minima na uréitom intervale (a, b) .
nakol’ko v praxi sa vel'mi Casto stretavame s problémom, ked’ si polozime otazku ako mame
nastavit' vonkajSie vstupné parametre, aby sme dostali napriklad optimalny vysledok?
Napriklad v ekondmii je to zisk vo firme, aky tvar nadoby zvolit' aby mala dany objem
aminimalny povrch ai. TaktieZ siobjasnime pojem globalny extrém y = f(x) na D(f)
prostrednictvom definicii:

Definicia 9.5 Lokalne minimum
Nech funkciay = f(x) je definovand na mnozine D(f). Funk¢nu hodnotu f(a), v bode

a € M c D(f), nazyvame lokalne minimum funkcie f(x) v bode a préve vtedy, ak
existuje také okolie O(a) bodu a, ze pre vSetky x e O(a) -{a } < D(f), plati

f(x)>f(a).

Definicia 9. 6 Lokalne extrémy

Nech funkciay = f(x) je definovana na mnozine D(f). Lokalne maxima a minima funkcie
na istej podmnozine Mc D(f) volame spolo¢nym nazvom lokalne extrémy.

Definicia 9. 7 Globalne maximum

Nech funkcia y = f(x) je definovana na mnozine D(f). Funk¢na hodnotu f(a), a € Mc
D(f), nazyvame globalne maximum funkcie f(x) v bode a na mnoZine M prave vtedy, ak

pre vSetky. x € M plati
f'(x)2(>3 4{ (@).




Kapitola 9 Diferencialny pocet funkcie jednej realnej premennej
doc. RNDr. Miroslava OzZvoldova, CSc.

Definicia 9. 8 Globalne minimum
Nech funkcia y = f(x) je definovana na mnoZine D(f). Funkéna hodnotu f(a), v bode
a € Mc D(f), nazyvame globalne minimum funkcie f(x) v bode a ha mnoZine M prave
vtedy, ak pre vietky x € M plati

f'(x) >f(a).

Definicia 9. 9 Globalne extrémy

Nech funkcia y = f(x) je definovana na mnozine D(f). Maximalna a minimalna hodnota
tejto funkcie na celej mnozine funkénych hodnét nazyvame globalne extrémy.

Pri urovani lokalnych extrémov funkcie pouzivame nasledujuce tvrdenie:

Veta 9. 7 Nutna podmienka existencie lokalneho extrému — stacionarny bod

Nech funkcia y = f(x) je definovana na mnozine D(f). Ak méa funkcia f (x) v bode Xo
lokalny extrém. Potom " (xo) =0, alebo f"(x) v bode xo neexistuje.

Bod Xo Vv ktorom prva derivacie je nulova, nazyvame stacionarnym bodom funkcie f(x).

7
Poznémka: 1. Geometricky mozeme interpretovat’ nutni podmienku lokalneho extrému
tak, ze doty¢nica grafu funkcia y = f(X) v bode X, bude rovnobezna s osou x, ak existuje
derivécia v bode xp (obr. 9.6).

v o) y = F(x)

F{:c.cl,z}

|
kY
T X o . -‘H:,E

Obrazok 9.9: Geometricka interpretacia stacionarneho bodu

2. V pripade, Ze derivacia neexistuje v tomto bode, doty¢nica ku grafu funkcie v tomto bode
tieZ neexistuje. Pozri priklad 9.1 pre funkciu y = |x| v bode nula.

3. Podra vety 9.7 funkcia y = f(x) moze (ale nemusi!) mat’ lokalny extrém v tych bodoch,
v ktorych prvé derivécia sa rovna nule. Ako priklad mozno uviest’ funkciu y = x°, ktord ma

f7(x) = 3x* af"(xo) = 0 pre xo = 0. Funkcia f"(x) = 3x* > 0 pre vietky x e D(f), takZe vieme,
Ze je rastuca na celom D(f), takZe nemoze mat’ extrém.

Z existencie derivacie v bode Xo, odruhu extrému rozhoduje druhd derivacia funkcie
V staciondrnom bode, ¢o deklaruje veta 9.8:
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Veta 9. 8 Postacujica podmienka lokalneho extrému v bode xg

Nech ma funkcia f (x) v bode x = xq derivaciu druhého radu a nech f"( xo) = 0 . Potom
funkcia f (x) v stacionarnom bode xo ma lokalny extrém:
1. lokalne maximum, ak druha derivécia je zaporna, t.j.: f""( Xo) <0,

2. lokalne minimum, ak druha derivacia je kladna, t.j. f""( xo) > 0.

Definicia 9.10 Konvexnost’ a konkavnost’ funkcie

Nech funkcia y = f(x) je definovana na mnozine D(f). Ak vSetky body grafu funkcie
y = f(x), okrem bodu dotyku, lezia nad (pod) doty¢nicou ku grafu funkcie v 'ubovolnom
bode zintervalu (a, b) c D(f), hovorime, Ze funkcia je v intervale (a,b) konvexna
(konkavna) (obr. 9.10).

y=Fxp L

y="F(x)
EKonlk avna

konvexna

o a & 7 o= »

Obrazok 9.10: Geometricka interpretacia konvexnej a konkavnej funkcie

T
Poznémka: Priradenie pojmu konkavnej k tvaru funkcie je mozno si zapamaétat’ podl'a
pomacky: ,, Do konkdavnej sa neda naliat kava.**

Definicia 9.11 Inflexny bod funkcie

Bod (¢islo) Xo v ktorom funkcia y = f(x) ma derivéaciu nazyvame inflexnym bodom préave
vtedy, ked’ existuje také okolie bodu Xo O(Xg) , Ze pre kazdé xe O(Xo) , X < Xo je funkcia
konvexna (konkéavna) apre kazdé x > Xo je funkcia konkavna (konvexnd). Ak X, je
inflexnym bodom funkcie, potom bod [xo, f(Xo)] nazyvame inflexnym bodom grafu funkcie .

T
Poznémka: Inflexny bod je taky bod, v ktorom sa konvexna funkcia meni na konkavnu
a naopak.

Veta 9.9 Urcenie konvexnosti a konkavnosti funkcie pomocou derivacie

Nech funkcia y = f(x) je definovand na mnozine D(f) a nech ma na tomto intervale prvé
a druhé derivacie. Potom ak plati, Ze:

1. f(x)”" >0, dana funkcia je na tomto intervale konvexna,

2. f(x) 7 <0, dana funkcia je na tomto intervale konkavna.
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Priklad 9.28: Na krivke x*(x—2)? najdite body, v ktorych st dotyénice rovnobezné s 0sou
Ox.

RieSenie:

Vieme, Ze vSetky priamky rovnobezné s osou x maju nulovd smernicu, t.j. k = 0, resp.
f"(x) =0.

XX —=2)7=2x.(x =2)2+x2 (x =2)=2x. (x —2) [(x =2) +x] =4x. (x —=2) (x -1) =0
TakzZe hl'adané body st: T; = (0, 0), T,=(2,0), T3=(1, 1).

x> —3X+6

X2

Priklad 9.29: Najdite rovnicu normaly ku krivke akrivke y= v bode

so suradnicou x = 3.
Riesenie:
1. Ur¢ime bod v ktorom hl'adame priamku kolmu na doty¢nicu: ziskame ho po
dosadeni stradnice do rovnice krivky: T = (xo,Yo) = ( 3, 3/2).

x* X - y,(B):T__Q dot*

3. Zo znameho vzt'ahu pre sucin smernic dvoch navzajom kolmych priamok ziskame
smernicu normaly, ked’ze plati Kgor. Kn= -1 .
=l =l
nor — 7, 1
kdot 1

9
4. Rovnica hl'adanej normaly uréime v smernicovom tvare y — Yo = Knor (X — Xo)

y—3/2- 9(x - 3).

vr 5 v . 5z o . . X2—3X+6 ’
2. Urcime smernicu doty¢nice z derivacie zadanej funkcie: y'= {—2} =
X
_ (2x=3)x* —(x* —3x+6)2x _ 3x-12 33-12 1 _,
- S -

k 9

Priklad 9.30: Najdite absolttne extrémy funkcie f(x) = x* —3x* + 6x—2 v intervale
<-1,1>.

RieSenie:

Vieme, Ze zadand funkcia je v kazdom bode R spojita ateda je spojita i na zadanom
intervale. Ur¢ime jej derivaciu:

f(x)" = (¢ —3x* +6x —2) "= 3x* —6x+6=3(x* —2x+2) =3(x —1)*+ 3> 0. Na z&klade
vety 9. 6 vieme, Ze dany funkcia bude na celom intervale rastica, ked’ze f""(x) > 0 na Ds .
Absolutne extrémy funkcie budu preto v koncovych bodoch intervalu:

e absoldtne minimum f(-1) = (-1)* —=3(-1)*+ 6(—1)-2 = —12 vintervale <—1, 1>;
e absoldtne maximum (1) = (1)* —3(1)? + 6(1) -2 = 12 v intervale <—1, 1>
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Priklad 9.31: Najdite absol(tne extrémy funkcie f(x) = x+2+/x Vv intervale (0,4).
RieSenie:

Vieme, Ze zadand funkcia je definovana pre x > 0 a je v kazdom bode spojita. Teda je
spojita i na zadanom intervale. Ur¢ime jej derivaciu:

. , 2 Jx+1 . .
f(x)" = x+2\/§ =l = > 0 pre vSetky xe Ds. Na zaklade vety 9. 6
®)" = ( ) R p y f y

vieme, Ze dany funkcia bude na celom intervale rastlca, ked’ze f"(x) >0 ateda aj na
skimanom intervale (0,4). Absolltny extrémy — maximum bude mat’ funkcia v koncovom
bode intervalu:

- absoldtne maximum f (4) = 4+ 24 =8;

- absolutne minimum neexistuje, ked’Zze v bod x = 0 nie je definovana .

Priklad 9.32: Ur¢ite vysku lievika kuzel'ovitého tvaru, ktorého strana je rovna 20 cm, tak
aby jeho objem bol maximalny.

RieSenie:

Ozna¢me r polomer kruhovej podstavy lievika tvaru kuzela a v jeho vySku. Zrejme

r =+/400-v?, r>0,0<v < 20.

Pre objem kuzel'a plati: V = m/°v/3 — V = %(400v —vd).

Objem V je spojitou funkciou v pre vSetky v € (0,20). Singularne body zistime z prvej
derivacie:

3
dV._ md(E00V V) |7 o gy ooy yp= (4002048
dv. 3 dv 3 3 3

O aky extrém sa v tomto bode jedna uréime so znamienka druhej derivacie v bode vy :
d3v _Zd(400v—v3) _r d

=7 2 400-3v?) =~ (—6v) = < 0 pre kazd( hodnotu vy3ky a teda
dv? 3 dv 3dv( V) 3( V) P e

aj pre singularny bod vy :¥. Funkcia bude mat’ v tomto bode lokalne maximum.

;I)w ~
®= pPDDA:

Ulohal0: Najdite vy3ku valca smaximalnym objemom, ktory mozno vpisat do gule
s polomerom R

Kontrolné otazky

1. Objasnite, ako postupujeme pri hl'adani lokalnych extrémov?

2. Moze byt lokalny extrém stucasne globalnym extrémom? Ak &no, objasnite na priklade.

3. Nastane pripad kedy funkcia nema absolutny extrém? Ak ano, uved’te priklad.

208



Kapitola 9 Diferencialny pocet funkcie jednej realnej premennej
doc. RNDr. Miroslava OzZvoldova, CSc.

9.7 Priebeh funkcie

Priebeh, ako sme uviedli v Gvode tejto kapitoly, je zaujimavy z pohl'adu zistovania o¢akavani
napriklad pri podnikani vo firme, ¢i priebehu narastu rychlosti ai. Nie vzdy vieme uréit
podl'a akej funkcie sa sledovand udalost’ bude vyvijat. Preto si naznac¢ime vSeobecny postup
pri urCovani priebehu funkcie. Predtym si zadefinujeme pojmy asymptoty grafu funkcie.
Zacneme s Casto pouzivanymi, t.j. kedy je os x @ 0s y je asymptotou grafu funkcie y = f(x) .

Definicia 9.12 Asymptota grafu funkcie

Pod asymptotou grafu funkcie rozumieme priamku, ku ktorej sa graf funkcie y = f(x) bliZi
pre urcité X, ktoré moze, alebo nemusi byt’ z D(f).
1. Osx orovniciy =0 bude asymptotou grafu funkcie y = f(x), ak plati:

lim f(x) =0, resp. lim f(x) = 0;
X—00 X—>—00

2. Osy orovnici x = 0 bude asymptotou grafu funkcie y = f(x) ked’ plati:

xl_l)gr}r f(x) = 4+, alebo xggr}r f(x) = —oo,
a
lign f(x) = 4+, alebo ligr}r f(x) = —o0;
X—=>U— x>
3. Asymptota bez smernice, priamka x = a je asymptotou grafu funkcie y = f(x) ked’
plati:

lim f(x) =+ a lim f(x) = too,
x—a+ x—a—

pri¢om znamienka pri co, mézu mat’ l'ubovol'ni kombinaciu (+,+), (+,-), (-,+), (-,-)
podl’a typu funkcie.

4. Asymptota so smernicou, priamka o rovnici y = kx+q, je asymptotou grafu funkcie
y = f(x), ked’ plati:

k = lim @ a qleimo [f(x) — kx].

x—too X

T
Poznémka:

1. Vidime, Ze os y o rovnici x = 0 je Specialny pripad asymptoty bez smernice, kedy x = 0.

2. Vidime, Ze os x o rovnici y = 0 je Specialny pripad asymptoty so smernicou, kedy k =0 a
q=0.

*z2 Otéazka 5:
Existuje rovnobezna asymptota grafu funkcie s vybranou osou, ktorej smernica neexistuje?

Odpoved: Ano, je to asymptota bez smernice, ktora je rovnobezna s osou Oy v bodoch, kde
dané funkcia nie je definovana. Priklady uvidime pri skimani priebehu funkcie.
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Pri skimani priebehu funkcie budeme postupovat’ podl’a nasledovnych desiatich bodov:

1. Najdeme obor definicie funkcie.

2. Najdeme vsetky nulové body funkcie.

3. Zistime, ¢i je funkcia parna, neparna, periodicka.

4. Najdime vsetky asymptoty grafu funkcie: Najdeme vSetky jej body nespojitosti
a jednostranné limity v nich. Najdeme vsetky jej body nespojitosti a jednostranné limity
Vv nich.

5. Zistime vSetky intervaly, na ktorych je funkcia rastlica, klesajuca, nerastlca, neklesajuca,
t.j. vypocitame prvu derivaciu funkcie.

6. Urcéime stacionarny bod, t.j. bod v ktorom prva derivacia funkcie je nulova, alebo
neexistuje a urc¢ime, kde moézu byt potencialne extrémy funkcie.

7. Vypocitame druht deriviciu a znamienko druhej derivéacie v stacionarnych bodoch
Néajdeme vsetky lokalne extrémy funkcie.

8. Ur¢ime vSetky intervaly, na ktorych je funkcia konvexna, konkévna.

9. Najdeme vsetky ¢isla, v ktorych mé funkcia inflexny bod a v3etky inflexné body grafu
funkcie.

10. Zostrojime (nacrtneme) graf funkcie.

T
Poznémka: VSetky priebezné Ukony a nimi ziskané vysledky priebezne zakresl'ujeme
do jedného grafu funkcie. Postup. prezentuje nasledovny priklad 9.33. Aby boli jednotlivé
kroky zreteI'nejSie, obrazky s dopliiané postupne.

Priklad 9.33: Na zaklade naértnutého postupu urcite priebeh funkcie: f(x) = 1
X

RieSenie:

1. Najdeme obor definicie funkcie. ' {
D(f) = (_ o, 0) U(Oa OO)

Bod 0 nepatri do D(f), ¢o si zakreslime hned’ do grafu! ‘

2. Najdeme vsetky nulové body funkcie.
a) x=0¢ D(f), (Poznamka: bude mat’ suvis s asymptotou!),

b) y= 0 plati pre %:0,—>prex—>+oo a X——w
(Poznamka: graf funkcie nepretina os x, ked’ze nulové body funkcia neméa a
neprechadza ani pociatkom suradnicovej ststavy.)
3. Zistime, ¢i je funkcia parna, neparna, periodicka.
Vieme, Ze pre parnu, resp. neparnu funkciu plati:
1. Pre kazdé xe D(f) aj — xe D(f) - je splnené;
2. a) Pre parnu funkciu: pre kazdé xe D(f) plati: (- x) = f(x).
b) Pre neparnu funkciu: pre kazdé xe D(f) plati: f(— x) = - f(x).
Pocitajme pre zadant funkciu:
f(—Xx) b —%: —f(x) = funkcia je neparna (lichd). Funkcia bude symetricka

(—x)

podrla pociatku, jedna Cast’ bude lezat’ nad osou X, druha ¢ast’ grafu pod osou x!
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4. Najdeme vsetky asymptoty grafu funkcie: Najdeme vsetky jej body nespojitosti
a jednostranné limity v nich. Bodom nespojitosti je bod x = 0.
4.1 Pytame sa, ¢i os X 0 rovnici y =0 je asymptotou grafu funkcie? Pocitajme:

lim l = 0, resp. lim l = 0;
X —00 X X —>—00 X

Podmienka je splnena- os x je asymptotou, t.j. graf funkcie sa pre x — +oo bude
blizit’ k 0si X, ¢o si nasledne zakreslime do grafu ¢ervenymi Sipkami —.

4.2 Pytame sa, ¢i os'y 0 rovnici x =0 bude asymptotou grafu funkcie? Pocitajme:

.1 .1
lim — = +4o00,a lim — = —oo,
x-0+ ¥ x-0— ¥ » 1t

Podmienka je splnena - 0s y je asymptotou,
t.J. graf funkcie sa pre x = 0 bude blizit k osi y, ‘ ' .
¢o si zakreslime do grafu modrymi Sipkami. |

Ako pomdcku pri urovani znamienka limity mozeme uviest’ spdsob: pre limitu
x—0+ dosadime vel'mi blizke ¢islo z pravého okolia bodu 0, t.j. 0,0001, resp.
Z 'avého okolia:

.1 ) 1 1

lim = = lim >0 a lim — = oo,
x-0+ X x—=0+ 0,0001 x—0+ X

. .1

lim < 0O0ateda lim — = —oo.
x-0- -0,0001 x=0— X

V predchadzajiicom postupe sme ur¢ili, ze skimané funkcia ma asymptotu bez
smernice o rovnici X = 0, ¢o je jediny bod nespojitosti funkcie. Takze iné
asymptoty bez smernice nema.
Pytame sa, ¢i funkcia ma asymptotu so smernicou, t.j. priamku o rovnici
y = kx+q. Pocitajme:
x . 1
N

k= Ilim — = Ilim
x>t X x—otwo X

=0 a g= lim [l—Ox]zo
x>t X

Jedinou asymptotou so smernicou je 0s X s rovnici y = 0.

Z priebeh Sipiek a poznatku o neparnosti funkcie uz,

aj bez derivacii, vieme odhadnut’ priebeh funkcie, e

&o prezentuje obrazok: '

5. Zistime vSetky intervaly, na ktorych je funkcia rastuca, klesajuca, nerastuca,
neklesajuca, t.j. vypocitame prvu derivaciu funkcie - ur¢ime na ktorych
intervaloch je kladné (rastica) a na ktorych zaporna (klesajuca).

!

100 -|3] =%

X X
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Vidime, ze [f (x)]’ < 0 pre v3etky x e D(f) a teda funkcia je na celom D(f) klesajtca,

v zhode s nasim nacrtom funkcie
1. Uréime stacionarny bod, t.j. bod v ktorom prva derivacia funkcie je nulova, alebo
neexistuje a v ktorych mézu byt extrémy funkcie.

!

[f(x)]’ :F} :—iz;to neexistuje Ziadne xe D(f) , aby sa [f(x)]'= 0 .Teda
X X

funkcia nebude mat’ ani lokélne ani globalne extrémy.

2. Najdime vSetky lokélne extrémy funkcie. Vypocitame druht derivaciu a
znamienko druhej derivacie v stacionarnych bodoch.

Ked'Ze neexistuje ziadne xe D(f) , aby sa [f (x)],z 0, funkcia nebude mat’ ani
lokélne ani globalne extrémy.

3. Zistime vSetky intervaly, na ktorych je funkcia konvexna, konkavna. Vypocitame
druht derivaciu:

!

[10] = !H] - {— ﬂ ——(25=5

% >0, ked’ x> 0 — na tomto intervale (0, «) funkcia je konvexna;
X

% <0, ked’ x < 0 na tomto intervale (- oo, 0) je konkavna.

X

4. Najdeme vSetky cisla x, v ktorych ma funkcia inflexny bod a vSetky inflexne body
grafu funkcie.

Funkcia sa meni z konvexnej na konkavnu v okoli bodu 0. Ked’Ze tento bod nie je
z D(f), funkcia f (x) 1 inflexny bod nema.
X

5. Zostrojime (nacrtneme) graf funkcie, (pozri obrazok vyssie).

Priklad 9.34: Zistite priebeh funkcie f (x) = 21 N

Riesenie:
1. Najdeme obor definicie funkcie.
Funkcia nie je definovana tam, kde sax>~4=0 - x# + 2

D(f) = (~0,-2) U (-2, 2) U (2, o).

Body -2 a 2 nepatria do D(f), ¢o si zakreslime hned” do grafu (obr. 9.9 a)!
(Poznamka: bude mat’ suvis s asymptotou!),Vieme Ze to budu asymptoty grafu
funkcie bez smernice — zakreslime si do grafu.
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A J

—— A r—————

1

Obr. 9. 9a K postupu priebehu funkcie f(x)=—;

2. Najdeme vsetky nulové body funkcie.

a) x=0e D(f), y=1(0) =ﬁ=—%=—0,25. Mame jeden bod , ktorym graf
funkcie bude prechadzat’: A =[0, —0,25], ktory si zakreslime do grafu (obr. 9.8b)!

1
x> —4
1 =0, ¢o vieme ze neplati pre ziadne X € D(f), pretoze 1 # 0. Zistenie nam hovori,
Ze graf funkcie nepretina os x, v Ziadnom bode.

c) y=0,t,. = 0. Ak t(to rovnicu vynasobime (x°— 4), dostaneme rovnost’

A
-‘1.

£ ——————
v

2

-

|

|
|
|
e
\-IJ
|
|

|

1
X’ -4

Obr. 9. 8b K postupu priebehu funkcie f(x)=

3. Zistime, ¢i je funkcia parna, neparna, periodicka.

Vieme, Ze pre parnu, resp. neparnu funkciu plati:
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1. Pre kazdé xe D(f) aj —xe D(f) - je splnené;
2. a) Pre parnu funkciu: pre kazdé xe D(f) plati:  f(—x) = f(x).
b) Pre neparnu funkciu: pre kazdé xe D(f) plati: f(—x) = —f(x).
Pocitajme pre zadanu funkciu:

1 1
(== (—x)2—4= x> -4

podl’a osi y!

=f(xX) = funkcia je parna, takZze bude symetricka

4. Najdime vsetky asymptoty grafu funkcie: Najdeme v3etky jej body nespojitosti
a jednostranné limity v nich. Bodom nespojitosti su body x =-2 a x = 2.
4.1 Pytame sa, ¢i os X 0 rovnici y =0 je asymptotou grafu funkcie? Pocitajme:

lim 5 = 0, resp. lim 21 = 0;

x—00 X2 4 x>—00 X2 _4

Podmienka je splnena- os x je asymptotou, t.j. graf funkcie sa pre x — +oo bude

blizit’ k 0si X, ¢o si nasledne zakreslime do grafu Sipkami :
4.2 Pytame sa, ¢i os y 0 rovnici x = 0 bude asymptotou grafu funkcie? Pocitajme:

lim —— =-0,25 # +oo.

x=>0 xX°—4
Podmienka nie je splnena, t.j. 0s Yy nie je asymptotou, ¢o bolo zrejmé, aj z toho,
Ze existuje prieseCnik s 0sou y v bode A.

4.3 Asymptoty bez smernice: Ur¢ime limity v bodoch nespojitosti funkcie, t.J. pre
X =2 a x = -2. Pocitajme jednostranné limity:

1 1
lim —; = 5 _r +00 , ¢o zakreslime Sipkou do grafu ( —>).
x-2+ x°—4  (2,00)° -4 +

lim 21 = L 5 LA , €o zakreslime Sipkou do grafu ().
x-2— X°—4 (1,999 -4 -

Rovnako pocitame pre bod x = -2:

1 1
lim —; = 5 e , ¢o zakreslime Sipkou do grafu ().
x>-2+ xX° -4 (-199)°-4 -

lim 21 = L 5 = +00, €¢o zakreslime Sipkou do grafu ().
x>=2— xX°—4 (-2,00) -4 +
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“ \F‘L

-—

1

2

Obr. 9. 8¢ K postupu priebehu funkcie f(x) =

Vypoctom sme ukazali, ze priamky o rovniciach x = 2 a x = — 2 st asymptoty
bez smernice grafu funkcie.

4.1 Pytame sa, ¢i funkcia ma asymptotu so smernicou, teda priamku o rovnici

y=kx+q.
Pocitajme:
1
=4 1
k= lim = = lim ———=0=0a q= lim | —0x]=0.
x—+o© X x—+o0 X(X _4) x—+o© X2_4

Jedinou asymptotou so smernicou mérovnicuy = 0, ¢o je os x , ktoré sme si inym

spdsobom odvodili.

Viete uz z priebehu Sipiek a poznatku o parnosti funkcie uz, aj bez derivacii odhadnut’

priebeh funkcie? Predpoklad priebehu funkcie f (x) =

: prezentuje obr. 9.8d.
X* =4

¥ It

P L

w DAL

|

I
I'
oy

'

| =

|

I

I
7|

1
x*—4

Obr. 9. 8d K postupu priebehu funkcie f(x) =
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Z grafu vidime, Ze :

- funkcia bude rastica na intervale (- «,-2) U (2, 0);

- funkcia bude Kklesajlca na intervale (0, 2) U (2, »);

- funkcia bude mat’ lokalny extrém v bode A =[0, — 0,25] a to lok&lne maximum;
- funkcia bude naintervale (- co,— 2) U (2, ©) konvexna;

- funkcia bude na intervale (- 2, 2) konkavna;

- funkcia inflexny bod nema.

Pravdivost’ tychto tvrdeni overime d’al§imi vypoctami podla nazna¢eného postupu, ¢o

nechame na Citatel’a.

2 —
Priklad 9.35: Priklad Zistite priebeh funkcie f (x) = %);*3
RieSenie:
1. Obor definicie funkcie: Funkcia nie je definovana tam, kde sax —3=0 - x# 3
D(f) = (- =, 3) U (3, ), ¢o si zakreslime hned’ do grafu! (Poznamka: bude mat’
suvis s asymptotou!).

Pa N
\
v

2. Najdeme vSetky nulové body funkcie:

a) x=0 e D(f), y=f(0) :% =—1. Mame jeden bod, ktorym graf funkcie bude

prechadzat: A =[0, -1], ktory si zakreslime do grafu vyssie.

_6£+436-12

2_
X=OXH3_ g 4, #:3i\/§—>x1:3+2,45=5,45

b)y=0,t.,j.
X1=3-2,45=0,55.
Zistenia ndm hovoria, Ze graf funkcie pretina ako osy v jednom bode a 0s x
v dvoch bodoch, z ¢oho vyplyva, Ze ani jedna os nebude asymptotou grafu
funkcie, 0 ¢om sa mozno presvedcit’ vypoctom.
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3. Zistime, €i je funkcia parna, neparna, periodicka.
Vieme, Ze pre parnu, resp. neparnu funkciu plati:
1. Prekazdé xe D(f) aj —xe D(f) - nie je splnené pretoZe pre x = —3 neexistuje — x
— nebude ani parna ani nepérna.

4. Njdime vSetky asymptoty grafu funkcie:
4.1 Pytame sa, ¢i os X 0 rovniciy = 0 je asymptotou grafu funkcie?
. X*—6x+3 _ X*—6x+3
lim ————=0#0 , resp. lim —=
X—00 X_3 X——00 X —
Podmienka nie je splnena - os x nie je asymptotou, ako sme si uz objasnili vysSie.
4.2 Pytame sa, ¢i oSy 0 rovnici x = 0 bude asymptotou grafu funkcie?
x> —6x+3

lim ————=-1#w
x=0  x-3

—0#0.

Os y nie je asymptotou (md jeden priesecnik).
4.3 Asymptoty bez smernice:
Pocitajme jednostranné limity v bode nespojitosti x = 3:

x* —6X+3 31° 63143 _
lm ————= lim — ==~ J-['
x—3+ X-3 x—3+ 31-3
x° —6Xx+3 29°.6.29+3 _ } (3 :
im ————= lim —————="=% 1
X—3—- X3 Xx—>3-  2,9-3

4.4 Asymptota so smernicou, teda priamku o rovnici y = kx+q.

Pocitajme:
x?—6Xx+3 6 3
£ 2rre LA
k=lim—X=3— = jim—%_X =1 | r
X—>00 X X—300 1— § 3 / 7
X /'_1} =x-3
(o} .-‘ §—
x?—6x+3 3-3x al/ P x
g = lim [f(X) - kx] = lim=—————x = lim =-3 ’/ﬂ
X—>00 X—>00 X—3 X0 X—3 ¥
— asymptota: y = X-3.

Z nacrtnutych limit, viete nacrtnit’ uz priebeh funkcie? Vyskusajte, alebo sa presvedcte
pokrac¢ovanim vypoctov:

x*—6x+3| _x*—6x+15 (x-3f+6
-3 (x-3) (x -3y

[f ()] >0 pre kaZdé xe Dt — je na celom Dy rastica.

5. Monotonnost’ funkcie: [f (X)],= [

6. Stacionarny bod: Ked'ze je rastica na celom Dy, nema stacionarne body pretoze Citatel
je vzdy rozny od nuly, t.j. (x—3) +6#0.

7. Extrémy: nema.

N
H
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8. Konvexnost’ a konkavnost’ funkcie na intervaloch:

. | X*—6x+15 6 6.(-2) -12
f(X)[=|————| =|1 = =
=525 |t i) G o
Prex—-3<0je [f (x)]” > () — vSetky body doty¢nice leZia pod grafom - funkcia je
konkavna na intervale xe (3, o).

Prex—3>0je [f(X)]~ <0— vietky xe (—, 3) je funkcia konvexna.

9. Inflexny bod: Kedze konkavnost’ sa meni na konvexnost’ funkcie v tesnej blizkosti
bodu nespojitosti x = 3, ktory nie je z D; — inflexny bod nema.

10. Nacrtneme graf funkcie.

b {xr 2Bk n-3)
IR NP RPN VRN ISP IR I
-30 -25 -20 -14 -10 -5 o

2 —
Obrazok 9.9 Graf funkcie f (x) = #
~ L
® pPDDA:

Ulohall: Najdite vy3ku valca smaximalnym objemom, ktory mozno vpisat do gule
s polomerom R

Kontrolné otazky

1.0bjasnite, ako postupujeme pri hl'adani lokalnych extrémov?
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