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Abstract. The paper is describing the solution of the decomposition of deltahedrons with 10
and 20 faces to tetrahedrons. The solution for icosahedrons affords the possibility to construct
a puzzle which will be very helpful in teaching process. This puzzle can support the spatial
imagination and combinatoric thinking of students.
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1. Uvod

Stadium matematiky nds &asto presviedda otom, Ze vyuZitie intuicie ma najmai
v didaktike matematiky velky vyznam. Podla [3] rozumieme pod slovom intuicia poznanie
vnuknutim vycitenym bez nalezitého rozumového zdovodnenia. Na niekol’kych prikladoch
ukazeme ako fenomén intuicie méze v urcitej faze ziskavania poznatkov pomahat’ a zaroven
uvedieme priklady toho, kedy intuicia zlyhava a nastupuje sila rozumového matematického
poznavania. Je vhodné, aby Ziak bol pri vyucovani postaveny do situdcie, v ktorej sa stava
objavitelom novych poznatkov, aby ich daval do suvislosti, experimentoval, tvoril hypotézy
a snazil sa ich zdoévodnovat, pripadne dokazovat’ [7].

V pracach [5], [6] sa Citatel méze oboznamit’ so skupinou konvexnych mnohostenov,
ktorych vsetky steny st zhodné rovnostranné trojuholniky. Tieto telesa sa nazyvaja deltaédry.
Z historie je zname, ze do roku 1947 boli tieto telesa, ako systematicky celok, 'udstvu takmer
nezname a V uvedenom obdobi poznatky o nich spracovali matematici Freudenthal a Waerden
[2]. Da sa ukazat, Ze existuje prave 8 typov deltaédrov. Su to 4-sten, , 6-sten, 8-sten, 10-sten,
12-sten, 14-sten, 16-sten a 20-sten. Uz vymenovany zoznam deltaédrov nabada vSimnut si
urcitu zékonitost’ v postupnom narastani poctu stien od 4-stena az po 16-sten. Potom nastava
urcita ,,medzera* a mnozina deltaédrov je ukoncend 20-stenom (pravidelnym ikosaédrom). Na
modeloch tychto telies moZzeme podrobnejSie pozorovat ich d’alSie vlastnosti stvisiace
spottom stien, hran a vrcholov. Vsetky uvedené udaje splfiaji vlastnosti uréitych
aritmetickych postupnosti, vratane neexistujiceho 18-stenného deltaédra. Prave tu sa realita
odmieta podrobit’ nasej predstave o totalnom poriadku, tu zlyhdva intuicia, ktora ndm doteraz
pomahala a nastupuje sila rozumového poznavania a dokazovania.

2. Modely deltaédrov

Priklad ,,s objavenim® deltaédrov nam umozZni ilustrovat naznaceny proces vyuZitia
a zlyhania intuicie aj v nasledujicej problémovej ulohe. Najskor si vSimneme, Ze zo vSetkych
deltaédrov maju telesa typu 6-sten, 8-sten, 10-sten a 20-sten osobitné postavenie. M6Zeme ich
povazovat’ za akési zoskupenie Specidlnych zhodnych Stvorstenov.

Uloha: Zhotovte modely 6-stenného, 8-stenného, 10-stenného a 20-stenného deltaédra
ako produkty zoskupenia zhodnych Stvorstenov.
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Poznamka: Tato problémova uloha bola niekol'konasobne overovana v geometrickej
priprave $tadia ucitelstva pre 1.stupeii ZS a ukéazala sa ako vel'mi vhodna. Jej rieSenie méa
projektovy charakter so vSetkymi moznostami vyuzitia timovej prace. Proces rieSenia bol pri
niektorych delta¢droch sprevadzany uréitym spontannym pokusom zhotovit’ si prislusny pocet
modelov pravidelnych 4-stenov a prikladat’ ich vhodne vedl'a seba. Ciastoény neuspech tohto
postupu bol casto povrchne zdovodneny ,,malou® nepresnostou v praci pri zhotovovani
modelov 4-stenov. Az dosledna presnost modelov anasledny netspech pri skladani
Stvorstenov boli podnetom pre zlyhanie intuicie a nasledné vyjadrenie pochybnosti
0 prislusnej hypotéze. Nastala didakticky priazniva situacia pre ,,nastup® prisne rozumového
matematického uvazovania. V d’al$ej ¢asti uvedieme stru¢né, kombinované postupy rieSenia
tejto ulohy.

2.1. Model 6-stenného deltaédra

Najtrivialnejsie zoskupenie 4-stenov predstavuje 6-stenny deltaéder, pretoze moze
vzniknit' z dvoch zhodnych pravidelnych tetraédrov. Tato jednoducha skusenost’ a intuicia
nam ,nasepkava“, Zze podobne vznikne 8-sten, 10-sten a 20-sten. Realita i teoreticky
poznatok nas presvedcia o tom, Ze tomu tak nie je.

2.2. Model 8-stenného deltaédra

V pripade 8-stenného deltaédra sa intuicia 0 pravidelnosti $tvorstenov, z ktorych je
tento model zhotoveny, prili§ neobjavila. Pri¢ina je pravdepodobne v tom, ze uvedené teleso
je v geometrickej priprave CastejSie frekventované auz pri jeho zobrazeni vo volnom
rovnobeznom premietani sa §tudent stretne s poucenim, Ze dizka hrany telesa a vzdialenost
stredu od vrcholu telesa sa nerovnaju.

2.3. Model 10-stenného deltaédra

V pripade 10-stenného deltaédra moze byt pomdckou pri rieSeni poznatok o tom, ze
10-stenny deltaéder sa sklada z dvoch zhodnych pravidelnych 5-bokych ihlanov so
stotoznenymi postavami. Tieto ihlany maju podstavné hrany zhodné s bo¢nymi hranami. Akd
situacia vznikne pri pokuse skonstruovat’ 10-stenny deltaéder pomocou piatich pravidelnych
Stvorstenov? Umiestnime ich tak, aby mali ,,stotoznent® jednu hranu a susedné Stvorsteny
nech maji spolo¢nii jednu stenu. UZ experimentom sa presvedCime o tom, ze v tejto
konfiguracii pravidelnych Stvorstenov vznika urcita nepresnost’, ¢o dava podnet pre exaktny
vypocet, alebo grafické rieSenie nacrtnutého problému, ktoré moze Citatel’ najst’ v praci [6].
Zatial' ¢o Student ucitel'stva pre primarne vzdelavanie uprednostni experiment a intuiciu,
Student ucitel'stva matematiky by mohol nacrtnuty vypocet zvladnut’ aj viacerymi postupmi.

2.4. Model 20-stenného deltaédra

Model 20-stenného deltaédra (ikosaédra) zloZzeny zo $tvorstenov predpoklada hlbsie
poznanie jeho geometrickych vlastnosti. Poucenie z predchidzajucej casti mdZeme
s uspechom pouzit’ aj pri naznacenej konstrukcii ikosaédra. Ak by sme vSak riesili tito tlohu
izolovane (bez predchadzajlicej pripravy), stretli by sme sa v praxi pravdepodobne taktiez
s mylnou predstavou, Ze ,k stavebnici® ikosaédra je mozné pouZit' pravidelné Stvorsteny
(zlyhanie intuicie). Ako motivacia pre rieSenie tohto problému nam moéze posluzit' snaha
vyrobit’ pre deti skladaciu Stvorstenovu supravu ikosaédra, ktorého steny by boli oznacené
hodnotami 1, 2, 3, ..., 20. Suprava obohatena o d’alSie technické vlastnosti (magneticka
pritazlivost’ stien) by mohla suzit' detom rdézneho veku ako vhodna kombinatorickd hracka
rozvijajuca priestorova predstavivost’ a manipulacni zru¢nost’. Pre Studenta uclitel'stva moze
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predchadzajica motivacia zapdsobit na vzbudenie hlbSicho zaujmu o vlastnosti
geometrickych telies.
Konstruovand skladacia suprava musi obsahovat’ 20 zhodnych Stvorstenov. Podstava
kazdého z nich bude rovnostranny trojuholnik — povrchova stena h'adaného ikosaédra. Bo¢né
steny Stvorstenov nebudi rovnostrannymi trojuholnikmi, avSak budu to rovnoramenné
trojuholniky. Prislusné Stvorsteny mdzeme teda nazvat ako pravidelné trojboké ihlany
s ur¢itymi Specialnymi vlastnostami.
KedZze pravidelny 20-sten patri do mnoziny pravidelnych mnohostenov, moézeme
kazdému z nich opisat’ gul'ovu plochu. Konstrukcia alebo vypocet vel'kosti polomeru gul'ovej
plochy opisanej pravidelnému ikosaédru uréuje diZzku boénych hrin prislusnych
Stvorstenov, z ktorych ma byt’ 20-sten zloZeny. Tato nenaro¢nd tuloha nas uviedla do
problematiky ,miery* pravidelného 20-stena a uspech pdvodnej ,konsStruktérskej ulohy
predpoklada vyrieSenie naznacenej geometrickej problematiky.
Z didaktického hladiska ma tato faza rieSenia silny motivaény naboj. Studenti nemaju
radi vypreparované ,,suché* geometrické tlohy ako napr. narysuj, zostroj, vypocitaj atd’., ak
nevidia konkrétnu uzitocnost' prisluSnej Cinnosti. V tejto faze rieSenia problému je mala
teoreticka ,,odbocka“ dovolena, tyka sa pojmu antihranol a obsahuje ukazku vyriesenia dizky
bocnej hrany $tvorstena (pravidelného trojbokého ihlana) v zavislosti od dizky podstavne;
hrany [6].
Model pravidelného ikosaédra zlozeny z 20-tich zhodnych S$tvorstenov moézeme po
predchadzajacich uvahéach zhotovit’ podl'a nasledujuceho postupu:
= ZtvrdSieho papiera (kartonu) si vystrihneme 20 kusov sieti jednotlivych Stvorstenov.
Kazda zo sieti bude obsahovat: 1 rovnostranny trojuholnik so stranou ,,a%, dalej 3
rovnoramenné trojuholniky zostrojené nad zakladiou ,,a* (ramend podl'a konstrukcie alebo
podl'a vypoctu, V najjednoduchsej verzii podl'a obr. 1).

= Pomocou lepidla zhotovime modely Stvorstenov z pripravenych sieti. (MoZeme pouzit
lepiacu pasku alebo priklopy na stenach siete a lepidlo.)

= Pri presnom vyhotoveni S$tvorstenovych modelov mézeme znich =zlozit model
pravidelného 20-stena ako pevny model (lepenim) alebo rozoberatelny model, ktory ma
d’alsie didaktické uplatnenie.

T
Obr. 1. Siet stvorstena - pravidelného trojbokého ihlana

3. Opis rozoberatel’nej sipravy

Je vhodné, aby jednotlivé Stvorsteny mali réznofarebné steny. OsvedcCilo sa pouzit’ 5
farieb. Nech su farby stien, ktoré¢ po zlozeni telesa nevidiet, napr. Cervend, modra, zelena
a zItd. Piata farba sa vyskytuje na povrchu zlozeného ikosaédra a méze byt oznacCend
hodnotami 1, 2, 3, ..., 20. Z hl'adiska orientacie a rozmiestnenia farieb potrebujeme dva typy
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sieti Stvorstenov. Opisovany prototypovy model je vyrobeny z papiera a Vv troch stenach
kazdého Stvorstena je umiestneny magnet. Polarita magnetickych stien umoziuje spojit’ vedl’a
seba iba tie steny, ktoré st nesuhlasne orientované. Steny s rovnakymi farbami, nech sa
odpudzujii (nepritahuju). Sila magnetického posobenia umoziuje postupne fixovat’ model.
Zakodovany systém magnetickej pritazlivosti vyjadruje tabul’ka.
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Prvy riadok a prvy stipec oznaGuje skratkou farbu prisluinej steny. V jednotlivych
priese¢nikoch stipcov a riadkov je znamienkom + oznagend pritazliva sila a znamienkom — je
oznac¢ena odpudiva sila.

Dalsie technické rady pre svojpomocni vyrobu opisovanej didaktickej hracky spodivaju
V tom, Ze je vyhodné vyhotovit’ si najskor pevné, ale najmé presné modely Stvorstenov a az
dodato¢ne vkladat' do stien magnetky podl'a projektu. Otvory pre magnetky si pripravime
,krizovym rezom“ pomocou ostrého noza. Potom vlozime opatrne magnetku a zalejeme
kvalitnym lepidlom. Celi stenu nakoniec prelepime tapetou prislusnej farby. Ak chceme, aby
hracka bola trvanlivejSia, zvolime samolepiacu tapetu z umelej hmoty.

Cislovanie ,povrchovej steny” je vhodné zvyraznit' krizkom v stene, na ktorom je
vytlacena prislusna hodnota steny. Profesionalne vyrobeny model by bolo potrebné zhotovit’
napr. duty s tenkostennym lahkym povrchom alebo plny z 'ahkého materialu, z dovodu
zachovania funk¢nosti magnetiek.

Obr. 2¢: Dalsia faza skladania modelu Obr. 2d: Zlozeny model ikosaédra
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Hotova suprava najde svoje uplatnenie a oblibenost’ u deti rozneho veku. Uz pét az
Sest ro¢né deti mdézu s Uspechom rozlozit' a zloZit® model podla predlohy. Vlastné
overovanie ukdzalo, ze uvedenu ulohu splnili deti za 30 - 40 mintt. T ista tlohu splnili 15 -
16 ro¢ni ziaci za 7 - 10 minuat, avSak niektoré dospelé osoby potrebovali na riesenie ulohy
podstatne dlhsi cas.

Dalsi postup (naroénejsi) je skladanie modelu bez predlohy. Rieseni je vela, aviak
kazdé z nich ma vlastnost, ze ¢iselny udaj na strane Stvorstena je na povrchu telesa. Inak
nevznikne findlny produkt — ikosaéder.

Najnaro¢nejsie rieSenie je to, kedy sucet hodnot na protilahlych stendach je konstantny,
t. j. 21. Aj tychto rieSeni je vela a ich obmena je po primeranom tréningu nenaro¢na. Dal3ie
modifikéacie hry s uvedenou stavebnicou si uzivatel' l'ahko vymysli. Stipravu moézeme taktiez
pouzit’ na testovanie urovne kombinatorického myslenia v sti¢innosti s rozvojom priestorovej
predstavivosti u deti i dospelych rozneho veku.

4. Zaver

Skladacka bola prezentovana na Medzinarodnom kongrese matematikov v roku 1994 vo
Svajéiarku a niekol’ko rokov bola prostrednictvom kratkeho textu a fotodokumentécie
poskytnuta ¢itatelom stranky www.matika.sk. Na originalitu napadu technického rieSenia
skladacky bolo v uvedenej suvislosti zaznamenanych niekol’ko zahrani¢nych ohlasov. Ked'ze
princip magnetického uchytenia jednotlivych komponentov skladacky nebol autorsky
chraneny, mézeme sa domnievat’, Zze bol odpozorovany, alebo mozno aj nezavisle vynajdeny
autormi inych - napadne podobnych ,didaktickych hraciek®, vyrabanych ovela neskor
Vv krajinach tzv. vychodného sveta.
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