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Abstract: This article is the first one from two articles wrapped in our thoughts on
the same subject: topology, classes and ordinals. We are trying here to introduce some
natural way the topology on classes and to prove the basic theorems which we are going
to applay on the ordinal number class. In this part we raise the issue of the followings:
the definition of the topological space based on the concept of class, and we will speak
about neighbourhoods, cluster points etc.
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Uvod

V nasledujicim vykladu se budeme pohybovat nejen v mnozinovém univerzu vys-
tavéném na axiomech Zermelovy a Fraenkelovy teorie mnozin ( tj. na axiomu existence,
extenzionality, schématu axiomu vydéleni, axiomu dvojice, potence, schématu axiomu
nahrazen{ a axiomu nekonec¢na a fundovanosti) spolu s axiomem vybéru, ale predevsim ve
svete, jehoz objekty jsou vedle mnozin i tiidy, které se zasluhuji o vétsi rozmanitost jevu
tohoto svéta a rozsituji jeho obzor.

Toto pojeti je podrobné vylozeno v knize Teorie mnozin, jejimiz autory jsou Bohuslav
Balcar a Petr Stépanek, vydalo nakladatelstvi Academia v Praze roku 1986. Tato kniha je
jednim z nasich vychodisek a proto se k ni obracime v odvolavkach na néktera jeji tvrzeni.
Proto se ¢tendi bude setkavat s odkazy jako [TM] I1.1.12, ktery oznacuje odstavec 1.12
kapitoly II. této knihy. Rovnéz prejimame stadardni oznaceni a definice. Tudiz pojmy,
které vyslovné nedefinujeme sami, jsou k nalezeni — nebude-li feceno jinak — v [TM].

Dalsim zdrojem inspirace nam byla dnes jiz klasickd monografie J.A.Dieudonne: Foun-
dations of Modern Analysis, Enlarged and Corrected Printing, kterou vydal Academic
Press roku 1969 a jeji pokracovani Treatise on Analysis — Volume II vydané tymz nakla-
datelstvim v roce 1970.
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Pouzivame-li v dalsim textu velka pismena k oznaceni objektt, tj. naptiklad A, £, 7, ...,
tak tyto objekty jsou typu t¥idy, coz znamen4, Ze jde bud o mnoZzinu nebo o vlastni tiidu.
Naproti tomu maléd pismena rezervujeme jednoznacné pro mnoziny.

Pro pohodli ¢tendie jesté uvedme
- soubor mnozin s indexovou t¥idou J znacime (F} : j € J)

- sjednoceni a prunik tohoto souboru znacime a rozumime jim nasledujici:

JF ={z: (3@ € )z eF)}

(VB ={e: (Ve )€ B}

- a sumu a prunik tf¥idy A znacime a chapeme nasledovneé:

UA:{x:(EIa)(aeA & xea)}
ﬂA:{x:(Va)(aeAera)}.

Definice 1. Budte ddny dvé tifdy E,7 a bud E # (. Rikdme, ze E je tiida
s topologii T mnebo zkracené, ze E je topologicky prostor, jsou-li splnény nasledujici
podminky:
(i) a,beT — anbeT;
(i)  pro libovolny soubor (a; : j € ¢) mnozin z 7 plati |J a; € T;

i) UT=E. a

Libovolnou mnozinu = C E nazveme otevienou pravé tehdy, kdyz = € T .
Véta 1. Je-li E tiida s topologii 7, tak ) € T .
Dukaz: Staci v 1. definici polozit i = () .

V dalsim budeme nové pojmy vétsinou ihned aplikovat na tfidu vSech ordinalnich ¢isel
On. V nésledujici vété znadci pro kazdé o, 6 € On & a < 3

(—a)={y€0n:v<a}
(a,8) ={y€On:a<y<p)

Tyto mnoziny (+,a) a (o, 3) nazyvame oteviené intervaly. Ordindlni ¢isla oznacujeme
malymi pismeny fecké abecedy.

Véta 2. Polozme

T={z:2C0n& Va€zx)|[(Fae€On)(ace (—,a)Cx)V
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('€ On)(3F" € On)(a € (@,F) C ) },
potom On je tiida s topologii 7. 7 je tzv. intervalovd topologie na On.

Dukaz: Necht z,y € T a bud a € 2 Ny. Existuji oteviené intervaly I,, I, tak, ze plati
ael, Cex& aecl, Cy. Potom nastane pravé jedna ze ¢ty néasledujicich situaci (a)

az (d):

(a) I, = (B:c>’7:c)>ly = (ﬁy/}/y)'
Polozme 8 = maz (B, 8y), v =min (vu, ) — B<a<y — a€(B,7).
Déle plati:

Be <B <y <% — (B,7) C (Be:a)

By < B <y < —(6,7) € By

a odtud snadno nahlédneme:

By CLNly—ac(B,y)CLN,Cznl, CzNy.
(b> I, = <ﬁw77w)7 I, = (<_77y)-
Polozme = 3,7 = min(7,,7,). Potom f < a <y —a € (8,7).
Déle plati:
Be <P <y <7 — (8,7) € (Be7s)

B<y <y — (8,7 C (=)

a odtud uzavirame:
(B,7) CL.NI, —ac(B,y) Cxny.
(c) Iy = («—,vx), Ly = (By,7y)- Dalsi postup je analogicky s (b).
(d) I = (< 72): Iy = (< )
Polozme v = min(y;,7,) — a <y — a € («,7).
Déle plati:
7<% = (7)€ (%)

Y <y = (7)) € (%)

a odtud uzavirame:

(—yv)CLNly—ac(«—,v) Czny.
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Z casti (a), (b), (), (d) plyne, ze existuje otevieny interval I, pro ktery plati « € I C zNy,
protoxz Ny e 7.
Necht (a; : j € i) je soubor mnozin z 7 a bud a € |J a; — existuje k € 4, ze a € ay.

j€i
Jezto ay, € T, tak existuje otevieny interval I, ze aw € I C ay, tudiz a € I C | a;. Proto
jei
U a; € 7.
j€i

Je ziejmé, ze | J7 C On. Necht a € On, potom a € («—,aU{a}) €T — a€ J7T.
Odtud On C 7. Celkem tedy | J7 = On.

Véta 3. Bud E tifda s topologii 7. E je vlastni tifda pravé tehdy, kdyz 7 je vlastni
trida.
Dukaz: Necht E je vlastni tifda. Plati |J7 = F; kdyby 7 byla mnozina, tak |J7 je dle
axiomu sumy také mnozina a to je spor s tim, ze E je vlastni tiida.

Nyn{ obrdcené: bud 7 vlastni tiida. Kdyby |J7 byla mnozina, tak potom P(|J7) je
dle axiomu potence mnozina. Ponévadz plati

acT—aC|JT—acP(JT),

tak 7 C P(U7) a tudiz 7 musi byt mnozinou a nikoli vlastni tfidou, coz je spor s
predpoklady. Proto | J 7 je vlastni tiida a jelikoz | JT = E, tak E je vlastni tiida.

Véta 4. Libovolna mnozina ordindlnich ¢isel je oteviena ( v intervalové topologii na
On ) prave tehdy, kdyz je sjednocenim néjakého souboru otevienych intervalu tj. intervalu

Dikaz: Bud = € 7. Ke kazdému o € z existuje otevieny interval I,, ze a € I, C z.

Uvazujme o souboru (I, : a € z). Potom | I, = =.
acx

Necht x = J ;. Vjei)(l;€T)— UL €T, tj.zeT.
j€i j€i
Definice 2. Necht F je t¥ida s topologii 7, a C E & a# 0, bC E,2 € E, ACE,
potom:
(i) b je okoli a praveé tehdy, kdyz existuje o € T,z a Co C b
(ii)  « je hromadny bod tiidy A pravé tehdy, kdyz libovolné okoli bodu x
obsahuje od x odlisny bod tiidy A;
(iii)  soubor okoli bodu = nazveme bdzi okoli bodu x , jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje jisté okoli z tohoto souboru;
(iv) b je uzaviend mnozina praveé tehdy, kdyz b obsahuje viechny své hromadné
body; oznacujeme
Tl ={a:a € P(E) & a je uzaviena mnozina };
(v)  bod tiidy A, ktery neni hromadny bod této t¥idy, nazveme izolovany bod
tiidy A .
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Véta 5. Uvazujme tiidu vSech ordindli On s intervalovou topologii. Plati nasledujici
tvrzeni:

(i) Izolovana ordindlni ¢isla jsou pravé vsechny izolované body tiidy On.

(ii) Je-li A izolovany ordindl, potom soubor obsahujici {\} je bazi okoli bodu A .
Je-li A limitnf ordindl, tak mnoziny I, = { a € On: p<a < A}
pro p < A, tvoii bazi okoli bodu A .

(i) Bud déna mnozina z C On & x # (), potom x je uzaviend mnozina pravé
tehdy, kdyz supremum kazdé jeji neprazdné podmnoziny ( a to existuje
vzdy dle [TM] I1.1.12) je prvkem z.

Dukaz: (i): Necht o € On & « je izolovany ordindl. Dle [TM] I1.1.17 je {a} okol{ ordindlu
aa {a}NOn = {a}, tedy a je izolovany bod tiidy On.

Necht o € On je izolovany bod tiidy On — existuje okoli o(a) bodu « tak, ze
o(a) N On = {a}. Ponévadz o(a) C On, tak o(a) = {a}. Protoze o(a) je okoli a, tak
existuje o(a) € T, ze a € 0 (a) C o), tedy o (o) ={a} & o (a) €T.

Potom bud

1) existuje &’ € On , 7ze a € («—,a’) C {a} nebo

2) existuji o) "€ On, ze o € (o, ") C {a}.

Predpokladejme, ze se realizuje moznost 1): musi byt («—, o) = {a}, tj. {y € On :
y<d}t={a} = a#0. Kdyby o > 1, tak {0,1} C {y € On:vy <}, ale to je spor s
tim, ze {y € On : v < o’} je jednoprvkovd mnozina. Tudiz nutné musi byt @ =1 — a =0
a tedy « je izolovany ordinal.

Predpokladejme, Ze nastal piipad 2) : musi byt « € {y € On: o’ <y < < (3} C
{a} = {y€On:a<y<p } ={a} — pro jediny ordindl a plati & < o < 8 ( odtud
ihned o # 0 ) a to muze byt jenom tehdy, kdyz o’ U{a’} = a & aU{a} =p3". ( Kdyby
a nebylo néslednikem o, tj. U {a” } # a , tak muze byt jediné o’ U {a' } < a —
{a,du{ad }} C{ye €eOn:a<y<p },cozjespor. ) Proto « je izolovany ordinal.

(ii): Prvni ¢édst tvrzeni je trividlni.

Necht A je limitn{ ordindl a bud’ o okoli ordindlu A\ — existuje 0 € 7T ,Ze A€ 0 C o0 a
tedy bud

1) existuje « € On , ze A € («+—,a) C o' C o, nebo

2) existuji a, 5 € On , ze A € (o, ) C o C o.

V piipadé 1) je: A € {y € On : v < a} C o — A < «a; tudiz pro kazdé u < A
(‘a takovd p existuji, nebot A je limitni ordindl a tedy A # 0,1 ) plati: {o’'€ On : u <
<A C{yeOn:y<a}Co.

V piipadé 2) je: A€ {y € On:a <y <} Co. Polozme p = a, pak {y € On : p <
TSN C (0,8) Co.

Zbyvéa ukézat, Ze pro p < A jsou mnoziny I, okoli ordindlu A . Evidentné je A\ €
I, &I, = (A AU{\}) e T .

(iii): Necht () # x C On & = je uzaviend mnozina. Bud 0 #y C 2z & o= sup(y).
Je-li @ € y — a € x a nenf co dokazovat. Predpoklddejme o € y a bud o(«) okoli a.
Existuje otevieny interval I(«a) , ze a € I(a) C o(a). Je-li I(a) = (8,7) , tak f < a a
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tudiz existuje 0 €y, ze f<d<a—de €l(a) Cola)&d €y Cx&d+#a. Proto a
je hromadny bod mnoziny * — a € z (nebot x je uzaviend mnozina).

Je-li I(a) = («, 3), tak pro 0 < a staci postupovat jako v predchozim. Pro a = 0 je
y = {0} a to je spor s a & y.

Predpokladejme, Ze mnozina z neni uzaviena. Existuje hromadny bod a mnoziny
r & a & z. Kdyby a = 0, tak {0} je okoli bodu 0, ale {0} Nz = @, nebot 0 & z,
ale to je spor s predpoklady. Tedy o # 0. Polozme y = {8 € € z : § < a}. Lehce
se ukdze, ze y # 0: volme p < « ; k okoli (u,a U {a}) bodu « existuje A\, € z , ze
M € (poaU{a}) = N\, # p, o tedy A\, € y. Ukdzeme, ze a = sup(y). Je evidentni,
7e a je majoranta mnoziny y . Bud nyni o taktéZ majoranta y a piedpoklddejme o < .
Potom (o, o U {a}) je okoli o a existuje Ay € = & Ay € (o, U {a}) & Ay # «, nebot «
je hromadny bod mnoziny z . Plati tedy o < Ay < o & Ay € y a to je spor s definici o
Tim jsme ukdzali, ze o = sup(y) & D £y Cx & a & x.

Véta 6. Necht E je topologicky prostor, potom 0 je uzaviena.

Dikaz: Bud z € E a predpoklddejme, Ze x je hromadny bod (). Pro libovolné okoli u
bodu z plati uN @ = @ a to je spor s predpokladem. Tedy zddné x € F neni hromadnym
bodem ) a tudiz 0 je uzaviena.

Definice 3. Bud FE tiida s topologii 7,A C E,x € E , potom:

(i) bod z nazveme bodem uzdvéru tiidy A pravé tehdy, kdyz x je hromadny bod
ttidy A nebo z je izolovany bod tidy A ; tifdu A = {x € E : x je bod
uzavéru A } nazyvame uzdver tiidy A ;

(ii) tifdu A nazveme uzavienou pravé tehdy, kdyz A = A ;

(iii) bod z nazveme wvnitind bod tiidy A pravé tehdy, kdyz existuje okoli v
bodu z, ze plati v C A ; tiidu A° = {x € A : x je vnitini bod tiidy A }
nazveme ovnitrek tiidy A ;

(iv) tfidu A nazveme otevrenou pravé tehdy, kdyz A = A°.

Definice oteviené (resp. uzaviené) tiidy rozsifuje predchozi definici oteviené (resp.
uzaviené) mnoziny. Soulad téchto definici plyne z nasledujici véty 7 tvrzeni (iii) a (iv).

Lemma 1. Necht F je tiida s topologii 7, A C E, x € E. Bod x je bodem uzavéru
tridy A pravé tehdy, kdyz libovolné okoli v bodu z mé neprazdny prunik s tridou A .

Dikaz: Necht z je bod uzdvéru tiidy A a bud v libovolné okoli bodu . Je-li  hromadny
bod tiidy A, tak v N A # (); je-li x izolovany bod tiidy A, tak x € A a protox € vNA —
vNA#(.

Necht libovolné okoli v bodu = mé neprazdny prinik s tifdou A. Jestlize x € A, tak x
je hromadny bod tiidy A. Jestlize x € A, tak x je bud hromadny bod tiidy A nebo
izolovany bod ttidy A. Ve vSech pripadech je tedy x bod uzavéru tiidy A.

Poznamka 1. Jelli a C FE, kde E je topologicky prostor, tak @ nemusi byt nutné
mnozina, tj. muze jit o vlastni t¥idu. To ukazuje nasledujici priklad.
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Priklad 1. Bud zvoleno ngjaké o € On a definujme 7, = {x: 2 C On &
(a € z Vo =0)} Nejprve ukdzeme, ze na On zavadi 7, topologicky prostor.
Necht z,y € T,; je-li alesponi jedna z mnoZin x, y prazdnd, tak x Ny € 7,. Bud'te z,y # 0,
pak a € z Ny atedy z Ny € 7.
Bud (z;,j € i) libovolny soubor mnozin z 7,. Je-li z; = ) pro kazdé j € i, tak | z; =

jei
# € 7,. Necht pro alespori jedno j € i je z; # 0, pak a € z; — a € Jz; — Jz; € T,
j€i jei

Je evidentni, ze [J7Z, € On. Bud 3 € On — {«o, 5} € T, — f € UTa, tj. On C U7T..
Nyn{ je snadné ukdzat, ze {a} = On. Je ziejmé, ze {a} C On. Bud § € On. Je-li § = «,
je 8 € {a}. Bud tedy 3 # a a nechf v je okoli bodu £, potom existuje o € 7, ze
feoCv—{f,a}CoCv—{f,a}Cv & ac{a} & f#a— pe{a}.

Véta 7. Bud FE tifda s topologii 7, A C E, a C E ; potom plati :
i) A=A «— E-A=FE—-A;

i) A=A «— E—-A=(E—A°;

(i) a€T
(iv) a€eTld

Diikaz: (i): Nechf A = A°. Je E— A C F—A. Bud z € F— A. Kdyby z € A, tak
existuje okoli v bodu z, ze v C A. Potom vN(E — A) = a to je spor s x € E — A. Tedy

r¢ A—x e E— A Celkem madme £ — A=FE — A.

Necht £ — A = F — A. Z definice piimo plyne A° C A. Bud r € A - r ¢ E— A=
E — A, tj.  neni bod uzéaveéru tiidy £ — A — existuje okoli o bodu z, ze o N (F — A) =
) —-o0C(E—(E—-A)=(F-—FE)U(ENA)=A— x € A°. Proto A = A°.
(ii): Staci v (i) polozit A= E — B, kde B C E.
(iii): Bud a € 7. Je ziejmé a° C a. Je-li ¢ € a, tak a je okolim bodu z. Proto = € a°, tj.
a C a°. Celkem tedy a = a°.
Nechf a = a°, tedy kazdé = € a je vnitini bod a ; tudiz ke kazdému x € a existuje
oteviend mnozina o(x), ze plati x € o(z) C a. Proto J{z} € U o(z) C a, tj.

rea asted

U o(z) = a a dle definice 1 je |J o(z) € 7, tj. a € T.

rea rEa

Q 9

:ao,

a.

(iv): Necht a € 79, tedy a obsahuje viechny své hromadné body. Je ziejmé, ze a C a. Je-li
x € @, pak z je bud hromadny bod mnoZziny a nebo izolovany bod mnoZiny a. V pifpadé,
ze nastane druha alternativa, je evidentné x € a. Tedy a C a .

Necht @ = @ . Tedy libovolny hromadny bod mnoZiny a je prvkem mnoZiny a a mnoZina,
a je uzaviend i ve smyslu definice 2 .

Véta 8. Nechf E je tiida s topologif 7 a bud A C E, potom: A = A, A° = (A°)° .

Ditkaz: Je evidentni, ze A C (A). Necht z € A a bud v okolf bodu z — existuje

o€ T ,7e2xv€0Cuv—existypy € A & y € o (nebot o je okoli bodu z )
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— existuje z € A & 2z € o ( nebot o je okoli bodu y & y € A) — existuje
zev & 2€EA—x€EA.

Je evidentni, ze (A°)° C A. Necht x € A° — existujeo € 7 , z2e v € 0 C A — pro kazdé
ycoplatiy € A° & €0 — x € (A°)°.

Véta 9. Uvazujme na On intervalovou topologii a necht A C On & A # (), potom
A je uzavtend trida pravé tehdy, kdyz supremum kazdé jeji neprazdné podmnoziny je
prvkem A .

Dukaz: Necht A je uzaviena tifda, z C A & x # (. Dle [TM] I1.1.12(ii) existuje sup(z),
polozme A = sup(x) . Je-li A = 0, pak x = {0} — X € A. Déle predpoklddejme X # 0. Bud
V okoli bodu A = (Jo e T) (A€o C V) — (I € On)(Fy e On)(Ae (B,7) C V) —
B<A— (Fer)(B<ES N) mE€A & eV A e A=A

Piedpokladejme, ze A neni uzaviens tifida — (A € A)(\ ¢ A). Kdyby A = 0, tak {0}
je okoli A , ale {0}NA = ( a to je spor s predpoklady (nebot A je hromadny bod A ). Tudiz
A # 0. Polozme x = {a: « € A & « < A\}. Nejprve ukdzeme, ze x # () : necht pu < A,
potom (p, A U {A}) je okoli bodu A — (3¢ € A)(€ € (K, A\U{A})) = €€ A & £ <A
Ponévadz A ¢ A & €€ A, tak A £ £ Odtud £ € A & <N — € €.
Nyn{ dokdzeme A\ = sup(x). Je ziejmé, Ze A je majoranta x. Bud nyni X taktéZz majoranta,
x a predpokladejme X" < A. Mnozina (X, AU{A}) je okoli A — (€ € A)(€ € (X, AU{A})) —
N<ESA & £€A & €# ) (nebot A ¢ A); odtud € € x a X nenf majoranta x, coz je
ale spor. Proto A = =sup(z) & 2#0 & * CA & N ¢ A

Véta 10. Existuje takova vlastni tifda E s topologii 7, ze 719 je mnozina.

Diikaz: Polozme E = 7 = On. Potom 7! = {0}. Nejprve ukézeme, ze E je topologicky

prostor. Necht «, 3 € T, potom aN 3 je dle [ TM | II. 1.7 (ii) opét ordindl, tzn. NG € 7.

Bud (a;,i € j) libovolny soubor ordindlu z 7, potom | a; je dle [TM] I1.1.12 (iii)

icj
ordindln{ ¢islo, tj. Ja; € 7. U7 = =JOn C On, dle [TM] I1.1.6 . Necht o € On, pak
icj

aU{a} € Onatudiz a € |JOn =J7. Celkem tedy On C |J7, proto | J7 =On = E.
Dle véty 6 je 0 € T4, Nechf « je libovolny ordindl a uvazujme o tiide {a}. Bud

tedy 3 € On & (3 # a. Necht v(3) je libovolné okoli bodu 3. Musi existovat o(3) € 7,

ze plati 8 € o(f8) C v(f). Ponévadz T = On, tak o(3) = =, kde v je ordindl, pficemz

B ey Cu(f),tj. 6 <y Cv(f). Nyni uvazujme o ordindlech § > «. Bude tedy existovat

ordindl v, ze bude platit « < 8 < v C v((), ovSem musi byt « € v a proto

{a} nw(B) 2{a} Ny ={a} #0.
Tudiz libovolny ordindl 3 > a je bodem uzéveru {a} — {a} je vlastni tifda.
Uvazujme nyni o libovolné mnoziné a # ) & a C E. Potom @ je vlastni tfida ( plyne to
z predchoziho: a # () — existuje o € On & a € a — libovolny bod lezici v {a} je bodem
uzavéru mnoziny ¢ — {a} C @ — @ je vlastni tiida).
Piedpokladejme, 7e existuje a € T4 & a # 0. Dle véty 7 (iv) musi byt a = @, coz
je spor, nebot na jedné strané rovnosti stoji mnozina a na druhé vlastni tiida. Tim jsme

ukézali, ze 71 = {0} .
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Definice 4. Necht E je tiida s topologii 7. Topologie 7 je requldrni na E prave
tehdy, kdyz | J7T!d = E .

Véta 11. Necht F je vlastni ti{da s topologii 7, pficemz 7 je regularni na E. Potom
T je vlastni tida.

Dukaz: stejny jako u véty 3.

Véta 12. Necht E je tfida s topologii 7. 7 je reguldrni na E pravé tehdy, kdyz
(Vz € E) ({z} € V). Pozn. symbol V zde zna¢i univerzdlni tiidu.

Ditkaz: Necht 7 je reguldrni topologie na E, tj. U7Y = Eabud r € E — > existuje
yeT9 exey & yzy—>{$}cy—y—>{x}cy & y=y—{zs} Cy—{a}eV.
Nechf pro kazdé = € E je {z} mnozina. Je evidentni, ze |JT4 C E. Bud z € E —
{z} C E — {z} je mnozina a uz1t1m vét 7 a 8 déle mame {x} € Tl — » € YT tj.
E CJTW. Celkem tedy |J71 =

Zavér

Clének se zabyvé rozsffenim zgkladniho topologického pojmového apardtu budovaného
na pojmu mnoziny do oblasti tiid a jeho nadzornou aplikaci v oblasti t¥idy ordinédlnich ¢isel
a jejich podtiid.

Literatura

[1] BALCAR,B., STEPANEK,P.: Teorie mnozin, 1.vydén{, Praha: Academia, 1986.

2] DIEUDONNE,J.A : Foundation of Modern Analysis, Enlarged and Corrected Prin-
ting, New York: Academic Press, 1969.

3] DIEUDONNE,J.A.: Treatise on Analysis - Volume II, New York: Academic Press,
1970.



