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Abstract: This article is the first one from two articles wrapped in our thoughts on
the same subject: topology, classes and ordinals. We are trying here to introduce some
natural way the topology on classes and to prove the basic theorems which we are going
to applay on the ordinal number class. In this part we raise the issue of the followings:
the definition of the topological space based on the concept of class, and we will speak
about neighbourhoods, cluster points etc.
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Úvod

V následuj́ıćım výkladu se budeme pohybovat nejen v množinovém univerzu vys-
tavěném na axiomech Zermelovy a Fraenkelovy teorie množin ( tj. na axiomu existence,
extenzionality, schématu axiomů vyděleńı, axiomu dvojice, potence, schématu axiomů
nahrazeńı a axiomu nekonečna a fundovanosti) spolu s axiomem výběru, ale předevš́ım ve
světě, jehož objekty jsou vedle množin i tř́ıdy, které se zasluhuj́ı o větš́ı rozmanitost jev̊u
tohoto světa a rozšǐruj́ı jeho obzor.

Toto pojet́ı je podrobně vyloženo v knize Teorie množin, jej́ımiž autory jsou Bohuslav
Balcar a Petr Štěpánek, vydalo nakladatelstv́ı Academia v Praze roku 1986. Tato kniha je
jedńım z našich východisek a proto se k ńı obraćıme v odvolávkách na některá jej́ı tvrzeńı.
Proto se čtenář bude setkávat s odkazy jako [TM] II.1.12, který označuje odstavec 1.12
kapitoly II. této knihy. Rovněž přej́ımáme stadardńı označeńı a definice. Tud́ıž pojmy,
které výslovně nedefinujeme sami, jsou k nalezeńı – nebude-li řečeno jinak – v [TM].

Daľśım zdrojem inspirace nám byla dnes již klasická monografie J.A.Dieudonnè: Foun-
dations of Modern Analysis, Enlarged and Corrected Printing, kterou vydal Academic
Press roku 1969 a jej́ı pokračováńı Treatise on Analysis – Volume II vydané týmž nakla-
datelstv́ım v roce 1970.
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Použ́ıváme-li v daľśım textu velká ṕısmena k označeńı objekt̊u, tj. např́ıklad A,E, T , ... ,
tak tyto objekty jsou typu tř́ıdy, což znamená, že jde bud’ o množinu nebo o vlastńı tř́ıdu.
Naproti tomu malá ṕısmena rezervujeme jednoznačně pro množiny.

Pro pohodĺı čtenáře ještě uved’me

- soubor množin s indexovou tř́ıdou J znač́ıme 〈Fj : j ∈ J〉
- sjednoceńı a pr̊unik tohoto souboru znač́ıme a rozumı́me j́ım následuj́ıćı:

⋃
j∈J

Fj = {x : (∃j ∈ J)(x ∈ Fj)}

, ⋂
j∈J

Fj = {x : (∀j ∈ J)(x ∈ Fj)}

- a sumu a pr̊unik tř́ıdy A znač́ıme a chápeme následovně:
⋃

A = {x : (∃a)(a ∈ A & x ∈ a)}
, ⋂

A = {x : (∀a)(a ∈ A → x ∈ a)}.

Definice 1. Bud’te dány dvě tř́ıdy E, T a bud’ E 6= ∅. Ř́ıkáme, že E je tř́ıda
s topologíı T nebo zkráceně, že E je topologický prostor, jsou-li splněny následuj́ıćı
podmı́nky:

(i) a, b ∈ T −→ a ∩ b ∈ T ;

(ii) pro libovolný soubor 〈aj : j ∈ i〉 množin z T plat́ı
⋃
j∈i

aj ∈ T ;

(iii)
⋃ T = E .

Libovolnou množinu x ⊆ E nazveme otevřenou právě tehdy, když x ∈ T .

Věta 1. Je-li E tř́ıda s topologíı T , tak ∅ ∈ T .

Důkaz: Stač́ı v 1. definici položit i = ∅ .

V daľśım budeme nové pojmy většinou ihned aplikovat na tř́ıdu všech ordinálńıch č́ısel
On. V následuj́ıćı větě znač́ı pro každé α, β ∈ On & α < β

(←, α) = {γ ∈ On : γ < α}
(α, β) = {γ ∈ On : α < γ < β)

Tyto množiny (←, α) a (α, β) nazýváme otevřené intervaly. Ordinálńı č́ısla označujeme
malými ṕısmeny řecké abecedy.

Věta 2. Položme

T = {x : x ⊆ On & (∀α ∈ x) [(∃ά ∈ On)(α ∈ (←, ά ) ⊆ x)∨
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(∃ά ∈ On)(∃β´∈ On)(α ∈ (ά, β´) ⊆ x) ] } ,

potom On je tř́ıda s topologíı T . T je tzv. intervalová topologie na On.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ T a bud’ α ∈ x ∩ y. Existuj́ı otevřené intervaly Ix, Iy tak, že plat́ı
α ∈ Ix ⊆ x & α ∈ Iy ⊆ y . Potom nastane právě jedna ze čtyř následuj́ıćıch situaćı (a)
až (d):

(a) Ix = (βx, γx), Iy = (βy, γy).
Položme β = max (βx, βy), γ = min (γx, γy) → β < α < γ → α ∈ (β, γ).
Dále plat́ı:

βx ≤ β < γ ≤ γx → (β, γ) ⊆ (βx, γx)

βy ≤ β < γ ≤ γy → (β, γ) ⊆ (βy, γy)

a odtud snadno nahlédneme:

(β, γ) ⊆ Ix ∩ Iy → α ∈ (β, γ) ⊆ Ix ∩ Iy ⊆ x ∩ Iy ⊆ x ∩ y.

(b) Ix = (βx, γx), Iy = (←, γy).
Položme β = βx, γ = min(γx, γy). Potom β < α < γ → α ∈ (β, γ).
Dále plat́ı:

βx ≤ β < γ ≤ γx → (β, γ) ⊆ (βx, γx)

β < γ ≤ γy → (β, γ) ⊆ (←, γy)

a odtud uzav́ıráme:

(β, γ) ⊆ Ix ∩ Iy → α ∈ (β, γ) ⊆ x ∩ y.

(c) Ix = (←, γx), Iy = (βy, γy). Daľśı postup je analogický s (b).

(d) Ix = (←, γx), Iy = (←, γy).
Položme γ = min(γx, γy) → α < γ → α ∈ (←, γ).
Dále plat́ı:

γ ≤ γx → (←, γ) ⊆ (←, γx)

γ ≤ γy → (←, γ) ⊆ (←, γy)

a odtud uzav́ıráme:

(←, γ) ⊆ Ix ∩ Iy → α ∈ (←, γ) ⊆ x ∩ y.
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Z část́ı (a), (b), (c), (d) plyne, že existuje otevřený interval I, pro který plat́ı α ∈ I ⊆ x∩y,
proto x ∩ y ∈ T .
Necht’ 〈aj : j ∈ i〉 je soubor množin z T a bud’ α ∈ ⋃

j∈i

aj −→ existuje k ∈ i, že α ∈ ak.

Ježto ak ∈ T , tak existuje otevřený interval I, že α ∈ I ⊆ ak, tud́ıž α ∈ I ⊆ ⋃
j∈i

aj. Proto
⋃
j∈i

aj ∈ T .

Je zřejmé, že
⋃ T ⊆ On. Necht’ α ∈ On, potom α ∈ (←, α ∪ {α}) ∈ T → α ∈ ⋃ T .

Odtud On ⊆ ⋃ T . Celkem tedy
⋃ T = On.

Věta 3. Bud’ E tř́ıda s topologíı T . E je vlastńı tř́ıda právě tehdy, když T je vlastńı
tř́ıda.

Důkaz: Necht’ E je vlastńı tř́ıda. Plat́ı
⋃ T = E; kdyby T byla množina, tak

⋃ T je dle
axiomu sumy také množina a to je spor s t́ım, že E je vlastńı tř́ıda.

Nyńı obráceně: bud’ T vlastńı tř́ıda. Kdyby
⋃ T byla množina, tak potom P(

⋃ T ) je
dle axiomu potence množina. Poněvadž plat́ı

a ∈ T → a ⊆
⋃
T → a ∈ P(

⋃
T ),

tak T ⊆ P(
⋃ T ) a tud́ıž T muśı být množinou a nikoli vlastńı tř́ıdou, což je spor s

předpoklady. Proto
⋃ T je vlastńı tř́ıda a jelikož

⋃ T = E, tak E je vlastńı tř́ıda.

Věta 4. Libovolná množina ordinálńıch č́ısel je otevřená ( v intervalové topologii na
On ) právě tehdy, když je sjednoceńım nějakého souboru otevřených interval̊u tj. interval̊u
typu (α, β), (←, γ).

Důkaz: Bud’ x ∈ T . Ke každému α ∈ x existuje otevřený interval Iα, že α ∈ Iα ⊆ x.
Uvažujme o souboru 〈Iα : α ∈ x〉. Potom

⋃
α∈x

Iα = x.

Necht’ x =
⋃
j∈i

Ij. (∀j ∈ i)(Ij ∈ T ) −→ ⋃
j∈i

Ij ∈ T , tj. x ∈ T .

Definice 2. Necht’ E je tř́ıda s topologíı T , a ⊆ E & a 6= ∅, b ⊆ E, x ∈ E, A ⊆ E,
potom:

(i) b je okoĺı a právě tehdy, když existuje o ∈ T , že a ⊆ o ⊆ b ;
(ii) x je hromadný bod tř́ıdy A právě tehdy, když libovolné okoĺı bodu x

obsahuje od x odlǐsný bod tř́ıdy A;
(iii) soubor okoĺı bodu x nazveme báźı okoĺı bodu x , jestliže každé okoĺı bodu x

obsahuje jisté okoĺı z tohoto souboru;
(iv) b je uzavřená množina právě tehdy, když b obsahuje všechny své hromadné

body; označujeme
T [c] = {a : a ∈ P(E) & a je uzavřená množina };

(v) bod tř́ıdy A, který neńı hromadný bod této tř́ıdy, nazveme izolovaný bod
tř́ıdy A .
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Věta 5. Uvažujme tř́ıdu všech ordinál̊u On s intervalovou topologíı. Plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

(i) Izolovaná ordinálńı č́ısla jsou právě všechny izolované body tř́ıdy On.
(ii) Je-li λ izolovaný ordinál, potom soubor obsahuj́ıćı {λ} je báźı okoĺı bodu λ .

Je-li λ limitńı ordinál, tak množiny Iµ = { α ∈ On : µ < α ≤ λ}
pro µ < λ , tvoř́ı bázi okoĺı bodu λ .

(iii) Bud’ dána množina x ⊆ On & x 6= ∅, potom x je uzavřená množina právě
tehdy, když supremum každé jej́ı neprázdné podmnožiny ( a to existuje
vždy dle [TM] II.1.12) je prvkem x.

Důkaz: (i): Necht’ α ∈ On & α je izolovaný ordinál. Dle [TM] II.1.17 je {α} okoĺı ordinálu
α a {α} ∩On = {α} , tedy α je izolovaný bod tř́ıdy On.

Necht’ α ∈ On je izolovaný bod tř́ıdy On → existuje okoĺı o(α) bodu α tak, že
o(α) ∩ On = {α}. Poněvadž o(α) ⊆ On, tak o(α) = {α}. Protože o(α) je okoĺı α, tak
existuje ó (α) ∈ T , že α ∈ ó (α) ⊆ o(α), tedy ó (α) = {α} & ó (α) ∈ T .

Potom bud’

1) existuje ά ∈ On , že α ∈ (←, ά ) ⊆ {α} nebo
2) existuj́ı ά, β´∈ On, že α ∈ (ά, β´ ) ⊆ {α}.
Předpokládejme, že se realizuje možnost 1): muśı být (←, ά ) = {α}, tj. {γ ∈ On :

γ < ά } = {α} → ά 6= ∅. Kdyby ά > 1, tak {0, 1} ⊆ {γ ∈ On : γ < ά }, ale to je spor s
t́ım, že {γ ∈ On : γ < ά } je jednoprvková množina. Tud́ıž nutně muśı být ά = 1 → α = 0
a tedy α je izolovaný ordinál.

Předpokládejme, že nastal př́ıpad 2) : muśı být α ∈ {γ ∈ On : ά < γ < < β´ } ⊆
{α} → {γ ∈ On : ά < γ < β´ } = {α} → pro jediný ordinál α plat́ı ά < α < β´ ( odtud
ihned α 6= 0 ) a to může být jenom tehdy, když ά ∪{ά } = α & α∪{α} = β´. ( Kdyby
α nebylo následńıkem ά , tj. ά ∪ {ά } 6= α , tak může být jedině ά ∪ {ά } < α →
{α, ά ∪ {ά }} ⊆ {γ ∈ ∈ On : ά < γ < β´ } , což je spor. ) Proto α je izolovaný ordinál.

(ii): Prvńı část tvrzeńı je triviálńı.
Necht’ λ je limitńı ordinál a bud’ o okoĺı ordinálu λ → existuje ó ∈ T , že λ ∈ ó ⊆ o a

tedy bud’

1) existuje α ∈ On , že λ ∈ (←, α) ⊆ ó ⊆ o , nebo
2) existuj́ı α, β ∈ On , že λ ∈ (α, β) ⊆ ó ⊆ o.
V př́ıpadě 1) je : λ ∈ {γ ∈ On : γ < α} ⊆ o → λ < α ; tud́ıž pro každé µ < λ

( a taková µ existuj́ı, nebot’ λ je limitńı ordinál a tedy λ 6= 0, 1 ) plat́ı: {ά ∈ On : µ <
ά ≤ λ} ⊆ {γ ∈ On : γ < α} ⊆ o .

V př́ıpadě 2) je: λ ∈ {γ ∈ On : α < γ < β} ⊆ o. Položme µ = α, pak {γ ∈ On : µ <
γ ≤ λ} ⊆ (α, β) ⊆ o .

Zbývá ukázat, že pro µ < λ jsou množiny Iµ okoĺı ordinálu λ . Evidentně je λ ∈
Iµ & Iµ = (µ, λ ∪ {λ}) ∈ T .

(iii): Necht’ ∅ 6= x ⊆ On & x je uzavřená množina. Bud’ ∅ 6= y ⊆ x & α = sup(y).
Je-li α ∈ y → α ∈ x a neńı co dokazovat. Předpokládejme α 6∈ y a bud’ o(α) okoĺı α.
Existuje otevřený interval I(α) , že α ∈ I(α) ⊆ o(α). Je-li I(α) = (β, γ) , tak β < α a
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tud́ıž existuje δ ∈ y, že β < δ ≤ α → δ ∈ ∈ I(α) ⊆ o(α) & δ ∈ y ⊆ x & δ 6= α. Proto α
je hromadný bod množiny x → α ∈ x (nebot’ x je uzavřená množina).

Je-li I(α) = (←, β), tak pro 0 < α stač́ı postupovat jako v předchoźım. Pro α = 0 je
y = {0} a to je spor s α 6∈ y.

Předpokládejme, že množina x neńı uzavřená. Existuje hromadný bod α množiny
x & α 6∈ x. Kdyby α = 0, tak {0} je okoĺı bodu 0, ale {0} ∩ x = ∅, nebot’ 0 6∈ x,
ale to je spor s předpoklady. Tedy α 6= 0 . Položme y = {β ∈ ∈ x : β < α}. Lehce
se ukáže, že y 6= ∅ : volme µ < α ; k okoĺı (µ, α ∪ {α}) bodu α existuje λµ ∈ x , že
λµ ∈ (µ, α ∪ {α}) → λµ 6= µ , α ; tedy λµ ∈ y. Ukážeme, že α = sup(y). Je evidentńı,
že α je majoranta množiny y . Bud’ nyńı ά taktéž majoranta y a předpokládejme ά < α.
Potom (ά, α ∪ {α}) je okoĺı α a existuje λά ∈ x & λά ∈ (ά, α ∪ {α}) & λά 6= α, nebot’ α
je hromadný bod množiny x . Plat́ı tedy ά < λά < α & λά ∈ y a to je spor s definićı ά.
T́ım jsme ukázali, že α = sup(y) & ∅ 6= y ⊆ x & α 6∈ x.

Věta 6. Necht’ E je topologický prostor, potom ∅ je uzavřená.

Důkaz: Bud’ x ∈ E a předpokládejme, že x je hromadný bod ∅. Pro libovolné okoĺı u
bodu x plat́ı u∩ ∅ = ∅ a to je spor s předpokladem. Tedy žádné x ∈ E neńı hromadným
bodem ∅ a tud́ıž ∅ je uzavřená.

Definice 3. Bud’ E tř́ıda s topologíı T , A ⊆ E, x ∈ E , potom:

(i) bod x nazveme bodem uzávěru tř́ıdy A právě tehdy, když x je hromadný bod
tř́ıdy A nebo x je izolovaný bod tř́ıdy A ; tř́ıdu A = {x ∈ E : x je bod
uzávěru A } nazýváme uzávěr tř́ıdy A ;

(ii) tř́ıdu A nazveme uzavřenou právě tehdy, když A = A ;
(iii) bod x nazveme vnitřńı bod tř́ıdy A právě tehdy, když existuje okoĺı v

bodu x, že plat́ı v ⊆ A ; tř́ıdu A◦ = {x ∈ A : x je vnitřńı bod tř́ıdy A }
nazveme vnitřek tř́ıdy A ;

(iv) tř́ıdu A nazveme otevřenou právě tehdy, když A = A◦.

Definice otevřené (resp. uzavřené) tř́ıdy rozšǐruje předchoźı definici otevřené (resp.
uzavřené) množiny. Soulad těchto definićı plyne z následuj́ıćı věty 7 tvrzeńı (iii) a (iv).

Lemma 1. Necht’ E je tř́ıda s topologíı T , A ⊆ E, x ∈ E. Bod x je bodem uzávěru
tř́ıdy A právě tehdy, když libovolné okoĺı v bodu x má neprázdný pr̊unik s tř́ıdou A .

Důkaz: Necht’ x je bod uzávěru tř́ıdy A a bud’ v libovolné okoĺı bodu x. Je-li x hromadný
bod tř́ıdy A, tak v ∩A 6= ∅; je-li x izolovaný bod tř́ıdy A, tak x ∈ A a proto x ∈ v ∩A →
v ∩ A 6= ∅.
Necht’ libovolné okoĺı v bodu x má neprázdný pr̊unik s tř́ıdou A. Jestliže x 6∈ A, tak x
je hromadný bod tř́ıdy A. Jestliže x ∈ A, tak x je bud’ hromadný bod tř́ıdy A nebo
izolovaný bod tř́ıdy A. Ve všech př́ıpadech je tedy x bod uzávěru tř́ıdy A.

Poznámka 1. Je-li a ⊆ E, kde E je topologický prostor, tak a nemuśı být nutně
množina, tj. může j́ıt o vlastńı tř́ıdu. To ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 1. Bud’ zvoleno nějaké α ∈ On a definujme Tα = { x : x ⊆ On &
(α ∈ x ∨ x = ∅)}. Nejprve ukážeme, že na On zavád́ı Tα topologický prostor.
Necht’ x, y ∈ Tα; je-li alespoň jedna z množin x, y prázdná, tak x∩y ∈ Tα. Bud’te x, y 6= ∅,
pak α ∈ x ∩ y a tedy x ∩ y ∈ Tα.
Bud’ 〈xj, j ∈ i〉 libovolný soubor množin z Tα. Je-li xj = ∅ pro každé j ∈ i, tak

⋃
j∈i

xj =

∅ ∈ Tα. Necht’ pro alespoň jedno j ∈ i je xj 6= ∅, pak α ∈ xj → α ∈ ⋃
j∈i

xj →
⋃
j∈i

xj ∈ Tα.

Je evidentńı, že
⋃ Tα ⊆ On. Bud’ β ∈ On → {α, β} ∈ Tα → β ∈ ⋃ Tα, tj. On ⊆ ⋃ Tα.

Nyńı je snadné ukázat, že {α} = On. Je zřejmé, že {α} ⊆ On. Bud’ β ∈ On. Je-li β = α,
je β ∈ {α}. Bud’ tedy β 6= α a necht’ v je okoĺı bodu β, potom existuje o ∈ Tα, že
β ∈ o ⊆ v → {β, α} ⊆ o ⊆ v → {β, α} ⊆ v & α ∈ {α} & β 6= α → β ∈ {α}.

Věta 7. Bud’ E tř́ıda s topologíı T , A ⊆ E, a ⊆ E ; potom plat́ı :

(i) A = A◦ ←→ E − A = E − A ;

(ii) A = A ←→ E − A = (E − A)◦ ;

(iii) a ∈ T ←→ a = a◦ ;

(iv) a ∈ T [c] ←→ a = a.

Důkaz: (i): Necht’ A = A◦. Je E − A ⊆ E − A. Bud’ x ∈ E − A. Kdyby x ∈ A, tak
existuje okoĺı v bodu x, že v ⊆ A. Potom v ∩ (E −A) = ∅ a to je spor s x ∈ E − A. Tedy
x /∈ A → x ∈ E − A. Celkem máme E − A = E − A.

Necht’ E − A = E − A. Z definice př́ımo plyne A◦ ⊆ A. Bud’ x ∈ A → x /∈ E − A =
E − A, tj. x neńı bod uzávěru tř́ıdy E − A → existuje okoĺı o bodu x, že o ∩ (E − A) =
∅ → o ⊆ (E − (E − A)) = (E − E) ∪ (E ∩ A) = A → x ∈ A◦. Proto A = A◦.

(ii): Stač́ı v (i) položit A = E −B, kde B ⊆ E.

(iii): Bud’ a ∈ T . Je zřejmé a◦ ⊆ a. Je-li x ∈ a, tak a je okoĺım bodu x. Proto x ∈ a◦, tj.
a ⊆ a◦. Celkem tedy a = a◦.
Necht’ a = a◦, tedy každé x ∈ a je vnitřńı bod a ; tud́ıž ke každému x ∈ a existuje
otevřená množina o(x), že plat́ı x ∈ o(x) ⊆ a. Proto

⋃
x∈a

{x} ⊆ ⋃
x∈a

o(x) ⊆ a , tj.
⋃
x∈a

o(x) = a a dle definice 1 je
⋃
x∈a

o(x) ∈ T , tj. a ∈ T .

(iv): Necht’ a ∈ T [c], tedy a obsahuje všechny své hromadné body. Je zřejmé, že a ⊆ a. Je-li
x ∈ a, pak x je bud’ hromadný bod množiny a nebo izolovaný bod množiny a. V př́ıpadě,
že nastane druhá alternativa, je evidentně x ∈ a. Tedy a ⊆ a .
Necht’ a = a . Tedy libovolný hromadný bod množiny a je prvkem množiny a a množina
a je uzavřená i ve smyslu definice 2 .

Věta 8. Necht’ E je tř́ıda s topologíı T a bud’ A ⊆ E, potom: A = A,A◦ = (A◦)◦ .

Důkaz: Je evidentńı, že A ⊆ (A). Necht’ x ∈ A a bud’ v okoĺı bodu x → existuje
o ∈ T , že x ∈ o ⊆ v → existuje y ∈ A & y ∈ o (nebot’ o je okoĺı bodu x )
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→ existuje z ∈ A & z ∈ o ( nebot’ o je okoĺı bodu y & y ∈ A ) → existuje
z ∈ v & z ∈ A → x ∈ A .
Je evidentńı, že (A◦)◦ ⊆ A. Necht’ x ∈ A◦ → existuje o ∈ T , že x ∈ o ⊆ A → pro každé
y ∈ o plat́ı y ∈ A◦ & x ∈ o → x ∈ (A◦)◦.

Věta 9. Uvažujme na On intervalovou topologii a necht’ A ⊆ On & A 6= ∅, potom
A je uzavřená tř́ıda právě tehdy, když supremum každé jej́ı neprázdné podmnožiny je
prvkem A .

Důkaz: Necht’ A je uzavřená tř́ıda, x ⊆ A & x 6= ∅. Dle [TM] II.1.12(ii) existuje sup(x),
položme λ = sup(x) . Je-li λ = 0, pak x = {0} → λ ∈ A. Dále předpokládejme λ 6= 0. Bud’

V okoĺı bodu λ → (∃o ∈ T )(λ ∈ o ⊆ V ) → (∃β ∈ On)(∃γ ∈ On)(λ ∈ (β, γ) ⊆ V ) →
β < λ → (∃ξ ∈ x)(β < ξ ≤ λ ) → ξ ∈ A & ξ ∈ V → λ ∈ A = A.

Předpokládejme, že A neńı uzavřená tř́ıda → (∃λ ∈ A)(λ /∈ A). Kdyby λ = 0, tak {0}
je okoĺı λ , ale {0}∩A = ∅ a to je spor s předpoklady (nebot’ λ je hromadný bod A ). Tud́ıž
λ 6= 0. Položme x = {α : α ∈ A & α < λ}. Nejprve ukážeme, že x 6= ∅ : necht’ µ < λ,
potom (µ, λ ∪ {λ}) je okoĺı bodu λ → (∃ξ ∈ A)(ξ ∈ (µ, λ ∪ {λ})) → ξ ∈ A & ξ ≤ λ.
Poněvadž λ /∈ A & ξ ∈ A, tak λ 6= ξ. Odtud ξ ∈ A & ξ < λ → ξ ∈ x.
Nyńı dokážeme λ = sup(x). Je zřejmé, že λ je majoranta x. Bud’ nyńı λ́ taktéž majoranta
x a předpokládejme λ́ < λ. Množina (λ́, λ∪{λ}) je okoĺı λ → (∃ξ ∈ A)(ξ ∈ (λ́, λ∪{λ})) →
λ́ < ξ ≤ λ & ξ ∈ A & ξ 6= λ (nebot’ λ /∈ A); odtud ξ ∈ x a λ́ neńı majoranta x, což je
ale spor. Proto λ = = sup(x) & x 6= ∅ & x ⊆ A & λ /∈ A.

Věta 10. Existuje taková vlastńı tř́ıda E s topologíı T , že T [c] je množina.

Důkaz: Položme E = T = On. Potom T [c] = {0}. Nejprve ukážeme, že E je topologický
prostor. Necht’ α, β ∈ T , potom α∩β je dle [ TM ] II. 1.7 (ii) opět ordinál, tzn. α∩β ∈ T .
Bud’ 〈αi, i ∈ j〉 libovolný soubor ordinál̊u z T , potom

⋃
i∈j

αi je dle [TM] II.1.12 (iii)

ordinálńı č́ıslo, tj.
⋃
i∈j

αi ∈ T .
⋃ T = =

⋃
On ⊆ On, dle [TM] II.1.6 . Necht’ α ∈ On, pak

α ∪ {α} ∈ On a tud́ıž α ∈ ⋃
On =

⋃ T . Celkem tedy On ⊆ ⋃ T , proto
⋃ T = On = E.

Dle věty 6 je 0 ∈ T [c]. Necht’ α je libovolný ordinál a uvažujme o tř́ıdě {α}. Bud’

tedy β ∈ On & β 6= α. Necht’ v(β) je libovolné okoĺı bodu β. Muśı existovat o(β) ∈ T ,
že plat́ı β ∈ o(β) ⊆ v(β). Poněvadž T = On, tak o(β) = γ, kde γ je ordinál, přičemž
β ∈ γ ⊆ v(β), tj. β < γ ⊆ v(β). Nyńı uvažujme o ordinálech β > α. Bude tedy existovat
ordinál γ, že bude platit α < β < γ ⊆ v(β), ovšem muśı být α ∈ γ a proto

{α} ∩ v(β) ⊇ {α} ∩ γ = {α} 6= ∅.
Tud́ıž libovolný ordinál β ≥ α je bodem uzávěru {α} → {α} je vlastńı tř́ıda.
Uvažujme nyńı o libovolné množině a 6= ∅ & a ⊆ E. Potom a je vlastńı tř́ıda ( plyne to
z předchoźıho: a 6= ∅ → existuje α ∈ On & α ∈ a → libovolný bod lež́ıćı v {α} je bodem
uzávěru množiny a → {α} ⊆ a → a je vlastńı tř́ıda).

Předpokládejme, že existuje a ∈ T [c] & a 6= ∅. Dle věty 7 (iv) muśı být a = a, což
je spor, nebot’ na jedné straně rovnosti stoj́ı množina a na druhé vlastńı tř́ıda. T́ım jsme
ukázali, že T [c] = {0} .
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Definice 4. Necht’ E je tř́ıda s topologíı T . Topologie T je regulárńı na E právě
tehdy, když

⋃ T [c] = E .

Věta 11. Necht’ E je vlastńı tř́ıda s topologíı T , přičemž T je regulárńı na E. Potom
T [c] je vlastńı tř́ıda.

Důkaz: stejný jako u věty 3 .

Věta 12. Necht’ E je tř́ıda s topologíı T . T je regulárńı na E právě tehdy, když
(∀x ∈ E) ({x} ∈ V). Pozn. symbol V zde znač́ı univerzálńı tř́ıdu.

Důkaz: Necht’ T je regulárńı topologie na E, tj.
⋃ T [c] = E a bud’ x ∈ E → existuje

y ∈ T [c], že x ∈ y & y = y → {x} ⊆ y = y → {x} ⊆ y & y = y → {x} ⊆ y → {x} ∈ V.
Necht’ pro každé x ∈ E je {x} množina. Je evidentńı, že

⋃ T [c] ⊆ E. Bud’ x ∈ E →
{x} ⊆ E → {x} je množina a užit́ım vět 7 a 8 dále máme {x} ∈ T [c] → x ∈ ⋃ T [c] tj.
E ⊆ ⋃ T [c]. Celkem tedy

⋃ T [c] = E .

Závěr

Článek se zabývá rozš́ı̌reńım základńıho topologického pojmového aparátu budovaného
na pojmu množiny do oblasti tř́ıd a jeho názornou aplikaćı v oblasti tř́ıdy ordinálńıch č́ısel
a jejich podtř́ıd.
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