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6 Limita funkcie

6.1 Myslienka limity, interval bez bodu

Intuitivna mysSlienka limity je prirodzend, ale definovat’ presne pojem limity je znacne
obtiazne. Nech fje funkcia a nech a je redlne Cislo.

Co znamena zapis lim f (x) =b? Tento zapis ma v presnych pojmoch vystihnit’ myslienku,

ze f (x) sa blizi bodu b, ak sa x blizi k bodu a (pri¢om x je r6zne od a). Defini¢ny obor musi
obsahovat’ interval (x,a), (a,x) alebo aj oba, ale bod a nemusi obsahovat’.

Hodnota funkcie v bode a, ak vobec existuje, nemusi mat’ so skiimanou otazkou ni¢ spolo¢né,
teda limita sa nemusi rovnat’ hodnote funkcie v danom bode.

Priklad 6.1.
Sl SR
Dané su funkcie f(x)=x+1, g(x)=x+Lx#1 ah(x):<: x—1 akxz 1,
3 akx=1

Ich grafy st postupne nakreslené na obrazku 6.1.
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Obr. 6.1
Z obrazka intuitivne zistime, Ze ak sa x blizi k bodu a=1, funkéné hodnoty pre kazdu
zuvedenych funkcii sa blizia kbodu 2. Teda lim f(x)=limg(x)=IlimA(x) =2, pri¢om

f(1)=2, g(1) nie je definovana a 4(2)=3.

6.2 Definicia limity
Nech je funkcia f{x) definovana pre vSetky x # a z nejakého okolia bodu a. Hovorime,
Ze limita funkcie f{x) pre x idice k a sa rovna b (lim ' (x) =b) prave vtedy, ak pre kazda

postupnost’ {xn}—>a cisel x,  z definicného oboru funkcie f, x #a, ma postupnost’
funkénych hodnét { /(x,} limitu b.

Poznamka:

Ak a, b v predchadzajucej definicii su €isla, potom hovorime o vlastnej limite vo vlastnom
bode. Symboly a, b moézu byt aj + . V takomto pripade budeme hovorit’ o nevlastnej limite,
resp. o limite v nevlastnom bode. Tieto pripady budeme skiimat’ neskor.
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Niekedy sa zaujimame iba o také postupnosti {xn } — a , pre ktoré plati, ze vSetky cleny x, st
vicsie ako a (teda x, sa blizi k a sprava) alebo st menSie ako a (teda x, sa bliZi k a zl'ava).
V takychto pripadoch hovorime o jednostrannych limitach. Pojem si vysvetlime na priklade.

Priklad 6.2.

a) Pomocou grafu funkcie f (x):l urdte
x

jednostranné limity lim f(x) a lim f(x).
x—0" x—0"

(Prva limitu nazyvame limita funkcie f'zl'ava
vbode 0, druhtl limitu nazyvame limita
funkcie f'sprava v bode 0.)

RieSenie: *
Z grafu funkcie vidime, Ze:
lir(l)g f(x)=-o

lim f(x) =00
x—0"

lirr(} f(x) neexistuje Obr. 6.2

b) Pomocou grafu funkcie f (x):L2 uréte
X

jednostranné limity lim f(x) a lim f(x).
x>0~ x—0"

RieSenie: 1

Z grafu funkcie vidime, Ze:

lljg} f(x)=0 4 -3 -2 -1 1 2 3
lim f(x)=o =]

x—0"

lir%f(x) =0 Obr. 6.3

Uvedieme teraz dve dolezité vety o limite funkcie.

Veta 6.1. (veta o ohraniCenosti) Ak existuje vlastna limita funkcie f{x) v bode a, potom
existuje interval okolo bodu a (bez bodu a), na ktorom je funkcia f{x) ohrani¢ena.

Veta 6.2. (veta o zovreti) Nech na nejakom intervale okolo bodu a bez bodu « plati:

S(x)<h(x)<g(x). Nech lim f(x)=lim g(x) =b . Potom aj limA(x)=5b.

Vetu 6.2 si ilustrujeme na priklade.

Priklad 6.3.
_sinx

Na intervale (0;00) zobrazte grafy funkcii f(x)= —l, g(x) 1 a h(x)= . Vimnite
X X x

si, ze su splnené predpoklady vety 6.2 pre a = . Urcte limA(x).

X—>0
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RieSenie:

Z obrazka 6.4 vidime, ze pre vSetky x>0 plati: | |4
1 sinx 1

——< <—, teda x)<h(x)<g(x).
Losmr 1) <h(x)<g(x)

Naviac lim f(x)=0,lim g(x) =0. Predpoklady

vety 6.2 su teda splnené. Preto aj lim/A(x)=0.

kfx)
2 g S—Tr T 16
ftx)
-1
Obr. 6.4
6.3 Vypocet limit

Nasledujtica veta je uzitocnéd pre pocitanie vlastnych limit niektorych funkecii obsahujucich
konstanty, x, -f(x), prevratené funkcie, stcet, rozdiel, sucin, podiel, polynémy a odmocniny
z funkcie.

Veta 6.3.
a. Limita konStanty: limc=c.

X—a

b. Limita funkcie f{x)=x: £1_r)13x =a.

c. Limita funkcie s opaénym znamienkom: Ak !gl} f (x) =b, potom
(7 (x)) =-b.

d. Limita si¢tu a rozdielu: Ak lim f(x) =5, lim g(x)=b,, potom

lim(f (x)+g(x))=b+b,.
e. Limita si¢inu: Ak lim f(x)=5,, limg(x)=5,, potom lim( (x)-g(x))=5b,.

xX—a

f. Limita podielu. Ak lim /' (x)=5, l1mg( )=b, #0, potom llmf(x) ﬂ

x—a x—a g(x) b2
g. Limita odmocniny z funkcie: Ak f(x)>0a lim f (x)=b, potom lim \/.f =b.

h. Limita si¢inu &isla a funkcie: limc- f(x)=c-lim f(x).

Priklad 6.4.
Pomocou vety 6.3 vypocitajte:
: 3 _ _ 2 _
a) lrlgll(3x 2x 1) 0 limx 3x+2
C3x40 1 x* —4x+3
b) im———
)H4x “4x+3 d) lim L++x

x—4 1 \/;
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RieSenie:
a) 1inll(3x3 ~2x-1)= lim3x* ~lim 2x ~lim1 =

Iim3-limx-limx-limx—-lim2-limx-1lim1=3-1-1-1-2-1-1=0

x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

2 2
b)limxz 3x+2:42 34—|r2:§:2
4 x"—4x+3 4" -4.4+3 3
. x*=3x+2 1P-3-142 0
¢) lim—; == =—
wlx"—4x+3 1"-4-1+3 0
Pretoze po dosadeni vysla v menovateli nula, musime postupovat’ inak:
2 -2)(x-1 -2 — —
fim 232 (22l (622) 122 o1 1
=l x" —4x+3 H1()6—3)()6—1) -Hl(x—?a) 1-3 -2 2

Cl+x 1444 142 3
d) lim = = =—=
=4loJx 1-44 1-2 -1

6.4 Spojitost’ funkcie

Funkcia f{(x) je spojita v bode a, ak plati lim /' (x)= f(a).

X—a

Poznamka:
Predchéadzajica definicia znamend, Ze funkcia f{x) je v bode a definovand, ma v bode a limitu

anaviac lim /' (x)= 1 (a).

xX—a

Teraz si uvedieme niekol’ko prikladov na funkcie, ktoré nie su spojité v bode a.

Funkcia f (x) = 2x_—14, ktorej graf je na obrazku 6.5, nie je spojita v bode -1, nakol’ko nie je
X+

v tomto bode definovana.

. x+1 akx<0 . . . oo o
Funkcia g(x) :<: 39 ak x>0’ ktorej graf je na obrazku 6.6, nie je spojitd v bode 0,

nakol’ko limita tejto funkcie neexistuje (pretoZe limity sprava a zl'ava sa nerovnaja).

@3

-1
-10

-20

-30 -3

Obr. 6.5 Obr. 6.6

99



Hic, P. — Pokorny, M.: Matematika pre informatikov a prirodné vedy

Nasledujuca veta charakterizuje zédkladné vlastnosti spojitych funkcii.

Veta 6.4:

a) Konstantna funkcia a funkcia f{x)=x st spojité funkcie.

b) Sucet, rozdiel a sucin spojitych funkcii je spojita funkcia.

¢) Podiel spojitych funkcii je spojita funkcia na svojom definicnom obore.

d) AK je funkcia g spojita v bode a a funkcia f spojita v bode g(a), potom aj zloZena

funkcia f{g(x)) je spojita v bode a.

e) Ak je funkcia f{x) spojita na nejakom otvorenom intervale obsahujiucom uzavrety
interval <a;b>, potom je na intervale <a;b> ohranicena a dosahuje tu maximum

aj minimum.

6.5 Limita v nevlastnom bode a nevlastna limita funkcie

V tejto Casti si uvedieme jednotlivé pripady nevlastnych limit. Najprv sa budeme zaoberat

pripadom b =zo0,t,]. limf(x) =+,

Hovorime, Ze limita funkcie f{x) pre x iduice
kasa rovna o (—o) prave vtedy, ak pre
kazdu postupnost’ {x,} >a Cisel
z definicného oboru funkcie f postupnost’
funkénych hodndt {/(x,)} ma limitu oo

(—).

Na obrazku 6.7 je znadzorneny graf funkcie

1 v . y
f (x) = m‘ ) Vsimnime si, ze
}i_)rgf(x):oo a aj £if)1}f(x)zoo.

Obr. 6.7

Nasledujuca veta charakterizuje zakladné vlastnosti nevlastnych limit.

a) Ak je funkcia f{x) v urcitom okoli bodu a ohranifena a lim g(x):oo, potom

Veta 6.5.
lim(f (x) +g(x)) = a hin{;((;“; ~0.

X—a

b) Ak lim g(x) = a f(x) je kladna pre vSetky x#a z nejakého okolia bodu a, potom

lim(f (x)- g (x))=c0.

¢) Ak limf(x)=b>0, limg(x)=0 a pre kaZdé x=a z nejakého okolia bodu « plati

/(%)

2(x)>0, (resp. g(x)<0), potom lim—— =

" g(x)
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v 7 3 00 . . r r
Poznamka: Veta ni¢ nehovori o pripadoch o —o00 a —. Limity pre takéto pripady budeme
o0

vediet’ riesit’ neskor.

Na zéver uvedieme pripad a=zo0, tj. lim f (x)=b.

Hovorime, Ze limita funkcie f{x) pre x {dﬁce k o (—) sa rovna b (lim f (x)=0b, resp.
lim f (x)=b) prave vtedy, ak pre kaZzdu postupnost’ {x } > ({x,} >—0) &isel
z defini¢ného oboru funkcie f postupnost’ funkénych hodnot { f(x, )} —b.

3x=2 . V&imnime si, ze lim f(x)=3 aaj

x+1 x>0

Na obréazku 6.8 je znazorneny graf funkcie f(x)=
lim f (x) =3.

X—>0

Na obrazku 6.9 je znazorneny graf funkcie f(x)=e". VSimnime si, Ze lim f(x)=0

a lim f(x)=o0.

X—>0

10 -& -6 —4 -2 2 4 5] & 10

Obr. 6.8 Obr. 6.9

6.6 Ulohy
Vypocitajte nasledujuce limity, ak existuji:

. X +Tx+11
1. 111’1’12—
=3 x"—6x+9
Riesenie:
3 +73+11_41

dosadime: 5 =
3-63+9 0
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zistime znamienko menovatel’a v okoli bodu 3: x> —6x+9 = (x - 3)2 >0
. X+ Tx+11

lim—————=00

=3 xT—6x+9

2
5 limx +7x+11

e x? —6x+9
Riesenie:
Pouzijeme metddu ,,zanedbania minoritnych ¢lenov*. Tuto metddu je vyhodné pouzit
X X
v pripade limit typu lim r(x) a lim M , pricom p(x) a g(x) st polynomy.
X—>0 q(x) X—>—00 q(x)

X n
prati: 1im 2 _ fi _ i %
o g (x) x—>o0 bmxm + bm,lxm 4o+ blx +b0 x>0 bmxm

p(x)

n n—1
anx +an71x +...+a1x+a0

Podobne postupujeme aj pre vypocet lim

x—)a:oq(x)
X +Tx+11 . X
hmz—:hm—2=1
e xT—6x+9 oy
2_
3. lim L Xte
=3 xt=Tx+12
Riesenie:
2_
dosadime: 325& = 9
3 -73+12 0
2 -2)(x-3 -2 —
upravime:lim)C X+6 . (x )(x )=1im(x )=£=L=_1

X—>3x2—7x+12_x1£1}(x—3)(x—4) =3 (x-4) 3-4 -1

Pomocné vypocty:

xP=5x+6=0 XX =7x+12=0
D=(-5)-4.1.6=25-24=1 D=(-7) -4.1.12=49-48=1
JD =1 JD =1
xlzﬂ:3 xl=i)+l=4
2.1 2.1
e R S
2.1 2.1
x2—5x+6:(x—3)(x—2) x2—7x+12:(x—4)(x—3)
4 lim X —6x*+9x
L3 X —9x? +27x-27
RieSenie:
3 2
dosadime: — 3 _26'3 +9.3 =9
3-93+273-27 0
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, . X —6x*+9x . x(x2—6x+9) , x(x—3)2 ,
upravime: lim— 5 =lim —=lim———-=1lim
=3 x7 =9x" +27x-27 3 (x—3) >3 (x—3) -3 x—3
3

dosadime: i =—
3-3 0

zistime znamienko menovatel’a v okoli bodu 3:
pre x =2,99 je menovatel’ zaporny, lebo 2,99-3=-0,01
pre x=3,01 je menovatel’ kladny, lebo 3,01-3=0,01

v , . . X . .
pretoze menovatel’ meni znamienko, hm—3 neexistuje,
x—3 xX—

o x’ —6x” +9x
a teda neexistuje ani lim—; >
=3 7 —=9x” +27x-27

5. lim !
X3 x — 5
Riesenie:

dosadime: lim ! :L=_
=3 x—-5 3-5 2

Riesenie:

dosadime: L = l
3-3 0

zistime znamienko menovatel’a v okoli bodu 3:
pre x=2,99 je menovatel’ zaporny, lebo 2,99-3=-0,01
pre x=3,01 je menovatel’ kladny, lebo 3,01-3=0,01

y . . .1 .
pretoze menovatel’ meni znamienko, hm—3 neexistuje
X3 x —

. X +Tx+11
7. 11m3—
xoo x+22
Riesenie:
X +7x+11 x°

upravime ,,zanedbanim minoritnych ¢lenov*: lim—————=Ilim—=1lim—=0
X—>0 x> +22 x>0 x x>0 X

. X+ T7x+11
8. lIim—
oo \x+22
Riesenie:
3

, o X+ Tx+ll xS
upravime ,,zanedbanim minoritnych ¢lenov*: im——=————=lim—==Ilimx? =
X—>00 /x +22 xX—>00 /x X—>00
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9.

10.

1.

12.

13.

14.

. X +Tx+11
lim ————
oo xT 422
Riesenie:
2

X +7x+11 x 1

upravime ,,zanedbanim minoritnych ¢lenov*: lim ————=lim — = lim —=0
D ) x—>—0 X x—>—0 x

. o xXT+T7x+11
hm _—

o fx 422
Riesenie:
Nakol’ko funkcia nie je definovana v okoli bodu —oo (odmocninu pocitame iba

s e X+ Tx 11
z nezapornych ¢isel), uvazovat' o lim ———

nema zmysel
e \[x 422

. sinx
lim

x—0 3x

. .. . sinx
RieSenie: pouzijeme vzorec lim——=1
x—0 X
. sinx .. sinx 1 1
lim =1lim —=1.—=
x>0 3x x>0 x 3 3

1
3

) 6x
lim —
=0 gin4x

.. .. ) k-x
Riesenie: pouzijeme vzorec lim————=1
x>0 sin (k - x)
6

—- (4x)
lim—2% _fimA O gy 4 6,0
=0sindx 0 sin4x 4 ~0sind4x 4 4

uvedomte si, Ze ak x —> 0, potom aj 4x —> 0

. sinx
lim
x%% 3x

Riesenie:

dosadime: lim

COS X

lim
x—0 3x
Riesenie:

dosadime: c0s0 = l
3.0

0
zistime znamienko menovatel’a v okoli bodu O:

pre x =—0,01 je menovatel zaporny, lebo 3- (—0, Ol) =-0,03
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15.

16.

17.

18.

pre x=0,01 je menovatel’ kladny, lebo 3-0,01=0,03

. , ) . COSX .
pretoze menovatel’ meni znamienko, lim neexistuje
x>0 3y
. COSX
lim
—ZE 3x
2
RieSenie:
cosx 95 0
dosadime: lim = 2 =—=0
wZ 3x 3 T 3z
5 e 2r
2 2
. sinx
lim >
x—0 X
.. .. . sinx
RieSenie: pouzijeme vzorec lim——=1
x—0 X
. sinx .. sinx 1 . sinx ,. 1 o1 1
lim > =lim -—=1lim lim—=1-lim—=lim—
x—0 X x—0 X X x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
1

dosadime: l =—
X

zistime znamienko menovatel’a v okoli bodu 0:
pre x=—0,01 je menovatel’ zaporny
pre x=0,01 je menovatel’ kladny

. , ) .1 .. ... Sl
pretoze menovatel’ meni znamienko, lim— neexistuje, a teda ani lim

nx

>— heexistuje

x—0 X X

’ sin x

im

x>0 /x

Sy . ... . sinx
RieSenie: pouzijeme vzorec lim =1

x—0 X

. sinx . sinx \/; . sinx . sinx .. )

lim =lim —=lim—— +x =lim -hm\/le-hm\/le-\/6:0
x=0 /x x—0 ,X /x =0  x x>0 x x—0 x=0

X

) x+1

lim| —

x—1 X
RieSenie:

, 1+1)
dosadime: T =2 =2
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19. lim (Hlj
X—>00 x

X
Riesenie: pouzijeme vzorec lim (1 + —) =e
X

X—>0

lim(x—ﬂ] =1im(1+lj —e
X—00 x X—00 x

. x+1 >
20. lim| —
X—>00 x

X
RieSenie: pouzijeme vzorec lim (1 + —) =e
X

X—>0

3x 3x x 3
lim(x—Hj =lim£1+1j :nn{(nl” =&
X—00 x X—00 x X—>0 x

21. lim\/x2+x+3—\/x2—x

X—>0

a’—b’
a+b
za a dosadime v/x*> +x+3 ... potom a” je x* +x+3

za b dosadime v/x* —x ... potom b° je x* —x

RieSenie: pouzijeme vzorec a—b =

X Hx+3)—(x*=x
lim\/x2+x+3—\/x2— —hm( ) ( ) =lim 2x+3
X H“’\/x +x+3+\/x Hw\/x +x+3+\/x —-X
Upravime ,,zanedbanim mlnorltnych clenov“ podobne ako v prikladoch 2, 7, 8, 9.
lim 2x+3 =lim =lim 2x hmﬁ =1
x—)oo\/x +x+3+\/x - X x—)oo\/7 \/7 x—)cox+x x—)oczx
2. lim "3
20 X7 —2Xx
Riesenie:
dosadime: 7.0+3 é
0°-2.0 0

zistime znamienko menovatel'a v okoli bodu 0:
pre x =-0,01 je menovatel kladny, lebo (-0, 01)3 -2-(-0,01)=-0,000001+0,02 > 0

pre x=0,01 je menovatel’ zdporny, lebo (O,Ol)3 -2 (0,01) =0,000001-0,02<0

pretoZe menovatel’ meni znamienko, lim— neexistuje

20 X7 —2Xx
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4
23. lim 222
=0 x7 —2x
Riesenie:
4
dosadime: 7;0 +3 =E
0°-20 0

zistime znamienko menovatel'a v okoli bodu O:
pre x=-0,01 je menovatel’ kladny, lebo (-0, 01)3 —2-(-0,01)=-0,000001+0,02 > 0

pre x=0,01 je menovatel’ zdporny, lebo (0,01)3 —2:(0,01)=0,000001-0,02<0
4

pretoZe menovatel’ meni znamienko, lim—; 5 neexistuje
-0 x7 —2x
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