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Abstrakt: Termin tedria Cisel vyvolava dojem, Ze ide o Cast matematiky, ktorej predmetom je
vychadzajuc z pojmu prirodzeného ¢isla budovat pojem celého, racionalneho, reélneho
a komplexného C¢isla a Studovat vlastnosti oborov prirodzenych disel, racionalnych, realnych, resp.
komplexnych Cisel. Avsak tedria Cisel vznikla ako bezprostredné rozvinutie aritmetiky celych cCisel a jej
napliou bolo pévodne studium istych Specifickych vlastnosti celych &isel.
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Abstract: The term theory of numbers gives the impression that it is a part of mathematics, the subject
is based on the concept of natural number concept to build the whole, rational, and real and complex
numbers and study the properties of the field of positive integers, rational, real or complex numbers.
However, number theory arose as the immediate deployment of arithmetic of integers and the filling
was originally studying certain specific properties of integers.
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»Matematika je krdlovnou vied. Jej milencom je
pravda a prostota a priezracnost su jej odevom...
Matematika, ktord tolko prospela spoloc¢nosti,
veddm aumeniu, stane sa nakoniec vodcom
fudského rozumu vo vsetkom poznani.”

(Jan Sniadecki)

1 Uvod

Ak hovorime o prirodzenych cislach 1, 2, 3, ... nsi len malokto pri pocitani s nimi uvedomuje ich
zaujimavé vlastnosti. Ta ¢ast matematiky, ktord sa zaobera skimanim prirodzenych cisel sa nazyva
tedria &isel. Tvrdenia v tedrii Cisel sa zdaju nesmierne jednoduché, slovné vyjadrenia tychto tvrdeni
zrozumitelné, ale dokazy tychto jednoduchych tvrdeni su casto velmi narocné a casto presahuju
moznosti i tych najlepSich matematickych mozgov a preto neboli doteraz dokazané. Tedria Cisel vznika
ako bezprostredné rozvinutie aritmetiky celych cisel ajej napliou bolo pévodne Studium istych
Specifickych vlastnosti celych cisel. Tedria cisel pouziva vo velkom rozsahu metédy roznych
matematickych disciplin a do tedrie Cisel patri aj problematika prvocisel a ich vlastnosti.
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2 Z historie teorie cCisel

Prvé poznatky ztedrie Cisel su spojené s menami starogréckych matematikov Pytagora, Euklida
a Diofanta. Tedriu parneho a neparneho objavil Pytagoras v 6. st. pred n.l. VSeobecné zdkonitosti
o Cislach a rovinnych Utvaroch predstavovali prvé kroky teoretického matematického myslenia. Preto
je tedria Cisel spolu s planimetriou zakladajucim ¢lenom spolocenstva matematickych disciplin. Starym
Grékom (6. — 3. storocie pred n. l.) bol znamy aj isty velmi prakticky spdsob vyznacovania prvocisel
v zapise 1, 2, 3 ... n. prirodzenych ¢isel (metéda Eratostenovho sita). V Euklidovych Zdkladoch (300
rokov pred n. |.) nachadzame vSetko, ¢o v tejto dobe tvorilo ¢ast matematiky. Od Euklida pochéadza
napriklad aj prvy elementdrny dékaz existencie nekonecného poctu prvocisel. Vysledky gréckej tedrie
¢isel nachddzame v Diofantovej Aritmetike (250 r. pred n. |.).

Diofantova Aritmetika je venovana rieSeniu rovnic v obore racionalnych Cisel. Diofantova Aritmetika
sa stala zdkladnou ucebnicou tedrie Cisel pre mnoho storoci. Mozno skonstatovat, Ze od cias Euklida
a Diofanta neurobila tedria Cisel skoro ziaden pokrok a v podstate stagnovala az do 17. st. n. |, ked'sa
zasluhou Fermata (1601 — 1665) zacala prudko rozvijat, ¢o stviselo aj s rozvojom celej matematiky.

Poznamka pod ndzvom Velkd Fermatova veta, kde rovnica x" +y"=2Zz", pricom kde x, y, z, nsu
prirodzené Cisla a pre n 2 3 je neriesitelna. Fermatov dékaz sa nenasiel a dodnes sa nikomu nepodarilo
toto tvrdenie ani dokazat ani vyvratit, hoci sa o to mnohi pokusali. Existuje aj Mald Fermatova veta,
ktorej dokaz je znamy a nie je ani velmi naroc¢ny.

n
Fermat vyslovil i hypotézu o pravdivosti ktorej bol hlboko presvedceny a to, Ze Cislo F = 2" +1 je
prvocislo. Vo vseobecnosti vSak Fermatova hypotéza neplati. Vyvin tedrie Cisel je spojeny s menami
poprednych matematikov P. G. Dirichleta, L. Eulera, K. F. Gaussa, P. L. Cebyseva a dalsich. Euler
vypocital, Ze piate Fermatovo Cislo je zloZzené. Eulerom sa zacina tedria Cisel zaloZend na aritmetickych
funkciach a prepletend myslienkami nekonecnych radov asucinov. Vlastnosti Cisel, ktoré dnes
pozname, boli zva¢sa odhalené cestou poznavania.

Pojem prvocisla nadvazuje na pojem delitelnosti v obore celych &isel, o je zakladny pojem v tedrii Cisel.
KaZdé prirodzené Cislo p je delitelné &islami 1 a p. Cisla 1, p nazyvame trividinymi delitelmi ¢isla p.
Kazdého iného prirodzeného delitela ¢isla p nazyvame jeho netrivialnym delitelom.

Prirodzené Cislo p > 1 nazyvame prvocislom, ked' ma len trividlnych delitelov.

Mnozinu vSetkych prirodzenych Cisel tak m6Zzeme rozdelit na tri disjunktné podmnoziny z ktorych:

e prva obsahuje len Cislo jedna,

e druha vsetky prvocisla,

e tretia vietky prirodzené &isla, ktoré maju aspor jedného netrividlneho delitela. Cisla tretej mnoziny
nazyvame zlozenymi Cislami.

Najmensie prvocislo je Cislo 2, je sucasne jedinym parnym prvocislom. Ostatné parne Cisla su delitelné

dvoma, teda su zloZzené. Ak chceme v danom Useku prirodzenych &isel 1, 2, ... n urdit vietky prvocdisla,

pouzivame k tomu metddu tzv. Eratostenovo sito, gréckeho matematika Eratostena (276 — 194 pred

n.l.). Je to mechanickd metdda, ktori mozno pouZit na najdenie vSetkych prvocisel po akukolvek

hranicu. V rozloZeni prvocisel sa matematikom dodnes nepodarilo najst nejaki rozumnu pravidelnost.

Tazko povedat, ¢o vietko poznal Pytagoras z tedrie &isel, pretoze pisomné zaznamy sa nezachovali.
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3 Cifry zapisu prvocisel

Aké cifry méZu byt na zaciatku a na konci zdpisu prvocisel?

Posledna cifra zapisu prvocisla p, ktory ma viac nez jednu cifru, neméze byt 0, 2, 4, 6, 8, lebo potom by
p bolo vidsie nez Cislo 2, delitelné ¢islom 2, a teda bolo by to ¢islo zloZzené. Posledna cifra nemoze byt
ani ¢islo 5, delitelné cislom 5, lebo vtedy by bolo cislo vaésie ako Cislo 5, delitelné Cislom 5, a teda
zloZené.

Na poslednom mieste zapisu prvocisla p > 10 mézu teda byt len ¢isla 1, 3, 7 alebo 9. RieSime otazku, ¢i
mbzeme povedat nieo viac o Cisliciach zapisu prvocisel p > 10, napriklad o skupinach niekolkych
prvych alebo poslednych cifier. Ukazuje sa, Ze mozno, lebo plati tato veta.

Veta: Ak su dva lubovolné konecné rady cifier (desiatkovej sustavy) ai, aa, ... am a b, by, ... by, kde
bn=1,3,7,9, potom existuje lubovolne velké prvocislo p, ktorého zdpis md na prvym m miestach
ciferny rad a1, ay, ... am a na poslednych n miestach ciferny rad b, b, ... bn.

Dokaz tejto vety je dost narocny. Z tejto vety vyplyva, Ze existuju prvodisla, ktorych zapis ma na zaciatku
i na konci lubovolny pocet jednotiek (ale medzi obidvoma skupinami mézu byt aj iné cifry ako 1).

Teda vznika otdzka, Ci existuje nekone¢ne mnoho prvocisel zapisanych samymi jednotkami. Odpoved
na tuto otdzku nevieme. Pozname len malo prvocisel, ktoré su v desiatkovej sustave zapisané samymi
jednotkami, napriklad

11211111111111111111111111111=(102%-1) /0.

Dokaz, Ze (1022 — 1) / 9 je prvodislo, nie je fahky a urobil ho M. Kraitchik.

Je mozné dokdzat toto tvrdenie: Ak je Cislo zapisané v desiatkovej sustave n jednotkami prvocislo,
potom n je prvocislo.

Tato nutna podmienka nie je postacujuca, lebo napriklad
111=3.37,11111=41.271,1111 111 =239 . 4 649.

TieZ &islo (1037 — 1) / 9, ktoré je zapisané 37 jednotkami je zloZené.

Aké su prvocisla po zmene poradia cifier? Hladali sa tiez iné prvocisla, zapisané inymi ciframi nez
jednotkami, ktoré su prvocislami pri kazdej zmene poradia cifier v ich zapise. Z dvojcifernych cisel su
todislal3a31,17a71,79a97,z Cisel trojcifernych su to ¢isla 113, 131, 311, 199, 919, 991, 337, 373,
733. Nevieme vsak, Ci poCet takychto Cisel je konecny.

Nevieme tiez, i existuje nekonecne mnoho prvocisel, v ktorych zapise je na prvom a na poslednom
mieste Cislica jedna, zatial ¢o na kazdom ostatnom mieste je Cislica nula, takym je Cislo 101.

MozZno dokézat, Ze také prvocisla musia mat tvar 10*" + 1, kde nje prirodzené &islo, aviak tato
podmienka nie je postadujuca, lebo napriklad 10" + 1 = 73 . 137.

4 Prvociselni delitelia prirodzenych ¢isel

KaZdé prirodzené &islo a > 1 mad aspori jedného prvociselného delitela.

Tuto vetu dokazujeme takto: Nech a > 1. Potom Cislo a ma aspon jedného delitela vacsieho nez Cislo 1.
Nech p je najmensi delitel Cisla a, p > 1.

Najprv si kdZzeme, Ze p je prvocislo.

Dokaz tejto vety robime nepriamo. Nech p nie je prvocislo. Potom existuje prirodzené cislo g tak, Ze
q\p, 1<p<q.
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Z podmienky g\p, p\a vyplyva, Ze g\a, pritom g < p.

To je ale v spore s definiciou ¢isla p, ako vidime, predpoklad viedol k sporu, preto p musi byt prvodislo.
MozZeme este dokazat vetu:

Kazdé zlozené Cislo a ma aspon jedného prvociselného delitela p < Va.

Nech a je zloZzené Cislo. Potom a = a1 . a3, kde a1, a; su prirodzené Cisla, 1<ai1<a,1<a;<a.

Pri vhodnej volbe oznaéenia oboch ¢initelov mézeme predpokladat, ze a; < a,.

Tedaa=a:.a;2 a:? odtial a: < Va.

Ale podla vety Cislo a1 ma prvociselného delitela p < a1, a teda p < Va, preto avsak Cislo p je delitefom
Cisla a1, ktoré je delitelom Cisla a.

Teda ¢islo a mad prvociselného delitela p < Va. Tento ddékaz mozno pouzit k metéde na rozhodnutie, ¢i
nejaké Cislo je prvocislom, teda ho vyuzijeme aj pri metdde Eratostenovho sita.

5 Rozklad prirodzeného ¢isla na prvocinitele

Kazdé zlozené Cislo sa da napisat v tvare sucinu prvocisel, pricom pripustame aj trochu neobvyklé
suciny s jednym cinitelom.

Veta: Kazdé prirodzené ¢&islo a > 1 mb6Zeme vyjadrit prdve jednym sp6sobom ako sucin prvocisel, ked’
odhliadneme od poradia Cinitelov.

Pri dokaze musime ukdazat existenciu (moznost) a potom unicitu (jednoznac¢nost) vyjadrenia
prirodzeného ¢isla a > 1 ako sucinu prvodisel.

6 Co vieme o prvoéislach

Prvy elementarny dokaz o nekone¢nom pocte prvocisel urobil 500 rokov pred n. I. grécky matematik
Euklides.

e Euklides predpokladal, Ze prvocisel je konecny pocet. Potom nasiel Cislo n, ktoré nie je prvocislom
ani zlozenym cislom. To predsa nie je ale moZné, pretoZe kazdé prirodzené Cislo je prvocislo alebo
zloZené ¢islo ato znamend, Ze predpoklad nebol dobry a teda Euklides dokazal, Ze prvocisel je
nekonecne vela. Od Cias Euklida tuto vetu dokdazalo viac matematikov roznymi metddami.

e Vroku 1850 dokazal P. L. Cebysev este silnejsie tvrdenie. Podla neho pre prirodzené &islo n > 2
medzi Cislami na2n existuje jedno prvocislo. Tento vysledok ukazujici na istu pravidelnost
v rozdeleni prvocisel bolo potvrdenim hypotézy francizskeho matematika J. Bertranda ako
Bertrandov postuldt. Treba uviest, Ze pravidelnost v uréeni prvocisel je velmi problematicka.

Prvocdisla sa vyskytuju v postupnosti vSetkych prirodzenych &isel velmi nepravidelne.

Dve najmensie prvocisla su 2 a 3, su to po sebe nasledujlce prirodzené Cisla. Vznikla otdzka, ¢i su eSte
iné po sebe nasledujuce prirodzené Cisla také, Ze su prvocisla. Dve neparne prvocisla, ktorych rozdiel
je dva, nazyvame prvociselnymi dvojcatami.

Takymito dvoj¢atami su napriklad3a5,5a7,11a13,17a19,29a 31,41 a43,59a61, 71 a 73, atd.
Doteraz sa vSak nedokdzalo, i prvociselnych dvojciat je alebo nie je nekone¢no mnoho. Nevieme teda,
¢i ¢islo 2 je mozno nekonecne vela sp6sobmi vyjadrit ako rozdiel dvoch prvocisel. Bola vyslovena
hypotéza, Ze kazdé parne Cislo sa da vyjadrit nekonec¢ne vela spésobmi ako rozdiel dvoch po sebe
iducich prvodisel. Dokazeme najst vsetky neparne Cisla, ktoré st rozdielom dvoch prvocisel, aj ked nie
po sebe iducimi, su to Cisla o dva mensie ako neparne prvocisla, teda ¢isla 1, 5, 9, 11, 15, ... a takych
Cisel je nekonecne vela.
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eV roku 1967 urobil Lubomir Zelezny zaujimavé zistenie, pokus s prvoéislami (nie je matematik, ale
zaoberal sa prvocislami).

Zostavil prvocisla do suctu (alebo rozdielu) dvoch sucinov z a+ b alebo a—b. Kazdé prvocislo je
obsiahnuté bud'v sucine a alebo v sucine b.

UvazZujeme nasledujuce dva priklady.

priklad: 1+2.3=7 priklad: 2+3.5=17

2+3=5 3.5-2=13
2.3-1=5 1+2.3.5=31
3-2=1

Tieto poznatky mézeme vyjadrit vetou: ak uvazujeme vsetky prvocisla od 1 do p a zostavime tieto
prvocisla do suctu alebo rozdielu dvoch sucinov a + b, potom vysledok v=azb je prvocislo, ked

V< (p')2 , kde p je najmensie prvocislo nevyskytujuce sav aib.
Ak V> (p)?, potom v je bud prvoéislo alebo zlozené &slo.

e Zovseobecnenie Pytagorovej a Fermatovej vety. Pytagorov vyraz X* + y2 =7 aFermatov vyraz

(rovnica) x" + y" n = 2" ma niekolko réznorodych zovseobecneni. Vyjmeme z vyrazu X%+ y2 =7°
najvacsieho spolocného delitela, Zostava vyraz, ked' sucet dvoch nesudelitelnych cisel je taky, ze
vysledok je Cislo nesudelitelné s x, y.
Uvddzame priklad zovseobecnenia Fermatovej vety (xy)" + (xz)" + (yz)" = u". Naslo sa riesSenie tychto
rovnic pre 9 a 91 premennych.

e Pri hladani prvotisel su déleZité Mersennove ¢&isla, su to &islatvaru M =2" -1, kden=1,2,3, ..
zaujimavé su z dvoch dovodov. Prvy z nich je ten, Ze najvacsie zname prvocisla patria medzi Cisla
Mersennove a druhy je ten, Ze pomocou Mersennovych Cisel moéZzeme najst pdrne dokonalé cisla.
Prirodzené Cislo nsa nazyva dokonalé Cislo, ak sa rovnd suctu vsetkych svojich prirodzenych
delitelov mensich nez n.

Prikladom dokonalého ¢isla je Cislo6=1+2 + 3.

Ak skimame prvocisla, bolo zistenych mnoho zdvainych tvrdeni ale dékazy k nim boli najdené az

neskor. Casto viedla tato cesta k vysloveniu hypotéz, ktoré sa potom ukazali nespravnymi. Pozname

rézne hypotézy o prvocislach preverené v mnohych zvlastnych pripadoch, u ktorych ale nevieme, ¢i su
pravdivé alebo nepravdivé. Problematika prvocisel je velmi zaujimava, avsak v literatlre spracovana
len atrzkovite.

Tabulka Mersennove ¢isla — prehlad

# (p M, Cifryv M, | Datum Objavitel’
objavu

1 |2 3 1 500 pred n. |. | stari Gréci

2 |3 7 1 500 pred n. |. | stari Gréci

3 |5 31 2 275 pred n. |. | stari Gréci

4 |7 127 3 275 pred n. |. | stari Gréci

5 |13 8191 4 1456 anonym
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# |p M, Cifryv M, | Datum Objavitel’
objavu

6 |17 131071 6 1588 Cataldi

7 |19 524287 6 1588 Cataldi

8 |31 2147483647 10 1772 Euler

9 |61 2305843009213693951 | 19 1883 Ivan Pervusin

10 | 89 618970019...449562111 | 27 1911 Powers

11 | 107 162259276...010288127 | 33 1914 Powers

12 | 127 170141183...884105727 | 39 1876 Lucas

13 | 521 686479766...115057151 | 157 30. janudr | Robinson pomocou
1952 SWAC

14 | 607 531137992...031728127 | 183 30. januar | Robinson
1952

15 | 1279 104079321...168729087 | 386 25.jlin 1952 Robinson

16 | 2 203 147597991...697771007 | 664 7. oktober | Robinson
1952

17 | 2281 446087557...132836351 | 687 9. oktober | Robinson
1952

18 | 3217 259117086...909315071 | 969 8. september | Riesel pomocou BESK
1957

19 | 4 253 190797007...350484991 | 1 281 3. november | Hurwitz using IBM 7090
1961

20 | 4423 285542542...608580607 | 1 332 3. november | Hurwitz
1961

21| 9689 478220278...225754111 | 2 917 11. m3aj 1963 | Gillies using ILLIACII

22 |1 9941 346088282...789463551 | 2 993 16. m3aj 1963 | Gillies

23 | 11213 281411201...696392191 | 3376 2.jun 1963 Gillies

24 | 19937 431542479...968041471 | 6 002 4. marec 1971 | Tuckerman using IBM

360/91

25| 21701 448679166...511882751 | 6 533 30. oktéber | Noll & Nickel pomocou
1978 CDC Cyber 174

26 | 23209 402874115...779264511 | 6 987 9. februar | Noll
1979

27 | 44 497 854509824...011228671 | 13 395 8. april 1979 | Nelson & Slowinski

28 | 86243 536927995...433438207 | 25 962 25. Slowinski
september
1982
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# | p M, Cifryv M, | Datum Objavitel’
objavu

29 [ 110503 521928313...465515007 | 33 265 28. janudr | Colquitt & Welsh
1988

30 | 132 049 512740276...730061311 | 39 751 19. Slowinski
september
1983

31216091 746093103...815528447 | 65 050 1. september | Slowinski
1985

32 | 756 839 174135906...544677887 | 227 832 19. februar | Slowinski & Gage na
1992 Harwell Lab Cray-2

33 | 859433 129498125...500142591 | 258 716 4, januar | Slowinski & Gage
1994

34 | 1257787 | 412245773...089366527 | 378 632 3. september | Slowinski & Gage
1996

35]1398269 | 814717564...451315711 | 420921 13. november | GIMPS/Joel Armengaud
1996

36 | 2976221 | 623340076...729201151 | 895 932 24, august | GIMPS/Gordon Spence
1997

37 (3021377 | 127411683...024694271 | 909 526 27. januar | GIMPS/Roland Clarkson
1998

38 | 6972593 | 437075744...924193791 | 2098 960 | 1.jun 1999 GIMPS/Nayan

Hajratwala

39 | 13466917 | 924947738...256259071 | 4 053 946 | 14. november | GIMPS/Michael
2001 Cameron

40 | 20996 011 | 125976895...855682047 | 6320430 | 17. november | GIMPS/Michael Shafer
2003

41 | 24 036 583 | 299410429...733969407 | 7 235733 | 15. m4j 2004 | GIMPS/Josh Findley

42 | 25964 951 | 122164630...577077247 | 7 816 230 18. februdr | GIMPS/Martin Nowak
2005

43 | 30402 457 | 315416475...652943871 | 9152 052 | 15. december | GIMPS/Curtis Cooper &
2005 Steven Boone

44 | 32 582 657 | 124575026...053967871 | 9 808 358 | 4. september | GIMPS/Curtis Cooper &
2006 Steven Boone

45 | 37 156 667 | 202254406...308220927 | 11 185 272 | 6. september | GIMPS/Hans-Michael
2008 Elvenich

46 | 42 643 801 | 169873516...562314751 | 12 837 064 | 12. april 2009 | GIMPS/Odd M.

Strindmo

47 | 43112609 | 316470269...697152511 | 12978 189 | 23. august | GIMPS/Edson Smith

2008
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# | p M, Cifryv M, | Datum Objavitel’
objavu

48 | 57 885161 | 581887266...724285951 | 17 425170 | 25. januar | GIMPS/Curtis Cooper
2013

49 22338618 | 17. GIMPS/Curtis Cooper
september
2015

Zdroj: http://www.mersenne.org/primes/

7 Zaver

S prvocislami sa stretdvame v elementarnej aritmetike, ale aj v dalSich matematickych disciplinach,
pokial sa jedna o prvocisla bolo objavenych mnoho zavaznych tvrdeni, ktorych dékazy boli urobené
neskor. Casto bola vyslovena veta o prvocislach, preverena v mnohych zvlaétnych pripadoch, o ktorych
nevieme, Ci su pravdivé alebo nie. Téma prvocisel je velmi zaujimava a niektori matematici vravia o nej
ako o téme krélovskej.

Matematik Courtis Cooper objavil 48. Mersennove Ccislo, ktoré ma 17 miliénov Cisel (zdroj:
mersenne.org., 7. 2. 2013).
K napisaniu tohto &lanku nas viedla informécia z januara roku 2016, Ze Mersennove &islo M, =2" —1

sa podarilo vygenerovat opat matematikovi Cooperovi Courtisovi a ma viac ako 22 miliénov &islic. Prvy
oznam vsak o0 49. Mersennovom Ccisle bol zverejneny v septembri v roku 2015. Vyznam tychto Cisel je
znamy v oblasti kryptografie a kddovania udajov.

Literatura

[1] SALAT, T. a kol.: Algebra a teoretickd aritmetika 2. Bratislava : Alfa, 1986.
[2] SALAT, T. a kol.: Mald encyklopédia matematiky. Bratislava : Obzor, 1981.
[3] ZNAM, S.: Tedria &isel. Bratislava : Alfa, 1977.

[4] ZELEZNY, L.: O prvoéiselnych aritmetickych posloupnostech. Rozhledy, 1977, €. 6.

55



	Čo vieme o prvočíslach?
	What Do We Know about Prime Numbers?
	1 Úvod
	2 Z histórie teórie čísel
	3 Cifry zápisu prvočísel
	4 Prvočíselní delitelia prirodzených čísel
	5 Rozklad prirodzeného čísla na prvočinitele
	6 Čo vieme o prvočíslach
	7 Záver
	Literatúra



