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Abstract: The Irrational number Golden ratio is an important mathematical constant. It can be found
and it is used in various areas. Until recently the use of Golden ratio has been limited mainly to areas
of art and architecture. Today a use has also been found in economics, especially in numerical
optimization. This article describes the principle of finding a minimum of unimodal function using

Golden ratio.
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1 Uvod

Jednou 1z najdolezitejSich myslienok v ekondmii je nepochybne myslienka optimalizacie.
Vo vieobecnosti mozno povedat, Ze takmer kazda ¢innost ¢loveka je ovplyvnena snahou urobit ju ¢o

najvyhodnejsie, najefektivnejsie. Snazime sa cestovat ¢o najkratSou cestou, kupit ¢o najlepsi vyrobok

evve

svvs

surovinovych zdrojov, pracovného ¢asu a pod. Rézne cinnosti a procesy uskutocnované clovekom
mozeme popisat funkciou, ktord v ekondmii nazyvame Ucelova funkcia . Optimalizaénym procesom
potom nazyvame hladanie najmensej, respektive najvacsej hodnoty ucelovej funkcie. Je potrebné
najst taki hodnotu nezavisle premennej (premennych), pri ktorej dany trhovy subjekt maximalizuje
¢i minimalizuje svoju ucelovu funkciu.

Z matematického hladiska ide pri rieSeni optimalizacnych problémov o hladanie lokalnych
extrémov — lokdlneho minima, resp. lokdlneho maxima funkcie. V matematicky opisatelnych
problémoch je jedno, ¢i hladdme minimum danej ucelovej funkcie alebo jej maximum. Staci
si uvedomit, Ze max(f(x)) = —min(—f(x)). Preto dalej budeme hovorit len o minimalizacii

funkcie.
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2 Zlaty rez

Zlaty rez (zlaté ¢islo) je pojem, ktory je Sirokej verejnosti malo znamy, neporovnatelne menej
znamy ako napr. Ludolfovo Cislo. Na strednych Skoldch sa Ziaci so zlatym rezom stretnd iba
vynimoéne, nie je zaradeny do $tatnych vzdeldvacich programov strednych $kol. Cast $tudentov
sa s tymto pojmom zozndmi na vysokej $kole. Zial, va¢sina vysokoskoldkov nikdy. Napriek tomu,
Ze zlaty rez je pre podstatnu Cast populacie neznamy, nase oko je naf zvyknuté a pomer zlatého rezu
vnimame prirodzene. Geometrické tvary odvodené od tohto Cisla sa povazuju za esteticky velmi
pritazlivé. Mnohé geometrické proporcie v prirode si odvodené prave od tohto éisla, jeho vyskyt
je skutocne velky — na rastlindch, schrankach makkysov, v krystalickych struktdrach latok, ba

dokonca i na fudskom tele.

Pravdepodobne sa zlaty rez prvykrat vyskytol v Euklidovych spisoch v dlohe o Usecke. Existuju
indicie, ze ddvne civilizacie poznali niektoré oblasti vyskytu zlatého rezu, dokonca ho aj vedome
vyuzivali, prikladom mézu byt stavby pyramid alebo tvorba antického sochara Feidia. S urcitostou
vieme povedat, Ze zlaty rez pri svojej tvorbe vyuzivali majstri z obdobia renesancie. Znamy obraz
Leonarda da Vinci Posledna vecera je taky pdsobivy prdve preto, Ze autor pri jeho malovani uplatnil
zlaty rez. | Raffaelova Sixtinska madona méze byt vtesnana do pomerov zlatého rezu.

Sucasnost objavuje nové oblasti vyskyty zlatého rezu — okrem bioldgie to je chémia, fyzika, ale
aj tedria hudby a dalsie. Ako priklad uvedieme, Ze zlaty rez sa uplatiuje v Struktire molekuly DNA
nasho genetického programu, ale tiez vedci analyzami sonat W. A. Mozarta zistili, Ze skoro vSetky su
rozdelené na dve Casti, presne podla zlatého rezu. Prva sekcia je vyvoj a prezentdcia motivu a druh3,

dlhsia, je pohlad do motivu z iného uhla.

Objavuju sa stale nové mozZnosti vyuzitia zlatého rezu — pri sadzbe knih, vo fotografii, tvorbe
reklamnych tlaciv, v internetovej grafike. Svoje uplatnenie nasiel aj v ekondmii - pri numerickom
rieSeni optimaliza¢nych uloh, konkrétne pri hladani minima unimoddlnej funkcie.

Iraciondlne (Cislo zlaty rez, ozn. ¢, skonsStruujeme ako pomer dvoch casti Usecky AB,  ktora
je rozdelend bodom C tak, aby platilo, e pomer dizky celej use¢ky |AB| = a ku jej dihdej Easti

|AC| = x je rovnaky ako pomer dlhsej ¢asti |AC| = x ku krat3ej|CB| = a — x. Teda plati:

a X
ey T«
Odtial
x+a—x X
X =a—x
1 ! =
+¢—¢

Po dalSej Uprave rieSime rovnicu
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p:—p—1=0.
Rovnici vyhovuje jeden kladny koren — zlaty rez
Q= ! +2\/§ = 1,618.
Zlaty rez ¢ = 1,618 moZeme vyjadrit ako zlaty pomer
@ =1,618 = 0618

3 Jednorozmerna numericka optimalizacia

Optimalizaéné metédy sa v literatire delia na jednorozmerné aviacrozmerné, ato podla funkcie,
ktorej extrém hladdme. Ak mad ucelova funkcia iba jeden parameter, a teda je funkciou jednej
premennej, hovorime o jednorozmernych optimalizacnych metédach. Ak je ucelova funkcia funkciou

viac premennych, hovorime o viacrozmernej optimalizacii.

Jednorozmerné optimalizacné algoritmy, ktorymi sa budeme zaoberat, sa dalej delia podla toho,
¢i v algoritme pouzivame derivaciu funkcie alebo nie, a to na metédy bez vyuzitia derivdcii, tzv.

priame metddy a metddy s vyuzitim derivacie funkcie.

Medzi priame metddy jednorozmernej optimalizacie patri:
e metdda dichotdmie alebo metdda poloviéného delenia intervalu,
e metdda vyuZivajica rovhomerné rozdelenie bodov na intervale {a, b),
e metdda vyuZivajuca Fibonacciho Cisla

e metdda zlatého rezu.

Vsetky uvedené metddy vyZaduju, aby funkcia f(x) bola na intervale {(a, b) unimodalna, t.j. aby
mala na tomto intervale jedno lokdlne minimum, nalavo od ktorého je funkcia klesajuca

a hapravo rastuca.

V strucnosti popiSeme princip priamych numerickych optimalizacnych algoritmov pre jednorozmerny
pripad . Uviedli sme, Ze ani jedna z priamych jednorozmernych metéd nevyuZiva derivaciu Ucelovej
funkcie. ZaloZené su na vybere deliacich bodov intervalu. V nich sa ur¢ia hodnoty ucelovej funkcie
a nasledne sa zUZi interval {a, b) napr. na interval {(a,x, ), vktorom sa minimum nachadza, resp.
sa vypusti interval v ktorom sa minimum nemdZe nachadzat. Vsetky uvedené metddy sa liSia len
v spdsobe, akym vkladdme do intervalu (a, b) deliace body. Pri metéde dichotémie vkladdme dva

deliace body x;, x5 .

K dispozicii tak mame okrem hodnét f(a), f(b) dalSie dve funkéné hodnoty f(x;), f(x3).

Povodny interval {a, b) sme rozdelili na tri mensie intervaly {a,x; ), {x;, x3 ),{ x5 ,b). SvyuZitim
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predpokladu unimodalnosti funkcie vieme s urcitostou povedat, vktorom ztychto intervalov
sa minimum nachadzat nemézZe. Zuzili sme teda povodny interval (a, b) napr. na (a,x, ). Stred
X tohto nového intervalu je aproximacia bodu minima x,,;,. Pre presnost odhadu je dolezZité
umiestnenie bodov X1, X . Od ich polohy zavisi, aky velky interval odstranime a akej chyby
sa dopustime. Pre odhad chyby plati:

b—a
Y

|xs _xminl <

Najlepsie umiestnenie bodov nie je mozné urcit, no napriek tomu je mozné zvolit body velmi dobre.
Rozhodujucou je dizka intervalu, ktory odstranime. Je mozné odstranit aZ polovicu intervalu, a preto
hovorime o metéde dichotdmie alebo o metdde poloviéného delenia intervalu. Pri dalSej uvedenej
metdde sa medzi krajné body intervalu (a, b) rovnhomerne vlozZi n deliacich bodov, ¢im sa interval
rozdeli na n + 1 mensich intervalov. Pri metdde vyuzivajucej Fibonacciho ¢isla sa pocet deliacich
bodov intervalu {(a, b) zhoduje s ¢islami Fibonacciho postupnosti. Tato metdda ma nevyhodu, ktorou
je fakt, Zze ak nahodou ziskame moznost pridat aj dalSie body, tak predchadzajtce delenie a prislusné
vypocty nedokazeme vyuzit a delenie intervalu (a, b) sa musi Gplne zmenit.

Pre konkrétne dany problém v praxi je vidy potrebné vybrat vhodnd metédu. Metddy, ktoré

su pre urcity typ uloh mimoriadne efektivne, m6zu pri inych typoch Gloh zlyhavat.

3 Metoda zlatého rezu

Zakladnou myslienkou metddy zlatého rezu je postupny vyber bodov, prisposobujuci sa aktudlnej
situdcii, a vyuzitie predtym pouzitych bodov pri dalSom rozhodovani. Pri postupnom vkladani bodov
sa utvara systém do seba zapadajucich intervalov I; = (a;, b;), plati teda (a,b) D (a;, by) D
(a,, by)...d(a,, by), i€ {1,2,..n}. Pritom sa zaroven zachovava podobnost intervalov I; v pomere
zlatého rezu —to znamena, e pomer dizky celej tse¢ky ku dlhiej ¢asti je rovny pomeru dlhiej ¢asti
usecky ku kratsej casti.

PopiSeme teraz postup vkladania deliacich bodov.

Do intervalu vloZime dva body u,, v, ktoré rozdelia interval na tri ¢asti. Pre body u,, v, plati:
uy=a+@—-r)b—a) vy=b—>0A-7r)(b—a).

Hodnota r = 0,618, CiZe je to hodnota pomeru zlatého rezu, odtial je aj nadzov tejto metddy.

Nasledne vypocitame hodnoty f( u;), f(v; ). Vdaka predpokladu unimodalnosti funkcie

vieme, Ze f( uy), f( vy ) st mensie ako max(f (a), f (b)). Nastat moze jedna z moZnosti:

e akplati f( uy) < f(vy1), potom sa minimum nachadza v ziZzenom intervale {(a, v, )
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e akplati f( uy) > f(v;), potom sa minimum nachadza v ziZzenom intervale ( uq, b).

Dal$i postup je zrejmy — do uUvahy berieme zuZzeny interval {(a;, b;)(ktorym je vzmysle
predchadzajucich oznadeni interval {(a, v; ), resp.{uy,b) ) a vlozime dori deliace body u,, v,,
rovnakym spbésobom ako v predchddzajicom kroku. Vypocitame hodnoty f( u,), f(v,),

interval opat ziZime a oznacime (a,, b,).

Origin:
T
First iteration:
3

Obr. 1 Princip delenia intervalu pri metdde zlatého rezu

Ako vypocet postupuje, interval {(a;, b;)sa neustdle zmensuje. Presni hodnotu bodu minima x,,,;,,

aproximujeme stredom intervalu, ktory sme ziskali poslednym delenim.
Pre odchylku vypoctu € plati:

hn

— =<5
2

kde h,, je Sirka intervalu po poslednom deleni. Z uvedeného vztahu vieme urcit pocet krokov, ktoré je

nutné urobit pre dosiahnutie vopred danej presnosti.
Oznaéme h Sirku pévodného intervalu {(a, b). Po kazdej iteracii sa Sirka intervalu zmeni r — ndsobne.
h=1|b—a|

hy =1by —ay| =7|b —aql

hy = |by —ay| =7r"b —al

Vyraz r™|b — a| dosadime do vztahu
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r™|b — a
——=<
2

a po Uprave dostaneme

In—2&
|b — a

Inr

Minimalny pocet krokov, potrebnych pre dosiahnutie vopred stanovenej presnosti &, je n, tento

pocet vypocitame z posledného vztahu.

Na zaver uvedenou metddou vyrieSime priklad :

Metddou zlatého rezu ndjdite minimum funkcie f(x) = e* — 4x + 2 na intervale (0,2). Pozadovana

presnost je e = 0,01.

Riesenie:
Zo vztahu
In 2¢€

> |b —al
Inr

vypocitame, Ze na dosiahnutie poZzadovanej presnosti potrebujeme desat iterdcii.

1. krok

Ndjdeme body u,,v; pouzitim vztahov u; =a+ (1 —r)(b—a),v; =b— (1 —-1r)(b —a)

a vypocitame v nich funkéné hodnoty

u; =0,763932  f(w) = 1,090972

v, = 1,236068 f (vy) = 0,497781

Pretoze f (uy) > f (vy), z4Zime interval {(a, b) = (0,2) na (a4, by) = (uq, b) =(0,763932 ,2).

2. krok
Ndjdeme body u,, v, zintervalu{a,;, b;)a vypocitame v nich funkéné hodnoty.

V druhom kroku uz mame bod u, = 1,236068 (je to vlastne bod wv;z 1. kroku) dopocitame

v, =1, 527864 a vypocitame f (uy), f (v,).
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f (uy) = 0,497781
f (v,) = 0,496867

Pretoze f(u,) > f(v,), zuZime interval (a;, b;) =(0,763932,2) na interval (a,, by) =
(uy,b) =(1,236068 ,2).

V 10. kroku interval zUzime na (a,y, bio) = (1,373835,1,390097). Stred intervalu {(a;q, byp)
xs= 1, 381966 aproximuje bod minima x,,;, . Hodnota funkcie vo vypolitanom bode
xg= 1, 381966 je 0,454860. Skutocné minimum dosahuje funkcia vbode  x,,;; =1In4 ajeho
hodnota je 6 — 8In2 = 0,454823.

4 Zaver

Vyucovanie tedrie zlatého Cisla, ktoré bolo v minulosti oznacdované aj ako "bozské Cislo", ustupilo
v slcasnej dobe do Uzadia. Mnozstvo Struktur nasho sveta sa riadi zakonmi zlatého rezu a v mnohych
oblastiach vedomej ludskej ¢innosti ma uplatnenie. Preto tento Ustup nepovaZujeme za spravny
a mame za to, Ze zlaty rez by mal mat svoje miesto v osnovach matematiky strednych, resp.

uz aj zakladnych skél.
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