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Abstract. Curriculum of Mathematics for elementary school is open for inclusion of
combinatorics. Combinatory tasks need not necessarily appear only as athematic part of
Combinatorics unit. There are also options in other units for implementation of combinatorics
respecting the elements of task-solving processes formulated by the author.

Key words: mathematics, elementary school, combinatorics, task-solving elements

1. Uvod

Prispevok nadvdzuje na ¢lanok [3] publikovany v Acta Facultatis Paedagogicae
Universitatis Tyrnaviensis, Ser. C, 2002, no. 6.

Kvantitativna analyza pedagogického experimentu, zameraného na rozvijanie
kombinatorického myslenia u ziakov zdkladnej Skoly ukézala, Ze zarad’ovanie skupin
kombinatorickych tloh do vyucovania matematiky je efektivne. Je to vhodny prostriedok na
cielavedomé rozvijanie kombinatorickych schopnosti ziakov v edukacnom procese.

Naéslednd  kvalitativna analyza ziskanych poznatkov z Ziackych rieSeni
kombinatorickych uloh priniesla nové informécie a podnety pre integraciu elementov
kombinatoriky do matematickej edukécie na zdkladnej skole.

2. Kombinatorické ulohy v inych témach matematiky a elementy ich rieSenia

V ramci pedagogického experimentu boli vytvorené skupiny tloh pre 6. a 7. rocnik
zakladnej Skoly, aj pre 4. ro¢nik. Tieto subory obsahovali ulohy, ktorych cielom bolo
zamerne rozvijat u Ziakov schopnost’ rieit’ elementarne kombinatorické tilohy. Ulohy boli
navrhnuté a vytvorené vo forme skupin ku konkrétnym témam z udiva matematiky. Ulohy
boli formulované tak, aby sa mohli zaradit’ priamo do vyu€ovania, bez osobitné¢ho vykladu a
bez znalosti novych faktov a pojmov.

Kvalitativna analyza Zziackych rieSeni bola zakladom pre formulovanie elementov
rieSenia uloh z kombinatoriky, ktorym je, podl'a nasho nazoru, potrebné venovat’ pozornost’
pri priprave a rieSeni kombinatorickych tloh.

Element ¢.1: Analvyza textu a nadobudnutie vhl'adu do situécie Gilohy.

Element ¢.2: Vyber vhodnej metddy a stratégie rieSenia.

Element ¢.3: Vymenovanie vSetkvch konfiguracii.

Element ¢.4: Propedeutika pre pravidlo suéinu.

Element ¢.5: Propedeutika pre pravidlo suctu — umenie roztriedit’.
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Element ¢.6: Kedy st dva objekty ..rovnaké?

Element ¢.7: Grafické znazornenie.

Element ¢.8: Divergentné Gllohy — rozvoj divergentného myslenia.

Element ¢.9: Usporiadanie versus neusporiadanie.

Element ¢.10: Prvky v objektoch — najviac raz., prave raz, alebo aj viackrat?

Element ¢.11: Organizacia a systém.

Element ¢.12: Interpretacia vysledku.

Element ¢.13: Vytvorenie ulohy.

Uvedieme ukazky niekolkych vytvorenych tloh aro¢nik, v ktorom boli rieSené.
Prezentujeme tiez navrhy vhodnosti uloh aj pre iné¢ témy ako Kombinatorika a analyzu
vzhl'adom na elementy rieSenia uloh z kombinatoriky. Sledované javy dokumentujeme
ukazkami ziackych rieSeni.

2.1. Analyza textu a nadobudnutie vhI’adu do situacie ulohy

Sledovali sme, ¢i ziaci porozumeli textu tlohy, ¢i chapu hlavnia myslienku ulohy. Ak takato
situdcia nastala, mali by ju v rieSeni vediet’ zapisat’ pripadne graficky znazornit. Nadobudnut’
vhlad do situacie ulohy je nieco viac ako porozumiet’ textu ulohy. V§imali sme si, ¢i ziaci
dokladne rozumeli vSetkym objektom a znakom textu tlohy a tiez vztahom medzi objektami.

6. ro€nik, Delitel'nost’ prirodzenych cisel

Najdite vsetky navzdjom rozne Cislice X, Y tak, aby vzniknuté Stvorciferné cislo XYYX bolo
delitelné tromi a piatimi sucasne.

V niektorych rieSeniach ziaci nenadobudli dostatocny vhl'ad do situdcie, nakolko vytvarali aj
Stvorciferné Cisla, ktoré neboli delitelné tromi a piatimi stcasne, napr. 5335, 5225, 6336.
Alebo aj ¢isla, ktoré neboli Stvorciferné, napr. 0660. Podl'a ndsho ndzoru, niektori respondenti
v snahe vytvorit’ Co najviac konfiguracii (uplatnenie kombinatorického principu), ,,zabudli* na
podmienky v zadani ulohy.

6. ro¢nik, Trojuholnik, Obvody rovinnych utvarov

Dizky stran rovnoramenného trojuholnika sii vyjadrené celymi cislami. Jeho obvod je 21(24)
em. Urcte dlizky stran vsetkych rovnoramennych trojuholnikov, ktoré vyhovujii danym
podmienkam. Odovodnite svoj postup riesenia.

Ani jedno Ziacke rieSenie nebolo uplné. Po analyze sme zistili, Ze najblizsie k spravnemu boli
tri rieSenia, v ktorych chybala konfiguracia 7-7-7 resp. 8-8-8. To poukazuje na nedostatocny
vhlad do situédcie, v predstavach ziakov rovnostranny trojuholnik nie je rovnoramenny.
Naproti tomu respondenti spravne analyzovali text a zaregistrovali aj nevysloventi podmienku
v texte Ulohy — trojuholnikovli nerovnost’. NereSpektovali ju 4 zZiaci.

6. ro¢nik, Zlomky

Zcislic 0, 2, 5 (0, 3, 7) vytvorte vSetky zlomky, ktoré dokdzete. Zistite, ¢i su medzi
vytvorenymi zlomkami take, ktoré sa rovnaju. Ak ano, vytvorené zlomky roztried'te do skupin
podla velkosti.

Ziaci spravne analyzovali text a vytvarali zlomky. Niektori vSak nenadobudli dostatoény
vhlad do situacie ulohy a vytvarali aj zlomky s nulou v menovateli, ktoré nemaji zmysel. U
mnohych Ziakov absentovali zlomky s nulou v citateli.
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2.2. Vyber vhodnej metédy a stratégie rieSenia

Venovali sme pozornost’ tej Casti ziackeho rieSenia, kedy nastdva rozhodovaci proces o
spdsobe, akym bude ziak danu ulohu riesit. ZvySeni pozornost’ sme venovali tym rieSeniam,
v ktorych sa v jednej ulohe vyskytla viac ako jedna metdda resp. stratégia rieSenia. VSimali
sme si, pre ktoru sa riesitel’ rozhodol ako pre prvi a pre ktort az neskor.

6. ro€nik, Tedria grafov

Styri kamardtky boli na jednej diskotéke ( oznacme ich K, L, M, N), neprisli vSak spolu.
Znazornite graficky ( pomocou bodov a useciek) nasledujuce situdcie: a) kazda sa pozdravila
prave s jednou; b) kazda sa pozdravila prave s dvoma; c) kazda sa pozdravila prave s troma.
Ziaci vo svojom riedeni urobili grafické znazornenie danych situacii tak, ako to vyzadovalo
zadanie ulohy. Této rieSitel'ska stratégia vSak pre nich nebola dostatocne presved¢iva. ,,Citili
eSte potrebu doplnit’ svoje rieSenie vypisanim vSetkych moznosti prostrednictvom stromového
grafu. Napr.
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7. ro€nik, Kombinatorika

Milan navstivil cez prazdniny s rodicmi §tyri mestd na Slovensku: Cadcu, Michalovce, Brezno
a Komdrno. Najdite a napiste vsetky mozné poradia navstevy jednotlivych miest. Kolko je
roznych poradi?

Klasickd kombinatorickd tloha na vSetky mozné usporiadania dané¢ho poctu prvkov. U
siedmakov, ktori uz mali urcité kvantum poznatkov z kombinatoriky zo Siesteho roc¢nika,
bolo zaujimavé sledovat, aku rieSitel'sku stratégiu si zvolia. NajcastejSie pouzivanou
metddou, vo viac ako polovici rieSeni, bol stromovy graf. V polovici rieSeni sa vyskytlo
vypisovanie vSetkych usporiadanych konfigurdcii. V tretine rieSeni bolo pouzité
kombinatorické pravidlo suc¢inu. Napriek tomu, Zze metodu ,,stromovy graf* uréite nemozno
povazovat’ za prirodzeny postup v ziackom rieSeni, vacSina Ziakov ju pouzila. Podl'a nasSho
nazoru je tato metoda svojim grafickym spracovanim tak vyrazna, ze sa dobre zafixovala
v mysliach ziakov, a preto ju pouzivaju. Vyskytli sa aj také rieSenia, kde boli pouzité vSetky
tri spominané metddy, v réznom poradi.
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2.3. Vymenovanie vSetkych konfiguracii

Najjednoduchsia (zdanlivo) metéda na vyrieSenie kombinatorickej tllohy:

1. systematicky vymenovat a popisat vSetky navzajom rdézne konfiguracie vyhovujuce
podmienkam tlohy;

2. takto ziskané konfiguracie jednoducho spocitat’, t.j. oCislovat’ ich prirodzenymi Cislami od
1 do m.

Metoda je vhodna, ak je celkovy pocet konfiguracii maly. Je potrebné dosledne dodrziavat

dve zasady:

a) Boli vymenované vSetky konfiguracie?

b) Nebola vymenovana omylom niektora konfigurédcia viackrat?

Preto sa vyzaduje systematicky postup pri vypisovani vSetkych mozZnosti a potrebnd je

kontrola vypisanych konfiguracii, ¢i sa nevyskytuju rovnakeé.

Tato metdda je jednoznacne najcastejSie pouzivanou pri rieSeni kombinatorickych uloh na 1. a

2. stupni zékladnej Skoly. Predstavuje, podl'a naSho nézoru, najprirodzenejsiu cestu pre ziaka

v jeho zvycajne procesualnom pristupe k rieSeniu kombinatorickej ulohy.

Vymenovanie vsetkych konfiguracii sa v ziackych rieSeniach, az na niekolko vynimiek,

nedialo systematicky. Respondenti tieZ casto neskontrolovali, ¢i nie su niektoré moznosti

vypisané dvakrat. Prvok kontroly v ziackych rieSeniach obvykle absentuje.

2.4. Propedeutika pre pravidlo si¢tu — umenie roztriedit’

Ak je potrebné vykonat rozbor vsetkych moznosti, najCastejsie sa to deje na zéklade principu,
ktory sa nazyva pravidlo stctu. Jeho podstata spociva v tom, Ze vSetky konfiguracie sa najprv
roztriedia podla urcitého kritéria do navzajom disjunktnych podmnozin. Pre celkovy pocet
konfiguracii potom plati, ze je suctom poctov konfiguracii v jednotlivych disjunktnych
podmnozinach.

Pod propedeutikou pre pravidlo sictu rozumieme na Urovni zdkladnej Skoly schopnost
roztriedit’” prvky danej mnoziny do navzdjom disjunktnych podmnozin vzhl'adom na urcité
kritérium. Nemenej ddlezitou otazkou je tiez schopnost’ ndjst’ resp. stanovit’ kritérium pre
triedenie. Tieto komponenty sme si v§imali v ziackych rieseniach.

4. ro¢nik, Dichotomické triedenie

Na rodinnej oslave sa stretli bratranci a sesternice: Viera— Ziacka 3.rocnika — uci sa anglicky
jazyk, Karol— Ziak 8.rocnika — uci sa anglicky jazyk; Pavol- Ziak 5.rocnika — uci sa nemecky
jazyk; Lydia— Ziacka 4.rocnika — uci sa anglicky jazyk;, Marek— Ziak 9.rocnika — uci sa
nemecky jazyk; Richard— Ziak 3.rocnika — uci sa nemecky jazyk; Maria — Ziacka 7.rocnika —
uci sa anglicky jazyk; Silvia— Ziacka 8.rocnika — uci sa anglicky jazyk. Podla akych viastnosti
by sme mohli rozdelit tieto deti do dvoch skupin? Urcite je niekolko roznych vlastnosti. Skus
ich najst, zapisat a potom podla kazdej vlastnosti rozdel deti do dvoch skupin.

Prvym krokom k ,,umeniu roztriedit* je, podla nasho nédzoru, ovladanie dichotomického
triedenia. Tento typ sa vyskytoval v danej tlohe. Zadanie bolo stazené tym, Ze kritérium na
triedenie mal Ziak najst’ sdm a nasledne podl'a neho prvky roztriedit. Mézeme konstatovat’, ze
princip dichotomického triedenia je Ziakom zrozumitelny. Len v jedinom pripade respondent
neurobil ani jedno rozdelenie. Najviac najdenych kritérii bolo sedem, najCastejSie ziaci
vyslovili a pouzili dve kritéri.

6. ro¢nik, Uhol

Su dané velkosti uhlov: 23° 37° 49° 89°112° 90° 147°, 152° 176° (30°, 60° 75°,
112°,132°, 90°, 179° 1° 91°). Rozdelte ich do skupin tak, aby v jednej skupine boli uhly
ostre, v druhej pravé a v tretej skupine uhly tupé.
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Jednoducha tloha na trichotomické triedenie. Ziaci princip triedenia podla uréitej vlastnosti
do navzajom disjunktnych mnozin ovladaji bez problémov. Vicsina rieSeni bola bez chyb.

2.5. Kedy su dva objekty ,,rovnaké*“?

Pedagogické skusenosti ukazuju, Ze to, ¢o je ,,rovnaké™ v matematickom zmysle, nemusi byt
Castokrat chapané ako ,,rovnaké™ v beznom zivote (a naopak), a teda aj v mysleni ziaka. Pri
analyze ziackych rieSeni sme sustredili pozornost’ na to, ako sa tento problém prejavuje pri
rieSeni tiloh z kombinatoriky. Ci riesitel’ vyluGuje ,,rovnaké* konfigurdcie hned’ pri rieeni,
alebo sa tak deje az vo faze kontroly.

6. ro¢nik, Objem priestorovych ttvarov

Objem kvddra je 24(30) cm’. Velkosti jeho hran sa dajii vyjadrit celymi islami. Urcte ich.
Ndjdite vsetky moznosti.

Niektori ziaci uvadzali v rieSeni ako dva r6zne kvadre napr. kvadre s velkost'ami hran 15-2-1
a 1-2-15. Nespravne rozliSovali, kedy su dva geometrické objekty zhodné a kedy st rdzne.

6. ro¢nik, Siete telies

Siet’ kocky sa sklada zo Siestich zhodnych Stvorcov. Nakresli ¢o najviac roznych sieti kocky.
Daj pozor na to, aby to naozaj boli siete kocky (ak by si ktoriukolvek z nich vystrihol, musi sa
dat kocka do takejto siete ,, pekne zabalit'™).

V ziackych rieSeniach sa vyskytovali aj rovnaké siete, nakreslené v inej polohe (otoceni). To
poukazuje na nedostatky v priestorovej predstavivosti a v analyze situicie, kedy su dva
objekty rovnaké resp. rozne.

2.6. Grafické znazornenie

Ulohy z kombinatoriky patria, podl'a nasho nazoru, do tej kategérie matematickych tloh,
v ktorych grafické zndzornenie situacie zohrava vyznamnu tulohu v procese rieSenia.
V ziackych rieSeniach sme si v§imali, nakol’ko ziaci pouzivaju grafické znazornenie, v akej
faze rieSenia ho pouzivaji, ¢i je pre nich vychodiskovym bodom rieSenia, dopliiujicim
faktorom alebo len ilustraciou.

6. ro€nik, Tedria grafov

Medzi styrmi mestami K, L, M, N je potrebné urobit tri prepojenia telefonnymi kablami tak,
aby sa z kazdého mesta dalo telefonovat’ do vsetkych ostatnych ( ak sa da telefonovat’ z K do
L, z L do M, mozno telefonovat’ aj z K do M). Jedno z rieseni je na obrdzku. Najdite ostatné
moznosti a nakreslite ich.

O
r-q

Elementarna tuloha ztedrie grafov. Grafické znazornenie je tu vychodiskom a sucasne
vysledkom rieSenia. Polovica Ziakov postupovala pri rieSeni spravne, avsak nenasli vsetky
rieSenia. Vo Stvrtine rieSeni respondenti pouzili v grafe viac hran (Styri), ako urCovalo
zadanie.
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6. ro¢nik, Siete telies

Siet’ kocky sa sklada zo Siestich rovnakych stvorcov. Nakresli ¢o najviac roznych sieti kocky.
Daj pozor na to, aby to naozaj boli siete kocky ( ak by si ktorukolvek z nich vystrihol, musi sa
dat kocka do takejto siete ,, pekne zabalit“).

Uloha spajajuca v sebe elementy geometrie (priestorova predstavivost) a tiez kombinatoriky.
Grafické zndzornenie bolo aj tu vychodiskom a sti¢asne vysledkom rieSenia. NajCastejSie sa
vyskytovali siete, ktoré mali Styri Stvorce v pase, velmi zriedkavo siete s tromi S$tvorcami
v pase. Ani jeden Ziak nenaSiel vSetky rieSenia, najvyssi pocet réznych najdenych sieti bol
sedem. Takmer polovica respondentov uviedla aj také vyobrazenia, ktoré neboli sietami
kocky.

6. ro¢nik, Tedria grafov

Styria byvali spoluziaci (oznacme ich A, B, C, D) sa dohodli, Ze si budii dopisovat. Zndzornite
graficky (pomocou bodov a useciek) nasledujiice situacie: a) kazdy si pisal prave s jednym, b)
kazdy si pisal prave s dvoma, c) kazdy si pisal prave s troma.

Uloha, v ktorej sa grafickd matematizacia realnej situdcie spaja s aplikaciou elementov
z tedrie grafov. Takmer polovica ziakov nakreslila spravne grafické znazornenie, a teda
zvladla rieSenie tejto tlohy. NajlepSie graficky znazornili Ziaci situdciu po a) 15-ti z 19,
nasledne situdciu po b) 10-ti z 19 a nakoniec situaciu po c) 9-ti z 19. Vyskytli sa vSak aj
rieSenia, kedy ziak nespravne matematizoval realnu situaciu a zvolil neadekvatne grafické
znazornenie, napr.
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2.7. Divergentné tlohy — rozvoj divergentného myslenia

Podla M. Cirjaka (2000) poznavacie procesy mozeme rozdelit na konvergentné a
divergentné. Pri konvergentnych myslienkovych procesoch sa z danych predpokladov
smeruje k jedinému spravnemu zéaveru. Divergentné myslienkové procesy su také, kde
myslenie je zamerané do Sirky, diverguje, t.j. produkuje rozlicné napady, alternativy,
hypotézy. Kazdé divergentné myslenie je tvorivé. Z hl'adiska psychickych procesov Ziaka
rieSenie divergentnych tloh vyzaduje:

e hladanie, skimanie, objavovanie, t.j. aktivnu poznavaciu ¢innost’;

e schopnost’ pretvarat’ osvojenu skiisenost’;

e vytvéranie novych stratégii a metdd riesenia;

e invenciu subjektu, uplatnenie tvorivych myslienkovych schopnosti.

Vzhl'adom na uvedené skutoCnosti sme do pracovnych listov zaradili aj také tulohy
z kombinatoriky, ktoré mali divergentny charakter. Pri ich analyze sme pozorovali, ako ziaci
pristupuju k ich rieSeniu a aké vysledky dosahuju.
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6. rocnik, Obsah rovinnych utvarov

Chceme vysadit kvetinovy zahon s vimerou 90 m’ (resp. 100 m’). Ty si zéhradny architekt a
mas navrhnut jeho tvar. Skus nacrtnut, ako by mohol kvetinovy zahon vyzerat, nezabudni na
jeho vymeru. Do obrazka vpis rozmery. Vymysli ¢o najviac vhodnych navrhov.

Geometrickd divergentna uloha s elementami kombinatoriky. Podl'a nasho nazoru, je mozné
zaradit’ ju do kategorie Uloh na tvorivost’ tretieho stupnia, typ RP — OP — OP (uzavreté zadanie
tilohy — otvoreny proces — otvoreny produkt). Pri rieseni je potrebné skibit’ teoretické
vedomosti o obsahoch rovinnych utvarov, rovinnu predstavivost, divergentné a
kombinatorické myslenie. Ziacke rieSenia ukazali, Ze vo viSine pripadov spojenie vysie
spominanych faktorov urCite nastalo. Znazorneny bol velky pocet roznorodych rovinnych
Gtvarov. Okrem tradiénych obdiznikov sréznymi rozmermi sa &asto vyskytovali
rovnoramenné trojuholniky, lichobezniky a rovnobezniky. Dalej to boli zlozené utvary
z obdiZnikov, $tvorcov, trojuholnikov a osobitne také, ktoré boli uréite inSpirované sietami
kocky. V jednom rieSeni sa objavil pravidelny osemuholnik.
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6. roénik, Desatinné ¢isla

Mame k dispozicii tri desatinné cisla: 2,34, 5,7; 13,56 (3,14, 8,5, 12,37) a Styri znamienka:
+, -, ., o . Wytvorte rozne ulohy, v ktorych pouzijete dané desatinné cCisla a dané znamienka
(kazdé cislo a kazdé znamienko mozete v jednej uilohe pouzit najviac raz). Vypocitajte.

Opit’ divergentna tloha s kombinatorickymi prvkami. Ziaci vytvarali zadania z dvoch aj troch
¢isel. Len v jedinom rieSeni sa vyskytlo zadania, ktoré zacinalo zapornym ¢islom.
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7. rocnik, Vyrazy

Mozes pouzit jednocleny: -9a, 6b, -3 (-8%, 4y, -2), dvojcleny: 18b — 12a, -15a + 9 (16y — 12X,
-24X + 6), symboly: +, -, ., :, (). Vytvor z nich ¢o najviac réznych vyrazov. Ak vies, uprav ich
(napr. scitaj, odcitaj, vyndsob, vydel, vynimaj pred zatvorku).

Opét divergentna tloha kombinatorického charakteru, ktord overuje vys$si stupen tvorivosti
ziakov - vytvaranie tlohy. Casto sa vyskytlo nerespektovanie dvojélena pri jeho vstupe do
vyrazu a nereSpektovanie znamienka minus u jednoclena. V dvoch pripadoch sa objavila
snaha o systematické zostavovanie vyrazov. Napr.
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2.8. Usporiadané versus neusporiadané konfiguracie

V priebehu dlhoro¢nej pedagogickej praxe sme nadobudli skusenost, ze pre ziakov su
jednoduchsie tie ulohy, v ktorych je potrebné vytvarat usporiadané konfiguracie, ako tie,
v ktorych st konfigurdcie neusporiadané. Preto sme medzi elementy rieSenia uloh
z kombinatoriky zaradili aj tento element. Ci sa ndm poznatok z praxe potvrdi, to sme si
vSimali pri analyze ziackych rieSeni.

6. ro¢nik, Celé Cisla

Kolkymi sposobmi mozno nahrat' 4 body (5 bodov) s tromi Sipkami na tomto nezvyklom terci?
Kazda sipka musi skoncit' v niektorom vyseku (v jednom smie skoncit' aj viac Sipok) a vsetky
musia bodovat. Na poradi zasahov nezalezi.

Napriek tomu, ze v zadani bolo zdoraznené, Ze na poradi zasahov nezalezi, v dvoch tretinach
rieSeni sa vyskytli rovnaké moznosti, len s vymenenym poradim prvkov. Opét’ sa potvrdila
skutoCnost, Ze ziaci st v prvom rade ,,nastaveni* na vytvaranie usporiadanych konfigurécii.
Bolo by preto potrebné venovat zvySeni pozornost rieSeniu takych tuloh, v ktorych sa
vytvaraji neusporiadané konfiguracie.

6. ro¢nik, Objem priestorovych utvarov

Objem kvddra je 24(30) cm’. Velkosti jeho hrdn sa dajii vyjadrit celymi cislami. Urcte ich.
Ndjdite vsetky moznosti.

Pétina ziakov vo svojich rieSeniach nespravne vytvarala usporiadané konfiguracie namiesto
neusporiadanych. Teda kvadre s velkostami hran napr. 15-2-1 a 1-2-15 chapala ako dva
rozne.

6. ro¢nik, Delitel'nost’ prirodzenych ¢isel

Je dané cislo 407 (609). Zameiite poradie cislic tak, aby nové cislo bolo delitelné: a) dvoma,
b) piatimi.

Potvrdil sa nam opat’ predpoklad, ze vytvaranie usporiadanych konfiguracii nie je pre Ziakov
problematické. Viac ako polovica rieSeni bola spravna.

2.9. Prvky v objektoch — najviac raz, prave raz, alebo aj viackrat?

Opét zpedagogickej praxe mame skusenost, Ze pre ziakov i Studentov byva casto
komplikovanym problémom, kolkokrat sa jednotlivé prvky moézu, resp. musia zaclenit’ do
vytvaranych konfigurécii. Preto sa aj takyto element nachadza v nasej analyze. Ako sa s tymto
problémom vysporiadali respondenti pedagogického experimentu, to bolo predmetom analyzy
v tejto Casti.

6. ro¢nik, Numericia

Vytvorte vietky trojciferné cisla z cislic 1, 2, 7, 0 (3, 4, 8, 0).

Zadanie ulohy umoznovalo vytvarat’ ¢isla dvoma spdsobmi: 1. kazdé ¢islica sa vo vytvaranej
konfiguracii bude vyskytovat' najviac raz; 2. jednotlivé Ccislice sa vo vytvaranych
konfiguraciach moéZzu nachadzat’ l'ubovol'nekrat (najviac trikrat). 90% Ziakov vytvaralo ¢isla
bez opakovania Cislic, evidentne je tento spdsob pre ziakov, na zéklade ich predchadzajucich
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sktisenosti, prirodzenejsi. Len jediny respondent uvazoval nad tym, ze je mozné riesit’ ulohu
z dvoch pohladov. Pri rieSeni takto nejednoznaéne zadanej ulohy je, podl'a nasho nézoru,
vhodné upozornit’ ziakov na to, ze existuju aj takéto ulohy, kde zadania a nasledne rieSenia
nemusia byt jednozna¢né. Vtedy je dobré viest' rieSenie aj viacerymi smermi, ktoré ponuka
zadanie.

6. ro¢nik, Zlomky

Z cislic 0, 2, 5 (0, 3, 7) vytvorte vsetky zlomky, ktoré dokazete. Zistite, ¢i su medzi vytvorenymi
zlomkami také, ktoré sa rovnaju. Ak ano, vytvorené zlomky roztriedte do skupin podla
velkosti.

Len niekol’ki Ziaci pochopili zadanie tak, ze vo vytvaranych zlomkoch pouzili kazdu cislicu
najviac raz a Citatel' aj menovatel boli jednociferné c¢isla. VacSina vytvéarala zlomky aj
s dvojcifernym ¢itatelom resp. menovatel'om, niektori aj s opakovanim ¢&islic. Ziacke rieSenia
demonstrovali obdivuhodne tvorivy pristup v danej tlohe, prevysili nase o¢akavania. Takto
formulovana uloha by mohla byt’, podl'a naSho nazoru, vhodnym objektom na spristupnenie
daného elementu, objavujuceho sa v rieSeniach tloh z kombinatoriky.

7. ro€nik, Kombinatorika

Linda mala v skatulke cervené, zelené a Zlté cukriky — lentilky. Z kazdej farby boli viac ako
tri. Siahla do Skatulky a vybrala postupne tri kusy. Zapiste vietky mozné poradia, v akych
mohla tri lentilky vybrat zo Skatulky.

7. ro€nik, Kombinatorika

Na hodine matematiky odpovedali traja Ziaci: Ivana, Janko a Karol. Nikto z nich nedostal
horsiu znamku ako 3. Napiste vSetky mozné trojice znamok, ktoré Ziaci mohli dostat. Kolko je
takychto trojic?

Analyza rieSeni tychto uloh potvrdila naSe predpoklady, Ze v situacii, kedy sa maju vytvarat
konfiguracie s moznym opakovanim prvkov, Ziaci st pri nich ovela menej Uspesni ako
v pripadoch, kedy st vytvarané konfiguracie bez opakovania prvkov. Uspesnost’ klesa troj- az
Stvornasobne. Polovica respondentov si ani neuvedomila, Ze sa jednotlivé prvky
v konfiguracidch mozu vyskytovat aj viackrat.

2.10. Organizacia a systém

Tak ako v celej matematike, aj pri rieSeni kombinatorickych tuloh je dolezité najst
organizacny princip, prostrednictvom ktorého sa ndjde a usporiada dana mnozina. Najdenie
alebo nendjdenie organiza¢ného principu a vytvorenie si systému v rieSeni je, vo VacSine
pripadov, rozhodujtce pre uspesnost riesenia ulohy.

Ako sa ziakom darilo, resp. nedarilo objavit’ v jednotlivych tlohach organizaény princip, to
sme si v§imali pri analyze ich rieSeni.

6. ro¢nik, Numeracia

Vytvorte vsetky trojciferné cisla z cislic 1, 2, 7, 0 (3, 4, 8, 0).

Analyza ziackych rieSeni ukdzala, Ze nevytvorenie si systému v rieSeni bolo jednoznacne
pric¢inou toho, Ze respondenti neboli uspesni, t.j. nenasli vSetky hl'adané ¢isla.

6. rocnik, Celé ¢isla, Tedria grafov

Zacni kruhom celkom nalavo a postupuj len doprava po ciarach az do kruhu celkom napravo
a scitavaj pritom cisla a prazdne ovaly, cez ktoré ides. Kazdy oval ma hodnotu —13. Aka je
najmensia a najvdcsia hodnota, ktort mozno dostat? Kolko roznych ,,ciest si absolvoval?
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7. ro¢nik, Zlomky, Teoria grafov
Zacni kruhom celkom nalavo a postupuj len doprava po ciarach az do kruhu celkom napravo

a scitavaj pritom zlomky a prazdne ovaly, cez ktoré ides. Kazdy oval mad hodnotu —%. Aka je

najmensia a najvdcsia hodnota, ktort mozno dostat? Kolko roznych ,,ciest si absolvoval?

Dve podobné ulohy, ktora propedeuticky smeruju do tedrie grafov. To, Ze v 6. ro¢niku sa len
v jedinom pripade respondentovi podarilo uréit’ spravny pocet ciest a v 7. ro¢niku ziadnemu,
je dosledok absencie systematického postupu pri vytvarani ciest po hranach grafu.

2.11. Interpretacia vysledku

Zo skusenosti vieme, Ze ziak Casto vypocita matematicku ulohu, podciarkne vysledok, ale
nevie odpovedat’ na otazku, ¢o to vlastne vypocital.

Vsimali sme si, ako sa v Ziackych rieSeniach objavovala interpreticia vysledku. Snazili sme
sa analyzovat, ¢i pripadnd absencia interpreticie vysledku je spdsobend ziakovou
nepozornostou (pripadne ,,nepotrebou’ interpretovat’ vysledok), alebo je to nedostatok
vhl'adu do situécie, ¢o poukazuje na pritomnost’ formalizmu v matematickom poznani ziaka.

6. ro¢nik, Delitel'nost’ prirodzenych cisel

Je dané cislo 407 (609). Zameiite poradie cislic tak, aby nové cislo bolo delitelné: a) dvoma,
b) piatim.

Jedna zmala tuloh, v ktorych sa Ziaci neuspokojili len snéjdenim vsetkych vhodnych
moznosti, ale citili potrebu overit' si svoj vysledok. Tretina Ziakov vykonala aj kontrolu
vypisanych konfiguracii prostrednictvom delenia. To poukazuje aj na fakt, Ze poznatky o
delitelnosti prirodzenych cisel asi neboli dostatocne utvrdené, respondenti potrebovali
,,skuSku spravnosti.

6. ro€nik, Obvod rovinnych atvarov

Dizky stran rovnoramenného trojuholnika sii vyjadrené celymi cislami. Jeho obvod je 21 (24)
cm. Uréte dizky stran vietkych rovnoramennych trojuholnikov, ktoré vyhovujii danym
podmienkam. Odoévodnite svoj postup riesenia.

V tejto ulohe sme od Ziakov ziadali, aby odovodnili svoj postup rieSenia. Chceli sme zistit, i
dokézu spravne interpretovat’ vysledok. Snaha o zdévodnenie sa objavila vo viac ako polovici
rieSeni, 7 z 19 uviedli trojuholnikovi nerovnost’ ako vychodisko pre riesenie.
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6. rocnik, Obsah rovinnych utvarov

Chceme vysadit kvetinovy zdhon s vymerou 90 m’ (resp. 100 m’). Ty si zdhradny architekt a
mas navrhnut jeho tvar. Skus nacrtnut, ako by mohol kvetinovy zahon vyzerat, nezabudni na
jeho vymeru. Do obrazka vpis rozmery. Vymysli ¢o najviac vhodnych navrhov.

Dolezitym krokom v niektorych rieSeniach bola sebakontrola. Ak bol vytvoreny utvar
zlozitej$i, a teda jeho obsah nebol zrejmy na prvy pohl'ad, Ziaci robili kontrolu svojho navrhu
doslednym vypoctom obsahu daného tutvaru. Snazili sa teda o dosledni interpretaciu
vysledku.

2.12. Vytvorenie ulohy

V priebehu vyucovania matematiky sa Ziakovi, v drvivej vicSine pripadov, predkladajii na
rieSenie ulohy, ktoré vytvoril niekto iny a ziak ich mé vyriesit. Tato skuto¢nost’ mdze byt’ pre
neho zna¢ne demotivujuca. Len maélokedy ma Ziak moznost sdm vytvorit' ulohu. Proces
tvorby matematickej tlohy mu teda zostdva utajeny. Aspon cCiastocne sme sa pokusili
ponuknut’ Ziakom aj také podklady, aby sami zostavili jednoduché tlohy, pri tvorbe ktorych
by uplatnili kombinatoricky pristup.

M. Zelina (1990) na zéklade kombinacie moznosti podielu tvorivosti obsahu a potencionality
uloh, vzhl'adom na otvorenost’ a uzavretost procesov a ich vysledkov, vytvoril taxonémiu
tvorivych uloh v matematike. Definoval Styri stupne tvorivosti.

Ak v naSich pracovnych listoch zZiak vytvaral tlohu sam, ide teda o relativnu otvorenost’ pri
zadani ulohy, variabilitu pri pouzitych procesoch rieSenia a otvorenost’ vystupov, potom
takyto proces zodpoveda tvorivosti treticho alebo aj Stvrtého stupna tvorivosti. Takéto ulohy,
aj z kombinatoriky, by ziak mohol vo svojom matematickom vzdelavani stretntit’ a riesit” ich.
Ako sa respondentom darilo vytvarat’ tlohy, ukaze nasledujuca analyza.

6. ro¢nik, Celé ¢isla

Zapis a ak vies, tak vypocitaj, vsetky sucty, rozdiely, suciny a podiely z cisel -2 a 4 (-3 a 6).
Ulohy, s ktorymi sa Ziak obvykle vo vyuovani stretava, vytvoril niekto iny a na fiom zostava
ich rieSenie. V tejto netypickej tlohe k téme Celé cisla, ma Ziak sam vytvorit’ zadanie Ulohy, a
az potom ju vypocitat. NavySe sa tu uplatiuje kombinatoricky princip pri vytvarani
jednotlivych zadani uloh. Polovica ziakov vytvorila vSetky zadania, ale dopustili sa chyby vo
vypocte. Aj pri takejto pomerne jednoduchej ulohe sa ukazalo, Ze proces tvorby ulohy nie je
vSetkym Ziakom vlastny. Bolo by potrebné, podl'a naSho nazoru, zaradovat’ do vyucovania
matematiky aj takyto typ uloh, napriklad aj z kombinatoriky.

6. ro¢nik, Desatinné ¢isla

Mame k dispozicii tri desatinné cisla: 2,34, 5,7; 13,56 (3,14, 8,5; 12,37) a Styri znamienka:
+, -, ., - . Vytvorte rozne ulohy, v ktorych pouzijete dané desatinné cisla a dané znamienka
(kazdé cislo a kazdé znamienko moZete v jednej uilohe pouzit najviac raz). Vypocitajte.
Analyza rieseni ukézala, ze pri rieSeni ulohy tohto typu su medzi jednotlivymi Ziakmi vel'ké
rozdiely. Niektori vytvorili naozaj vel’ky pocet roznych zadani. Nasli sa vSak aj taki, pre
ktorych bolo problémom vytvorit’ aj pat réznych zadani. Ak by sa do vyucovania zaradili také
cvicenia, v ktorych je potrebné vytvarat’ zadanie tlohy, potom by bolo potrebné, podl'a nasho
nazoru, volit’ individualny pristup k jednotlivym ziakom.

7. ro¢nik, Zlomky

Su dané zlomky % a —%. Vytvorte vsetky sucty, rozdiely, suciny a podiely z tychto dvoch

zlomkov.
Takto formulovana tloha, kde Ziak ma vlastne sdm vytvorit’ zadanie pre vypocet, ukédzala sa
ako pomerne naro¢na. Len 3 z 20 rieSeni boli uplné a spravne. Takmer polovica rieSeni



Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser. C, 2006, no. 10, pp. 22-35 34

obsahovala vytvorenie zadania len vtom poradi zlomkov, ako boli uvedené. Ziaci si
neuvedomili, Ze je mozné vytvorit® sucet, rozdiel, su¢in a podiel aj zdmenou poradia. To
poukazuje, podl'a naSho nazoru na nedostatky v kombina¢nom mysleni.

3. Zaver

Ako tazka, ba priam neschodnd, javi sa nam cesta zaradit’ do prehustenych osnov
d’al$i tematicky celok s novymi pojmami a vztahmi. Zakonite vznikd otdzka, ¢o potom
vynechat, aby sme mohli ponuknut' nieco iné. Tento ,revolu¢ny“ sposob sa zvycajne
nestretdva s priaznivym ohlasom. Naopak, priklaname sa k ,,evolu¢nej* ceste prenikania
kombinatoriky do vyucovania matematiky na zakladnej Skole. K akejsi nenapadnej
Hinfiltracii® do vyu€ovacieho procesu.

Prezentované kombinatorické ulohy nevyzaduji takmer Zziadne zavedenie novych
pojmov a vztahov. Daji sa pouzit' pri jednotlivych témach matematického uciva bez
vysvetlovania ich zadania a poskytovania d’alsich instrukcii pre Ziakov. Ziaci by si mohli pri
ich rieSeni prirodzenou cestou osvojit  jednoduché postupy a propedeutiku metdd,
pouzivanych v kombinatorike (ale aj v tedrii grafov). Na mnohé znich by mohli prist
samostatne, pri niektorych by mozno bola potrebnd koordinacia réznych Ziackych postupov
zo strany ugitel'a. Ulohy st vhodné na samostatn(i alebo aj skupinova pracu. V zavislosti od
urovne triedy, niekde moze byt potrebné usmernenie zo strany ucitel’a. Nasa predstava je, ze
vytvorené tlohy by mohli byt do vyucovacieho procesu zarad’ované ako integralna sucast’ pri
tej-ktorej téme. Nemali by byt vnimané ako nie¢o neobvyklé, neStandardné, alebo dokonca
tazké. Predpoklada to, samozrejme, dobru pripravu zo strany ucitel’a po stranke odbornej a
hlavne metodicke;j.

Pedagogicky experiment, realizovany v prirodzenych podmienkach vyufovania
matematiky na zakladnej Skole ukazal, Ze prostrednictvom vhodne vytvorenych skupin uloh je
mozn¢é efektivne zaradit’ do vyu€ovacieho procesu elementarne kombinatorické ulohy. Takuto
»evoluénu” cestu zarad’ovania elementov modernej matematiky do vyu€ovania povaZujeme
za schodnejsiu, ako zacleniovat’ do prehustenych ucebnych osnov nové tematické celky.

Kombinatorické tlohy, vzhl'adom na nealgoritmicky charakter rieSenia mnohych z nich,
su tiez jednym z identifika¢nych néstrojov na vyhl'adavanie ziakov nadanych na matematiku
(podrl'a Pridavkovej, A. — Svedu, D., 1999).

Navrhnuty spdsob zarad’ovania elementov modernej matematiky do vyu€ovania na
zakladnej Skole urcite nie je jediny mozny. Je to len jedna z ciest, ktora by mohla prispiet’ k
zatraktivneniu matematiky a jej vyucby na zékladnej Skole. Je to tiez cesta, ktora by mozno
mohla viest’ aj k zvySovaniu matematickej gramotnosti nasich ziakov.
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