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Abstract: In the present paper, some properties for a unit distance preserving mapping
between Euclidean spaces with dimension one or between normed vector spaces are
discussed. In particular, mappings which preserve distances are considered.
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1. Uvod

Prvé dolezité vysledky, ktoré charakterizuju izometrie medzi dvomi readlnymi vektorovymi
priestormi, pochadzaju od S. Mazura a S. Ulama z roku 1932. Tito autori dokazali, ze kazda
izometria jedného normovaného redlneho vektorového priestoru na druhy je afinné
zobrazenie (vid’ [2], str. 44).

V tomto &lanku budeme $tudovat’ namiesto izometrii zobrazenia, ktoré spiiiaju dodatoéné
vlastnosti (DOPP), resp. (SDOPP). Ukazeme, Ze takéto zobrazenia nemaji d’aleko k tomu,
aby boli izometrie.

2. Izometrické zobrazenia

Nech Vje vektorovy priestor nad polom R redlnych Cisel a ¢:V — R je zobrazenie
spinajuce nasledujiice vlastnosti
1) VxeV: o(x)=0=>x=0
(i) VxeV,AeR: @o(Ax)=|1|.p(x)
(i) Vx,y,zeV: @(x+y) <o(x)+p(y)
Potom (V,¢)nazyvame redlny normovany vektorovy priestor. Obvykle namiesto ¢(x)
piSeme || x||a hovorime, Ze redlne Cislo || x||je norma prvku x eV . Vzdialenost d(x,y)
prvkov x,y eV je definovana vztahom d(x, y)=|x - y||.

Nech X,Y st dva normované redlne vektorové priestory. Zobrazenie f: X —Y (X naY)

definuje izometriu, ak pre 'ubovol'né dva prvky x,y e X plati
[ fG =S = llx=yll

Vzdialenost p>0sa nazyva kontraktivna (nezvacSujuca, resp. ohrani¢end zhora)
vzhladom na zobrazenie f:X —>VY, ak plati: |[[x—yl=p = || f()—-f(V)|<p.
Podobne, vzdialenost p sa nazyva extenzivna (nezmenSujuca, resp. ohrani¢ena zdola)
vzhladom na zobrazenie f, ak plati nerovnost || f(x)—f(y)||=p pre vSetky x,ye X pre
ktoré je || x—y||= p. Hovorime, Ze nezaporné Cislo p je konzervativnou (zachovavajucou sa)
vzdialenost'ou vzhl'adom na dané zobrazenie f prave vtedy, ked’ pre vSetky x,y e X plati

[x=yll=p = [f)=-fOWI=p
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t.j. pje sucCasne kontraktivna aj extenzivna vzdialenost. Ak f je izometrické zobrazenie,
potom kazda vzdialenost’ p >0 je konzervativna vzhl'adom na toto zobrazenie, a naopak. Na

tomto mieste si mozno polozit’ otazku: ,, Je zobrazenie zachovéavajice nejakt vzdialenost’ uz
izometria ? .

Vroku 1970 si A.D. Alexandrov polozil otizku, ¢i transformacia f:X —> X
zachovavajuca vzdialenost p>0 je izometria, ¢o je zname ako probléem Alexandrova.

V pripade, ked’ X je normovany vektorovy priestor, mozno bez ujmy na vseobecnosti polozit
p =1 (pozri [7]).

Skor ako Alexandrov, tento problém riesili F. S. Beckman a D. A. Quarles [1], pre pripad

kone¢no-rozmerného euklidovského priestoru X =R". Ich vysledok je uvedeny
v nasledujicej vete.

Veta 1. Nech k > 0je pevné redlne c¢islo a f:R" — R" (ne N\{1}) je zobrazenie, pre
ktoré plati

Ve, yeR": |x-yl=k = [ /(x)-f(V) =k
Potom fje zhodna (izometricka) transformdcia priestoru R", t.j. existuje ortogondlna matica
ar A q
O=| M O M
A S
a dalej redalna matica a=(a,,A ,a,), pricom pre vietky xeR" plati
f(x)=x0+a.

T4to veta neplati pre pripad R' (euklidovskej priamky), ako aj pre R” (kontrapriklady st
uvedené v [5], [6] ).

3. Zobrazenia zachovavajice jednotkovu vzdialenost’

Dva normované realne vektorové priestory X a ¥ st izometrické, ak existuje izometria X
na Y. Mazur aUlam dokazali, ze kazdd izometria f jedného normovaného reédlneho
vektorového priestoru na druhy je nutne afinné zobrazenie, t.j. zobrazenie x — f(x)— f(0) je

linearne.

Uvazujme nasledujice podmienky pre zobrazenie f: X — Y (vid [5], [8]).
(DOPP) Vx,yeX: [[x-yl=1 = [fx)-f(]=1
(SDOPP) Ve, yeX: [[x-yll=1 < [f(x)-f(]=1

Rassias a Semr] [8] pomocou definicie (SDOPP) — Strong Distance One Preserving
Property, dokazali nasledujticu vetu.

Veta 2. Dané su dva realne normované vektorove priestory X a Y, z ktorych aspor jeden
md dimenziu vicsiu ako jedna. Dalej nech f:X —Y je surjektivne zobrazenie spliajuce

(SDOPP). Potom fje injektivne zobrazenie, pre ktoré plati
Ve, ye X [ fG) =S II=llx=ylll<1 (1)
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Navyse, zobrazenie f zachovava vzdialenost n v oboch smeroch pre kazdé prirodzené cislo n,
tj. plati
Vx,yeX: [[x=yll=n < [[f)-fOWI=n.

Predpoklad, Ze jeden z danych priestorov X a ¥ ma dimenziu vicsiu ako jedna nemozno
vynechat’. Dokazom toho je, ak budeme uvazovat’ o funkcii f: R — R urcenej predpisom

x+2, akxjecelécdislo

f(x):{

x, ak xnie jeceléislo

Takéto zobrazenie je bijektivne a zaroven zachovava 'ubovolnu vzdialenost’ n pre vsetky
ne N, ale nesplia nerovnost (1) vety 2. Ak jednotkova vzdialenost je kontraktivna
vzhl'adom na zobrazenie f : X — Y tito autori dostdvaju nasledujuce tvrdenie (vid’ [8]).

Veta 3. Nech X a Y su redlne normované vektorové priestory, pricom jeden z nich ma
dimenziu vicsiu ako jedna. Dalej nech f: X — Y je zobrazenie, pre ktoré plati

Vx,ye Xt [[f(O)=fDI<][x=yl 2
Naviac predpokladajme, Ze f je surjektivne zobrazenie splnajuce podmienku (SDOPP). Potom

fje izometria.

Pre Specidlny pripad, ked X =Y =R a f:R — R je kontraktivne zobrazenie, dokdZeme
vetu:

Veta 4. Nech f :R — R je zobrazenie (kontraktivne), pre ktoré plati

Ve, ye X | f()-fO[<[x=y| 3)
Dalej nech zobrazenie f splita podmienku (DOPP). Potom f je izometria.

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat’, ze f(0)=0. V opacnom pripade
pre 'ubovolné x € R pouzijeme substiticiu f(x)— f(0) za f(x). Podla predpokladu vety,
zobrazenie fspitia (DOPP), odkial’ dostaneme

| f()-f0)]=]1-0]=1 = f)=1 alebo f(I)=~-1.

(a) Nech f(1)=1. Pomocou matematickej indukcie najskor dokdzeme, Ze pre vSetky
nezaporné celé Cisla n plati f(n) = n. Indukény predpoklad bude f(m)=m pre 'ubovolné
celé Cisla m, pre ktoré 0 < m < n(kde n je celé ¢islo vacsie ako jedna). Nakolko plati

| f(m)=f(n=D[=|f(m)-(n-D[=1,
potom f(n)=n-2 alebo f(n)=mn.V prvom pripade, ked’ f(n) =n—2, polozme
_(n—1)+n
= —’ > _
Vieme, Ze zobrazenie f je kontraktivne (spliia (3)), potom plati

1
%ZIf(u)—f(n—l)|2|f(n)—f(n—l)|—|f(u)—f(n)|21—|u—n|=5,
odkial' dostaneme | f(u)— f(n—1)|=1/2 a | f(u)— f(n)|=1/2. Podla indukéného
predpokladuje f(n—1)=n-1a f(n)=n—-2,ateda

= 020D,

Ak teraz polozime
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=D+ (1)
2

2

tak analogickymi tivahami dostaneme
(n-2)+(n-1)

If(v)—f(n—2)|=%, |f(v)—f(n—1)|=% 2 S ="

Pretoze |u—v|=1a | f(u)— f(v)|=0, dostavame spor s predpokladom, Ze zobrazenie f spiia
(DOPP). Potom pre 'ubovol'né nezaporné celé Cislo n plati f(n)=n.

Podobne, f(—1)musi nadobudat’ hodnotu —1. V opacnom pripade bude f(-1)=1.
Z predpokladu kontraktivnosti zobrazenia f dostaneme (pre x=-1/2 a y=0, resp.
y=-1),ze

S~ f(0)]=] f(-1/2)-0] < |-1/2-0]|=1/2,
resp.
| f(E12) = f(=DI=[f(=1/2)-1| < [-1/2=-(=D[=1/2,
tj. f(=1/2)=1/2. Rovnako plati f(1/2)=1/2, &o je v spore s tym, e zobrazenie f spiiia
podmienku (DOPP). Z predchadzajuceho vidiet, Ze pomocou matematickej indukcie mozno
dokazat f(n)=n pre vSetky zaporné celé Cisla n rovnako, ako pre nezaporné celé Cisla n.

Pre kazdé realne c¢islo x existuje celé ¢islo ng, Ze x e< ng, ny +1>. Nakol'ko zobrazenie fje
kontraktivne, podl'a vyssie uvedeného dostaneme
| f)=f(o)|=x=ng| a |f(x)=f(ng+1)|=[x—(ng+1)].
Z tohto, a pomocou uz dokézaného, ze f(n) =n pre vSetky cel¢ ¢isla, vyplyva, Ze pre vSetky
x € R plati f(x)=x,ateda fjeizometria (identita).

(b) Nech f(1)=-1. Polozme g(x)=—f(x) pre vietky xeR. Potom zobrazenie g spliia
(DOPP) a sucasne plati nerovnost’ (3), t.j.
18 =g == ) =SOD=1S) =) [<[x=y].
Podra (a) je zobrazenie g izometria, pricom plati g(x) =x pre vSetky x € R. Odtial’ uz mame,
ze aj f(x) je izometria, pricom pre kazdé realne Cislo x plati f(x)=—x. [

Ak zobrazenie medzi dvomi redlnymi normovanymi vektorovymi priestormi bude
zachovavat’ dve navzdjom rdzne vzdialenosti namiesto jednej, Benz a Berens [4] dokazali
nasledujuce tvrdenie.

Veta 5. Nech X a Y su redalne normované vektorové priestory, pricom dimenzia X je vicsia
ako jedna a Y je ostro konvexny vektorovy priestor. Dalej nech f: X — Y je také zobrazenie,

ze pre vSetky x,y € X plati
lx=yll=p = [ f)-FWI<p
lx=yll=mp = | f(x)=f(WIzmp,
kde m je kladné celé cislo vicsie ako jedna. Potom f je izometria.

V pripade, Ze zobrazenie f zachovava dve vzdialenosti s necelo¢iselnym podielom a X, ¥
su redlne normované vektorové priestory, priCom Y je ostro konvexny a dimY > 2, zostdva
stale nezodpovedané, ¢i v takomto pripade musi byt’ zobrazenie fuz izometriou.
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4. Zaver

V tomto ¢lanku sme uviedli iba cast’ z mnozstva zaujimavych vysledkov, ktoré boli
dosiahnuté v poslednom obdobi. Predmetom d’alSieho skimania mozu byt zobrazenia medzi
redlnymi vektorovymi priestormi, ktoré namiesto zachovavania jednej (napr. jednotkovej)
alebo dvoch vzdialenosti, zachovavaju tri navzdjom rozne vzdialenosti. Niekol’ko d’alSich
nametov a otazok ndjdeme aj v pracach Th. M. Rassiasa [6] - [8]. Spolo¢nou ¢rtou tychto prac
je, Zze uvedenim mnozstva otvorenych problémov sa da zvysit’ zaujem Citatel'a o dant oblast’.
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